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Vorwort

Die Potentialtheorie ist eine ziemlich alte mathematische Disziplin. IThre Geburtsstunde
schlug, als P. S. Laplace entdeckte, dall das zu einem elektrischen Feld gehérige Potential
auBerhalb des Trigers der Ladung harmonisch ist. Physikalische Ideen prigten dann auch
die Anfangsphase, in der Gaull wohl die wichtigsten Beitrige lieferte. Aber schon Riemann
stie3 auf groBe Schwierigkeiten, als er diese physikalischen Methoden zu einem mathe-
matischen Prinzip erhob. Auf einer mathematisch gesicherten Grundlage wurde dann die
klassische Epoche der Potentialtheorie etwa bis zum Jahre 1930 abgeschlossen. Die letzten
Arbeiten aus dieser Zeit, ich denke hier vor allem an die Theorie der superharmonischen
Funktionen von F. Riesz und an die Perronsche Losung des Dirichletschen Problems,
leiten dann zur modernen Epoche der Potentialtheorie iiber.

Charakteristisch fir die neueren Entwicklungen ist das Verschwinden der Differential-
rechnung aus der Potentialtheorie. Ausgehend von der axiomatischen Behandlung des
Dirichletschen Problems entwickelten M. Brelot und H. Bauer die Theorie der harmo-
nischen Riume, die sehr allgemeine elliptische und parabolische Differentialgleichungen
zweiter Ordnung umfaft. J. L. Doob und vor allem G. A. Hunt schufen die Potential-
theorie Markoffscher Prozesse und gaben fiir zahlreiche potentialtheoretische Phédnomene
eine wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation. A. Beurling und J. Deny abstrahier-
ten die klassische Theorie der Energie von O. Frostmann und H. Cartan und gelangten
zu den Dirichletschen Rdumen. Uber diese Entwicklungen geben die unten aufgefiihrten
Ubersichtsartikel genauer Auskunft.

Im Zeichen der ,,modernen’* Potentialtheorie steht auch die hier vorgelegte Arbeit.
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Einleitung

Sei X eine offene Teilmenge des R, die eine Green-Funktion besitzt (siche He., S. g9).
HY , sei der konvexe Kegel aller positiven, hyperharmonischen Funktionen auf X (siche
He, S.174). In der klassischen Potentialtheorie spielt die Gefegte R} einer positiven,
hyperharmonischen Funktion f Gber einer Menge A C X eine zentrale Rolle. Die fol-
gende Aussage ist als Brelotscher Konvergenzsatz bekannt:

R = inf{g & H{, : I, -f < g bis auf eine polare Menge}. Ersetzt man in obiger
Gleichung die polaren Mengen durch die Nullmengen des Lebesgueschen Malles A", so
gilt im allgemeinen keine Gleichheit mehr. Man gelangt zu einem neuen Objekt:

S =inf{gE HE  : I, f < g bis auf eine A>-Nullmenge }. Da S} < R} ist, nennt
man S} die starke Gefegte von f iiber A. Ausgehend von diesem Begriff entwickelten
M. Kac, Z. Ciesielski, D. W. Stroock und andere eine zur klassischen Potentialtheorie
analoge, aber mit dieser keineswegs identische Theorie, die man als semiklassische oder
Kacsche Potentialtheorie bezeichnet. In Cie wird diese Theorie ziemlich detailliert darge-
stellt. In der Kacschen Potentialtheorie kann man das Dirichlet-Problem behandeln, man
hat einen Diinnheits-Begriff und es besteht eine enge Beziehung zur Brownschen Be-
wegung.

Die weitere Entwicklung wird von zwei Bemerkungen ausgelost:

(1) Die positiven, hyperharmonischen Funktionen auf X sind genau die beziiglich der
Brownschen Bewegung auf X exzessiven Funktionen.

(2) Die A*-Nullmengen sind genau die Mengen vom Potential o der Brownschen Be-
wegung.

Begriffe wie ,,exzessiv’ und ,,vom Potential o*‘ sind aber bereits fiir jede beliebige sub-
markoffsche Resolvente (V). , auf einem beliebigen MeBraum (E, €) definiert. Wir
konnen deshalb verallgemeinern:

Sp:=inf{g&€ §:1,-f<g bisauf eine Menge vom Potential o }

(hierbei sei ¢, der konvexe Kegel aller beziglich (V)), - o exzessiven Funktionen).

Die Operation S wurde bereits von mehreren Autoren untersucht. Ich méchte be-
sonders die Arbeit Wa von T. Watanabe erwihnen. In all diesen Arbeiten fehlt jedoch
die Beziechung zur semiklassischen Potentialtheorie, die fir meine Arbeit richtungsweisend
ist. In der Tat zeigt es sich, daB eine ganze Reihe von Resultaten aus der semiklassischen
Potentialtheorie sich in nattirlicher Weise auf die obige, ziemlich allgemeine Situation
verallgemeinern lassen. Ich méchte hier nur das in diesem Zusammenhang wichtigste
Resultat, den Approximationssatz, ansprechen:

St =sup{Vg:gE€B,;(E,C), Vg<f,{g>0}CA}
(der Potentialkern V von (V) sei hierbei eigentlich).

In Teil I beschiftigen wir uns also mit der Kacschen Potentialtheorie fiir beliebige
submarkoffsche Resolventen auf beliebigen Mellriumen. In Teil IT sollen dann die meisten
Begriffe aus Teil I wahrscheinlichkeitstheoretisch interpretiert werden,
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Um das Hauptresultat zu skizzieren, mul} ich etwas weiter ausholen. Sei (V ), -, die
Resolvente eines Hunt-Prozesses (X)), ., mit einem LKAB E als Zustandsraum. Fur
alle Borelschen Mengen A des Zustandsraumes und alle exzessiven Funktionen f bewies
G. A. Hunt die folgende grundlegende, als Balayage-Theorem bekannte Aussage:

Rf: =inf {g & Gy: I, f << g} ist supermedian,

AN
XI= - fe ur alle x &
(R) ) = E* (I, <) « £ = Xy,) flir all E

(hierbei sei § die ,,Lebenszeit” und T, die erste Eintrittszeit in die Menge A des Prozesses

(Xd:»0)-
Fir die starke Gefegte lautet die analoge Aussage:

S8 = E (I, <n)  [° Xy,) fiirallex € E

(hierbei sei W, die wesentliche Eintrittszahl des Prozesses (X)), , in die Menge A).

Fiir Standard-Prozesse wurde dieses Balayage-Theorem in der oben bereits erwihnten
Arbeit von Watanabe bewiesen. In Teil IT wird hierfiir ein véllig anderer Beweis gegeben,
der fir sehr allgemeine Markoff-Prozesse gultig ist. Da die Begriffe aus der Theorie der
Markoff-Prozesse sich im stindigen Umbruch befinden, habe ich mich fir eine eigene
Definition eines Markoff-Prozesses entschieden, die auf das Balayage-Theorem besonders
gut zugeschnitten ist. Vorkenntnisse iber Markoff-Prozesse sind nicht nétig, Standard-
wissen Uber Wahrscheinlichkeitstheorie, wie es in Ba vermittelt wird, reicht fiir das Ver-
stindnis von Teil II vollig aus.

Teil III spielt sich im Rahmen der Theorie der harmonischen Riume ab. Man be-
trachtet Resolventen, deren exzessive Funktionen genau die positiven, hyperharmonischen
Funktionen sind. Leider kann die starke Gefegte je nach Wahl der zu Grunde liegenden
Resolventen stark schwanken. Die starke Gefegte ist also fiir einen harmonischen Raum
nicht eindeutig definiert. Wie in der Mathematik iiblich, versucht man, wenn ein Objekt
nicht eindeutig bestimmt ist, alle Méoglichkeiten zu klassifizieren. Dieser Problembe-
schaffungstrieb der Mathematiker ist jedoch nicht der einzige AnlaB3 fir Teil III. Beson-
ders die Charakterisierung der ,,gréBten‘ starken Balayage-Operation {iber einer Menge
A (siehe Satz III, 3.13) gestattet es, eine Reihe von Resultaten aus der Theorie der har-
monischen Rdume zu beweisen, die nichts mit starker Balayage zu tun haben. Ahnliche
Resultate wurden gleichzeitig von W. Hansen in Ha erzielt. Teil III ist unabhingig von
Teil I1. Ich mochte nun Gber den Begriff des Verzweigungspunktes sprechen, der fast
pausenlos in Teil I und II auftaucht. A priori hat dieser nichts mit Kacscher Potential-
theorie zu tun. Grob gesprochen tauchen Verzweigungspunkte immer dann auf, wenn ein
als richtig eingeschitztes Ergebnis sich fiir manche ,,pathologische’‘ Resolventen als falsch
erweist. Wie geben eine kurze Kostprobe,

In I, § 3 wird der Begriff der S-Diinnheit eingefiihrt. Analog zur ,,iblichen‘‘ Diinnheit
wire zu erwarten, daB3 die Vereinigung zweier in einem Punkt S-dinnen Mengen eben-
falls S-dtinn in diesem Punkt ist. Dies ist im allgemeinen falsch.

Entscheidend fiir die Einfihrung des Begriffes ,,Verzweigungspunkt ist aber nicht das
Auftreten von ,,Pathologien®’, sondern daB all diese ,,Pathologien’* zueinander dquivalent
sind. ,,Verzweigungspunkt* ist also ein Name fiir eine Aquivalenzklasse von ,,Patho-
logien*‘.

Resolventen, die keine Verzweigungspunkte besitzen, werden sinnvollerweise als normal
bezeichnet.
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Fur Ray-Prozesse kennt man bereits einen Begriff ,,Verzweigungspunkt‘‘, der in fast
allen Fillen mit dem in dieser Arbeit entwickelten Ubereinstimmt.

Grundlegend fir eine andere Reihe von Anwendungen ist das folgende in I, § 4 bewie-
sene Resultat.

Sei (V,),~ ¢ eine normale, submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €). Die
grobste Topologie, beziiglich der jede fiir ein a > o a-exzessive Funktion stetig ist, wird
als feine Topologie bezeichnet. Fir alle fein-offenen Mengen U und alle exzessiven Funk-
tionen f gilt dann: S = R}.

Dieser Zusammenhang zwischen der starken Gefegten und der ,,iblichen Reduzierten
erlaubt es, zahlreiche Aussagen Uber letztere zu machen, wenn U fein-offen ist. Bislang
war nicht einmal bekannt, ob RY fiir alle fein-offenen Mengen {berhaupt mefBbar ist.
Kombiniert man obiges Resultat mit verschiedenen Versionen des Approximationssatzes,
so erhilt man Verallgemeinerungen und Verschirfungen einiger Resultate von Hunt.

Am Ende der einzelnen Paragraphen steht meistens eine SchluBbemerkung, die einer-
seits die wesentlichen Ergebnisse herausheben und andererseits auf bereits bekannte
Resultate hinweisen soll. Einige erginzende Fragen werden in verschiedenen Anhingen
behandelt.

Frau Dr. U. Schirmeier schulde ich Dank fur zahlreiche Hinweise.

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. Heinz Bauer, mochte ich an dieser Stelle
zum einen fiir die dieser Arbeit entgegengebrachte Aufmerksamkeit und zum anderen fiir
das mir vermittelte Wissen danken.


























































































































































































































































































































































































































































































