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Vorwort

Die Potentialtheorie ist eine ziemlich alte mathematische Disziplin. IThre Geburtsstunde
schlug, als P. S. Laplace entdeckte, dall das zu einem elektrischen Feld gehérige Potential
auBerhalb des Trigers der Ladung harmonisch ist. Physikalische Ideen prigten dann auch
die Anfangsphase, in der Gaull wohl die wichtigsten Beitrige lieferte. Aber schon Riemann
stie3 auf groBe Schwierigkeiten, als er diese physikalischen Methoden zu einem mathe-
matischen Prinzip erhob. Auf einer mathematisch gesicherten Grundlage wurde dann die
klassische Epoche der Potentialtheorie etwa bis zum Jahre 1930 abgeschlossen. Die letzten
Arbeiten aus dieser Zeit, ich denke hier vor allem an die Theorie der superharmonischen
Funktionen von F. Riesz und an die Perronsche Losung des Dirichletschen Problems,
leiten dann zur modernen Epoche der Potentialtheorie iiber.

Charakteristisch fir die neueren Entwicklungen ist das Verschwinden der Differential-
rechnung aus der Potentialtheorie. Ausgehend von der axiomatischen Behandlung des
Dirichletschen Problems entwickelten M. Brelot und H. Bauer die Theorie der harmo-
nischen Riume, die sehr allgemeine elliptische und parabolische Differentialgleichungen
zweiter Ordnung umfaft. J. L. Doob und vor allem G. A. Hunt schufen die Potential-
theorie Markoffscher Prozesse und gaben fiir zahlreiche potentialtheoretische Phédnomene
eine wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation. A. Beurling und J. Deny abstrahier-
ten die klassische Theorie der Energie von O. Frostmann und H. Cartan und gelangten
zu den Dirichletschen Rdumen. Uber diese Entwicklungen geben die unten aufgefiihrten
Ubersichtsartikel genauer Auskunft.

Im Zeichen der ,,modernen’* Potentialtheorie steht auch die hier vorgelegte Arbeit.
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Einleitung

Sei X eine offene Teilmenge des R, die eine Green-Funktion besitzt (siche He., S. g9).
HY , sei der konvexe Kegel aller positiven, hyperharmonischen Funktionen auf X (siche
He, S.174). In der klassischen Potentialtheorie spielt die Gefegte R} einer positiven,
hyperharmonischen Funktion f Gber einer Menge A C X eine zentrale Rolle. Die fol-
gende Aussage ist als Brelotscher Konvergenzsatz bekannt:

R = inf{g & H{, : I, -f < g bis auf eine polare Menge}. Ersetzt man in obiger
Gleichung die polaren Mengen durch die Nullmengen des Lebesgueschen Malles A", so
gilt im allgemeinen keine Gleichheit mehr. Man gelangt zu einem neuen Objekt:

S =inf{gE HE  : I, f < g bis auf eine A>-Nullmenge }. Da S} < R} ist, nennt
man S} die starke Gefegte von f iiber A. Ausgehend von diesem Begriff entwickelten
M. Kac, Z. Ciesielski, D. W. Stroock und andere eine zur klassischen Potentialtheorie
analoge, aber mit dieser keineswegs identische Theorie, die man als semiklassische oder
Kacsche Potentialtheorie bezeichnet. In Cie wird diese Theorie ziemlich detailliert darge-
stellt. In der Kacschen Potentialtheorie kann man das Dirichlet-Problem behandeln, man
hat einen Diinnheits-Begriff und es besteht eine enge Beziehung zur Brownschen Be-
wegung.

Die weitere Entwicklung wird von zwei Bemerkungen ausgelost:

(1) Die positiven, hyperharmonischen Funktionen auf X sind genau die beziiglich der
Brownschen Bewegung auf X exzessiven Funktionen.

(2) Die A*-Nullmengen sind genau die Mengen vom Potential o der Brownschen Be-
wegung.

Begriffe wie ,,exzessiv’ und ,,vom Potential o*‘ sind aber bereits fiir jede beliebige sub-
markoffsche Resolvente (V). , auf einem beliebigen MeBraum (E, €) definiert. Wir
konnen deshalb verallgemeinern:

Sp:=inf{g&€ §:1,-f<g bisauf eine Menge vom Potential o }

(hierbei sei ¢, der konvexe Kegel aller beziglich (V)), - o exzessiven Funktionen).

Die Operation S wurde bereits von mehreren Autoren untersucht. Ich méchte be-
sonders die Arbeit Wa von T. Watanabe erwihnen. In all diesen Arbeiten fehlt jedoch
die Beziechung zur semiklassischen Potentialtheorie, die fir meine Arbeit richtungsweisend
ist. In der Tat zeigt es sich, daB eine ganze Reihe von Resultaten aus der semiklassischen
Potentialtheorie sich in nattirlicher Weise auf die obige, ziemlich allgemeine Situation
verallgemeinern lassen. Ich méchte hier nur das in diesem Zusammenhang wichtigste
Resultat, den Approximationssatz, ansprechen:

St =sup{Vg:gE€B,;(E,C), Vg<f,{g>0}CA}
(der Potentialkern V von (V) sei hierbei eigentlich).

In Teil I beschiftigen wir uns also mit der Kacschen Potentialtheorie fiir beliebige
submarkoffsche Resolventen auf beliebigen Mellriumen. In Teil IT sollen dann die meisten
Begriffe aus Teil I wahrscheinlichkeitstheoretisch interpretiert werden,
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Um das Hauptresultat zu skizzieren, mul} ich etwas weiter ausholen. Sei (V ), -, die
Resolvente eines Hunt-Prozesses (X)), ., mit einem LKAB E als Zustandsraum. Fur
alle Borelschen Mengen A des Zustandsraumes und alle exzessiven Funktionen f bewies
G. A. Hunt die folgende grundlegende, als Balayage-Theorem bekannte Aussage:

Rf: =inf {g & Gy: I, f << g} ist supermedian,

AN
XI= - fe ur alle x &
(R) ) = E* (I, <) « £ = Xy,) flir all E

(hierbei sei § die ,,Lebenszeit” und T, die erste Eintrittszeit in die Menge A des Prozesses

(Xd:»0)-
Fir die starke Gefegte lautet die analoge Aussage:

S8 = E (I, <n)  [° Xy,) fiirallex € E

(hierbei sei W, die wesentliche Eintrittszahl des Prozesses (X)), , in die Menge A).

Fiir Standard-Prozesse wurde dieses Balayage-Theorem in der oben bereits erwihnten
Arbeit von Watanabe bewiesen. In Teil IT wird hierfiir ein véllig anderer Beweis gegeben,
der fir sehr allgemeine Markoff-Prozesse gultig ist. Da die Begriffe aus der Theorie der
Markoff-Prozesse sich im stindigen Umbruch befinden, habe ich mich fir eine eigene
Definition eines Markoff-Prozesses entschieden, die auf das Balayage-Theorem besonders
gut zugeschnitten ist. Vorkenntnisse iber Markoff-Prozesse sind nicht nétig, Standard-
wissen Uber Wahrscheinlichkeitstheorie, wie es in Ba vermittelt wird, reicht fiir das Ver-
stindnis von Teil II vollig aus.

Teil III spielt sich im Rahmen der Theorie der harmonischen Riume ab. Man be-
trachtet Resolventen, deren exzessive Funktionen genau die positiven, hyperharmonischen
Funktionen sind. Leider kann die starke Gefegte je nach Wahl der zu Grunde liegenden
Resolventen stark schwanken. Die starke Gefegte ist also fiir einen harmonischen Raum
nicht eindeutig definiert. Wie in der Mathematik iiblich, versucht man, wenn ein Objekt
nicht eindeutig bestimmt ist, alle Méoglichkeiten zu klassifizieren. Dieser Problembe-
schaffungstrieb der Mathematiker ist jedoch nicht der einzige AnlaB3 fir Teil III. Beson-
ders die Charakterisierung der ,,gréBten‘ starken Balayage-Operation {iber einer Menge
A (siehe Satz III, 3.13) gestattet es, eine Reihe von Resultaten aus der Theorie der har-
monischen Rdume zu beweisen, die nichts mit starker Balayage zu tun haben. Ahnliche
Resultate wurden gleichzeitig von W. Hansen in Ha erzielt. Teil III ist unabhingig von
Teil I1. Ich mochte nun Gber den Begriff des Verzweigungspunktes sprechen, der fast
pausenlos in Teil I und II auftaucht. A priori hat dieser nichts mit Kacscher Potential-
theorie zu tun. Grob gesprochen tauchen Verzweigungspunkte immer dann auf, wenn ein
als richtig eingeschitztes Ergebnis sich fiir manche ,,pathologische’‘ Resolventen als falsch
erweist. Wie geben eine kurze Kostprobe,

In I, § 3 wird der Begriff der S-Diinnheit eingefiihrt. Analog zur ,,iblichen‘‘ Diinnheit
wire zu erwarten, daB3 die Vereinigung zweier in einem Punkt S-dinnen Mengen eben-
falls S-dtinn in diesem Punkt ist. Dies ist im allgemeinen falsch.

Entscheidend fiir die Einfihrung des Begriffes ,,Verzweigungspunkt ist aber nicht das
Auftreten von ,,Pathologien®’, sondern daB all diese ,,Pathologien’* zueinander dquivalent
sind. ,,Verzweigungspunkt* ist also ein Name fiir eine Aquivalenzklasse von ,,Patho-
logien*‘.

Resolventen, die keine Verzweigungspunkte besitzen, werden sinnvollerweise als normal
bezeichnet.
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Fur Ray-Prozesse kennt man bereits einen Begriff ,,Verzweigungspunkt‘‘, der in fast
allen Fillen mit dem in dieser Arbeit entwickelten Ubereinstimmt.

Grundlegend fir eine andere Reihe von Anwendungen ist das folgende in I, § 4 bewie-
sene Resultat.

Sei (V,),~ ¢ eine normale, submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €). Die
grobste Topologie, beziiglich der jede fiir ein a > o a-exzessive Funktion stetig ist, wird
als feine Topologie bezeichnet. Fir alle fein-offenen Mengen U und alle exzessiven Funk-
tionen f gilt dann: S = R}.

Dieser Zusammenhang zwischen der starken Gefegten und der ,,iblichen Reduzierten
erlaubt es, zahlreiche Aussagen Uber letztere zu machen, wenn U fein-offen ist. Bislang
war nicht einmal bekannt, ob RY fiir alle fein-offenen Mengen {berhaupt mefBbar ist.
Kombiniert man obiges Resultat mit verschiedenen Versionen des Approximationssatzes,
so erhilt man Verallgemeinerungen und Verschirfungen einiger Resultate von Hunt.

Am Ende der einzelnen Paragraphen steht meistens eine SchluBbemerkung, die einer-
seits die wesentlichen Ergebnisse herausheben und andererseits auf bereits bekannte
Resultate hinweisen soll. Einige erginzende Fragen werden in verschiedenen Anhingen
behandelt.

Frau Dr. U. Schirmeier schulde ich Dank fur zahlreiche Hinweise.

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. Heinz Bauer, mochte ich an dieser Stelle
zum einen fiir die dieser Arbeit entgegengebrachte Aufmerksamkeit und zum anderen fiir
das mir vermittelte Wissen danken.



I, § 1 Grundlagen aus der Theorie der Resolventen

: Fur einen MeBraum (E, €) fihren wir folgende Bezeichnungen cin:
€,: = o-Algebra der universell-meBbaren Mengen von (E, €).
Jeder eigentliche Kern K auf (E, €) besitzt dann eine eindeutige Fortsetzung K* auf
den MeBraum (E, €).
B (E, €): = Menge aller numerischen, meB3baren Funktionen auf (E, €).
B+(E,&):={feB(EE:.f>0}.
B, (E, €): = {f& B(E, €:fist beschrinkt }.
B, . (E, €): = (B,(E, € ~ B+(E, €).
Auf dem Vektorraum B, (E, €) fihren wir die Supremum-Norm ein:

” “oo : Bb(E’ 6)

f——sup {|f®x)|: xEE}

— s Ry

: Eine Familie (V ), ., von Kernen auf einem Mefiraum (E, €) heilt eine Resolvente
auf (E, €), falls fur alle p > q > o gilt:

Vo=V, +(p—9q) -V, V, V.V =V V.
Die Resolvente (V ), heilt submarkofsch, falls fir alle p > o der Kern pV sub-
markoffsch ist. Mit anderen Worten:

pV,1 <1 firalle p >o.

Ist (V,),~¢ eine submarkoffsche Resolvente auf einem MefBraum (E, €), so ist auch
(V)p>o eine submarkoffsche Resolvente auf (E, €)).
Bis auf weiteres sei (V) , eine submarkoffsche Resolvente auf einem MelBraum

(E, ©).

: Nach Me, IX, T 46 (a) gilt fur alle f € B4(E, €) und alle x € E:
Die Funktion p ————— V _{(x)

ist antiton und rechtsseitig stetig auf ] o, oo [.

Folglich wird durch V (x,A): =sup V (x,A) (x€E, A€ €

p
ein Kern auf (E, €) definiert. Wir nennen den Kern V, den wir manchmal auch mit
V, bezeichnen, den Potentialkern von (V).

: Fir alle a > o ist (V,, ) -, erneut eine submarkoffsche Resolvente auf (E, €) mit
V. als Potentialkern.

: Fur alle A € € sind folgende Eigenschaften dquivalent:
i V,Iy=o0 firalep=o.
(i) VI, =o0 firemnp>o.
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A C E hei3t eine Menge vom Potential o (beziiglich (V) ), falls eine Menge
A’ e €, A'C A existiert, die die Eigenschaft (i) (oder (ii)) erfullt.

Man sagt eine ,,Eigenschaft' gilt (V) . -f. 0., falls diese ,,Eigenschaft” auflerhalb
einer Menge vom Potential o gultig ist.

: Eine Funktion f € B(E, €) heillt supermedian (beziglich (V) <),

falls fur alle p >0 pV f<f gilt.

Da die Resolvente (V), ., submarkoffsch ist, ist die Funktion 1 supermedian.

Eine supermediane Funktion f hei3t exzessiv (beziiglich (V)< o),

falls lim pV_f(x) = f(x) fir alle x € E ist.

Sei ap> o. Eine Funktion f & By (E, €) heilt a-supermedian (beziglich (V) - ),
falls f beziiglich (V,. ), supermedian ist.

Eine Funktion f € B4(E, €) heillt a-exzessiv (beziglich (V,), ), falls f beziiglich
(Va4 p)p>o €Xzessiv ist.

Offensichtlich sind die o-supermedianen Funktionen gerade die supermedianen Funk-
tionen. Ebenso sind die o-exzessiven Funktionen gerade die exzessiven Funktionen.

Supermediane und exzessive Funktionen besitzen die folgenden elementaren Eigen-
schaften:

: (a) Fir alle supermedianen Funktionen f, g und alle a, b € Ry ist inf (f, g) und
(a-f+ b-g) ebenfalls supermedian.

(b) Fiir alle exzessiven Funktionen f, g und alle a,b &€ Ry ist (a-f 4 b - g)
ebenfalls exzessiv.
Das Infimum zweier exzessiver Funktionen ist aber i.a. nickt exzessiv. Wir
werden dieses Problem eingehend in § 3 und § 4 untersuchen.

(¢) Fur alle Folgen (f)),cn von supermedianen Funktionen ist die Funktion
liminf f, ebenfalls supermedian.

(d) Fir alle aufsteigenden Folgen (f,), -y von exzessiven Funktionen ist die Funk-
tion sup f, ebenfalls exzessiv.

n

: (a) Ist eine Funktion a-supermedian fir ein a 2> o, so ist sie auch b-supermedian
far alle b > a.

(b) Ist eine Funktion a-exzessiv flir ein a > o, so ist sie auch b-exzessiv fir alle
b > a.

(¢) Eine Funktion ist genau dann a-exzessiv fur ein a > o,
wenn sie fir alle b > a b-exzessiv ist.

(d) Eine Funktion ist genau dann a-supermedian fiir ein a > o,
wenn sie fir alle b > a b-supermedian ist.

(e¢) Eine fir ein a > o a-supermediane Funktion ist bereits dann a-exzessiv,
wenn sie fir ein b 2> o b-exzessiv ist.
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Exzessive Funktionen besitzen die folgende Riesz-Zerlegungs-Eigenschaft:

: Fur alle exzessiven Funktionen f, g;, g, mit f < g, + g, existieren zwei exzessive

Funktionen f, f, mit f; 4+ f, =f, f]; < gy, f, < g,
(Bew.: siehe CL, Korollar zu 3.1.7. Man beachte jedoch, dal} unsere Definition der
exzessiven Funktionen nicht mit der von CL {ibereinstimmt.)

Nach CL, 3.1.5 (a) ist fur alle f € B (E, €) die Funktion
Sf: = inf { g supermedian: g > f } supermedian.

(a) Fir alle f € B4(E, €) (oder f € B, (E, €)) und alle x € E gilt:

Existiert lim pV

p—»m
lim pV, . f(x) fir alle a > o, und fur alle a,b > o gilt:
p— o
lim pV, ,  f(x) = lim pV,, f(x).
p— 0o p— 00
Sei f € B+(E, €) oder f € B, (E, €).

Existiert fir alle x € E lim pV f(x), so kénnen wir definieren:
p—0

a+pf(¥) fir ein a 2> o, so existiert

ftB———R
X - == limv pV_fi():

p— 00

Sei f nun a-supermedian fiir ein a = o.
Nach Me, IX, T 46 (b) ist dann die Funktion p —— o Y LR 64
fur alle x € E isoton auf ] o, oo [. Also gilt in diesem Fall:
() f=suppV, .F
p>0
Nach Me, IX, T 60 ist f a-exzessiv, und es gilt:
() f =sup {ga-exzessivig <f}.
(d) Die Menge {f == f } ist vom Potential o.

Wegen (c) nennt man f{ auch die untere Regularisierte der a-supermedianen Funk-
tion f (bezliglich (V) o)
Wegen (a) stimmt die Definition von f beziiglich (V_, )~ fiir alle a > o {iberein.

(a) Fur alle a > o und alle f € B.(E, €) ist die Funktion V,f a-exzessiv.
(b) Fur alle p > o und alle fiir ein a >> 0 a-supermedianen Funktionen f ist die

Funktion V_f a-exzessiv, und es gilt:
VR

Der Potentialkern V = V, von (V) -, sei eigentlich.

(Fir die Resolvente (V, . ) ~ound alle a > o ist obige Voraussetzung immer erfillt.)
Dann existiert fiir jede exzessive Funktion f eine Folge (g,),<n~ aus B, .(E, €) mit
den Eigenschaften:
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(i) Vg, ist fur alle n & N beschrinkt.
() Vg, tf.
(Bew.: Me, IX, T 64 (b))

Wie wir in § 3 sehen werden, sind die folgenden beiden Eigenschaften nicht fir jede
submarkoffsche Resolvente erfullt:

(sup) Das Supremum einer aufsteigend filtrierten Menge von exzessiven Funktionen
ist exzessiv.

(inf) Fir jede absteigend filtrierende Menge § von supermedianen Funktionen
existiert eine exzessive Funktion f mit:

@ f<inf§,
(i) Die Menge {f < inf § } ist vom Potential o.

Ein c-endliches MaB y auf (E, €) heilt ein Referenzmaf fur die Resolvente (V) < g,
falls die p-Nullmengen genau die Mengen vom Potential o sind.

Besitzt die Resolvente (V) ein ReferenzmaB, so besitzt sie offenbar auch ein be-
schrinktes ReferenzmaQB.

Jedes Referenzmal} fur die Resolvente (V) -, ist auch ein Referenzmall fir die
Resolvente (V, | ).~ wobei a > 0 ist.

Besitzt die Resolvente (V)< , ein ReferenzmaB, so erfiillt die Resolvente (V) -, die
Eigenschaften (sup) und (inf).

(Bew.: Fiir .Resolventen von Standard-Prozessen wird (sup) in BG, V, 1.5. bewie-
sen, (inf) folgt aus BG, V, 1.6. Die Beweise hierflir lassen sich ohne Schwierigkei-
ten auf beliebige Resolventen verallgemeinern.)

Sei ¥ eine Topologie auf E mit den Eigenschaften:

(i) Jede exzessive Funktion ist n.u.h. beziiglich ,

(i) (E, T) ist ein separabler topologischer Raum.

Ist der Potentialkern V von (V) -, eigentlich, so besitzt die Resolvente (V) -,
ein Referenzmal.

(Bew.: Sei {x,: n& N} dicht in E beztiglich &.

=" z—ln - V(x,, ) ist dann das gewiinschte Referenzmal.)
n=1

Sei K ein Kern auf cinem MeBraum (E, €).

Eine Funktion f € B+(E, €) heit K-dominant, falls fur alle g,h & B+(E, €) gilt:
Kg < Kh 4 f auf {g>o0}=Kg < Kh4 f aufgaenzE.

Man sagt, der Kern K erfullt das vollstindige Maximumprinsip, falls die Funktion 1
K-dominant ist.
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Sei (V ), eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
V = V, sei der Potentialkern von (V,),~,. Dann gilt:

(a) Jede supermediane Funktion ist V-dominant.
Insbesondere erfiillt der Kern V das vollstindige Maximumprinzip.

Ist V zusitzlich eigentlich, so gilt auch die Umkehrung:

(b) Jede V-dominante Funktion ist supermedian.
(Bew.: (a) Me, IX, T 68 (d) oder CL, 4.1.5,
(b): Me, IX, T 70 oder CL, 4.1.6.)

Sei (E, €) ein MeBraum. C sei ein beztiglich gleichmiBiger Konvergenz
abgeschlossener Untervektorraum von B, (E, €¢) mit 1 & C.
U sei ein Kern auf (E, €) mit den Eigenschaften:

(i) U erfillt das vollstindige Maximumprinzip,
(if) Ug & C fur alle g € C (insbesondere ist der Kern U beschrinkt).

Dann existiert eine submarkoffsche Resolvente (V) -, auf (E, €)
mit den Eigenschaften:

(iii) U ist der Potentialkern von (V) -,
(iv) Vg€ C fir alle g € C und alle p > o.

(Bew.: Fir C = B,(E, ¢ wurde obiges Ergebnis in Me, X, T 10 bewiesen. Dieser
Beweis 140t sich ohne Schwierigkeiten auf die obige, allgemeine Situation tibertragen.)

Sei (E, €) ein Melraum.

Eine Familie (P), . , von Kernen auf (E, €) heilit eine Halbgruppe auf (E, €), wenn
fur alle s, t > o gilt: P, ., = PP,

Die Halbgruppe (P), . o heil3t submarkoffsck, falls fur alle t > o der Kern P, sub-
markoffsch ist.

Die Halbgruppe (P), » , heiB3t mefbar, falls fur alle A & € die Abbildung

(t,x) —— P(x,A) M+RC)-Ry-meBbar ist.

Nach Me, IX, 39 wird fiur jede meBbare Halbgruppe (P)), . , auf einem Mefiraum
(E, €) durch

V,x,A): = fc"’"- P(x,A)dt (p>o,x€E A€ ()

eine Resolvente definiert.

(Vp)p>o wird die zu (P), . , gehorige Resolvente genannt.

Ist (P), » ¢ submarkoffsch, so ist auch (V) -, submarkoffsch.

Bis auf weiteres sei (P), ., eine mefibare, submarkoffsche Halbgruppe auf einem
MeBraum (E, €).

(Vp)pso sei die zu (P), ., gehorige submarkoffsche Resolvente.
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Fur alle a > o ist (™ °- P, . , erneut eine meBbare, submarkoffsche Halbgruppe
auf (E, €), und (V,, ), ist die zu (e™ '+ P), , , gehérige Resolvente.

Eine Funktion f & B+ (E, €) heilit supermedian (beztglich (P), . ),

falls fur allet >0 P f <f gilt.

Eine beziiglich (P), ., supermediane Funktion f heilit exzessiv (bezlglich (P), s o),
falls lim P f(x) = f(x) fir alle x € E ist.

t—0
Sei a > o. Eine Funktion f & B4 (E, €) heillt a-supermedian (beziglich (P), . o),
falls f supermedian bezlglich (e™ - P), 5, ist.
Eine Funktion f & B+(E, €) heifit a-exzessiv (beztglich (P),. ), falls f beziiglich
(e™ "+ P), s o exzessiv ist.
Wiederum stimmen die o-supermedianen bzw. o-exzessiven Funktionen mit den
supermedianen bzw. exzessiven Funktionen tiberein.

Sei a > o.

(a) Jede bezlglich (P), ., a-supermediane Funktion ist a-supermedian bezlglich
(Vodp>o-
Die Umkehrung gilt i. a. nicht (man nehme z. B. die Wirmeleitungs-Halb-
gruppe).

(b) Eine Funktion ist genau dann a-exzessiv bezlglich (P), . ,, wenn sie a-exzessiv
bezliglich (V ), ist.
(Bew.: Me, 1X, T 65)

Sei f € B4(E, €) (oder f € B,(E, €)) und x € E. Dann gilt:

(a) Existiert lim e ‘. P f(x) fir eiz a > o, so existiert lim e™ - P f(x) fir

0<t—0 0Lt—0
alle a Z o, und fur alle a, b > o gilt:
lim e®* ' Pf(x) = lim e®': Pf(x).
0<t—0 0<t—0
(b) Existiert lim P f(x), so existiert auch lim pV f(x), und es gilt:
0<t—>0 p— oo :
lim P f(x) = lim pV {(x).
0<t—0 p— o

Die Funktion f sei jetzt fiir ein a > o a-supermedian beziglich (P), ., Dann
ist die Funktion t ——— ¢™ '+ P (x) antiton auf Ri. Zusammen mit (a) und
(b) folgt hieraus:

() f(x) =supe®t: Pf(x) = lim P f(x).
t>0 0<t—0

Zum Schlufl wollen wir noch ein wichtiges Beispiel fiir Resolventen und Halb-
gruppen erértern (siehe Me, S. 200, 201):

Sei K ein submarkoffscher Kern auf einem Mefiraum (E, €). Durch

e—t(I-K): — E" _nl_' . (—t)n(I—K)“ —at g‘ nl_' ¥ (t.K)n (t }O)

n=0 n=0



14

Rainer Wittmann

wird eine meBbare, submarkoffsche Halbgruppe auf (E, €) definiert.
Fir die zu (e** %), _ , gehérige Resolvente (V)), ., gilt:

(2)

(b)

©

CY

()

oc

=D (p;_l -K") fir alle p > o.

1
i
Fiir den Potentialkern V = V, von (V) ., folgt hieraus:
Ve=ey
n=20

Aus (a) oder (b) folgt:

Die leere Menge ist die einzige Menge vom Potential o.

Besitzt der MeBraum (E, €) eine Giberabzihlbare Familie von disjunkten, nicht-
leeren, meB3baren Teilmengen von E, so folgt aus (c), daB die Resolvente (V)
kein Referenzmal besitzt.

Ist | Kl |, < 1, so ist der Potentialkern V beschrinkt.

Uber exzessive und supermediane Funktionen kénnen wir folgende Aussage
machen:

Fir alle f € B4+ (E, €) sind folgende Bedingungen dquivalent:

(i)  fist exzessiv beziiglich (V) <.

(ii) fist supermedian beziiglich (V) .

(iii) f ist exzessiv beziiglich (e -5 _ .

(iv) fist supermedian beziiglich (e™* =) _ .

v) Kf<gHf

(Bew.: (i) nach (iii) folgt aus 23 (b). (ili) nach (iv) ist trivial. (iv) nach (ii) folgt aus
25 (a). (ii) nach (i) folgt aus (c). Die Aquivalenz von (i) und (v) wurde in Me, S. 201
bewiesen.)



I, § 2 Elementare Eigenschaften der starken Gefegten

I: Sei (V,),>, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Fir eine Menge A C E und eine exzessive Funktion f kénnen wir dann die Redu-
zierte von f liber A definieren:

Rf: = inf {g exzessiv: [, - f < g }.

Es ist i. a. nicht bekannt, ob R{* supermedian ist.

Ist jedoch (V,),s, die Resolvente eines Standard-Prozesses auf einem lokalkom-
pakten Raum mit abzihlbarer Basis, so weill man, falls A eine beinahe Borelsche
Menge ist, daB3 R} supermedian ist, und daB sich R} von seiner unteren Regulari-
sierten nur auf einer semipolaren Menge unterscheidet.

Definition 2: Sei (V,),~, cine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Fur alle Mengen A C E und alle exzessiven Funktionen f definieren wir:

Sf: = inf { g supermedian: I, - f < g},
Sp: = inf {gexzessiv: I,-f<g (V) 5o—Ffi}

St wird die starke Reduzierte von f iiber A genannt.
SA wird die starke Gefegte oder starke Balayage von f iiber A genannt.

Die folgenden Eigenschaften sind trivial:

Lemma 3: Sei (V). , eine submarkoffsche Resolvente auf einem MefBraum (E, €).
Fur alle exzessiven Funktionen f und alle A, B C E gilt:

(a) (A —B) ist vom Potential 0 => §} < SP.

(b) A ist vom Potential 0 = S# = o.

Bevor wir in der allgemeinen Theorie weiter fortfahren, betrachten wir zwei Beispiele:

4: Sei K ein submarkoffscher Kern auf einem MeBraum (E, €).
(Vpso sei die zu (€*4~¥) ., gehorige Resolvente.
Wegen 1.27 (¢), (e) gilt fiir alle A C E und alle exzessiven Funktionen f:
R

5: Sei (V,),>o die Resolvente der Brownschen Bewegung auf dem R".
Dann ist das n-dimensionale Lebesguesche Mall A* ein Referenzmall fir die Resol-
vente (V)< ¢
Die exzessiven Funktionen sind genau die positiven, hyperharmonischen Funktionen
im Sinne der klassischen Potentialtheorie.
Aus beiden Tatsachen folgt fir alle AC E und alle positiven, hyperharmonischen
Funktionen f:
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S2 = inf { g positiv, hyperharmonisch: I, - f < g A*—f. . }.

Auf der rechten Seite steht jetzt ein Ausdruck, mit dessen Hilfe man in der Kacschen
Potentialtheorie die starke Gefegte definiert. Unsere Definition ist also eine natiirliche
Verallgemeinerung der fir die Resolvente der Brownschen Bewegung lingst be-
kannten Definition der starken Gefegten.

Lemma 6: Sei (V). , eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).

Fur alle A C E und alle exzessiven Funktionen f gilt:

(a) SA=inf{SF: B&€ ¢ BDOA},
(b) S*=inf{SF: B€ G BDOA}

Beweis: (a): Sei g eine supermediane Funktion mit I, - f < g.

Sei B: = {{ < g} Danngilt: BE ¢, B DA und [,-f g

Aus letzterem folgt: SP < g. Damit ist (a) bewiesen.

Sei g eine exzessive Funktion mit I, - f < g (V)5 —f. 0.

Sei B’: = {f < g }. Nach Voraussetzung ist die Menge (B’—A) vom Potential o.
Deshalb existiert eine Menge N € €, N D (B’—A), die ebenfalls vom Potential o
ist. Sei B: = (B’ N).

Danngilt: BE€ €, BDA und I-f<g (V),5o—f 0.

Aus letzterem folgt: SP < g. Damit ist auch (b) bewiesen.

Lemma 7: Sei (V,) -, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).

Dann gilt ftr alle A & € und alle exzessiven Funktionen f:
St = sup (I, - f, 5%

Beweis: Sei g eine supermediane Funktion mit I, - f < g.

Nach 1.11(d) gilt dann: I, - £ < g (V)50 —f. 0.

Da die Funktion g exzessiv ist, folgt: S} < g < g.

Daraus folgt wiederum: sup (I, - f, S} < g.

Hieraus folgt schlieBlich: sup (I, - f, S#) < SP.

Wir wollen nun die umgekehrte Ungleichung beweisen.

Sei hierzu g eine exzessive Funktion mit I, - f < g (V)5 —f. 1.

Sei g’: = sup (I, - f, g). Nach Voraussetzung gilt:
g=g (Vo)pso—f G und g <g'.

Daraus folgt: pV_ g’ = pV, g < g < g’ firalle p > o.

Also ist g’ eine supermediane Funktion.

Nach Def. von g’ gilt: I, - f < g".

Beides ergibt zusammen: SP < g’ = sup (I, - f, g).

Hieraus folgt schlieBlich: S < sup (I, - f, SM).

Mit Hilfe von Lemma 6 und Lemma 7 erhalten wir unmittelbar:

Satz 8: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).

Dann gilt fir alle A C E und alle exzessiven Funktionen f:
St < St <R
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Bislang wissen wir noch nicht, ob S? eine exzessive Funktion ist.
Eine erste Antwort auf diese Frage wollen wir jetzt geben:

Satz 9: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Fir alle A € € und alle exzessiven Funktionen f gilt:

(a) Sp ist supermedian.

(b) Sp ist die untere Regularisierte von S?. Also: S = (SP).
Insbesondere ist die Funktion S? exzessiv.

(© I,-f<<SF (V)pso—f ii

Beweis: (a): Nach t.10ist S} = S(I, - f) supermedian.

7
(b) Aus I, f < S folgt nach 1.11(d): I, - £ < (S (V)50 —F 0.

Aus der Def. von S2 folgt dann: §# < (S/fA\).

Wir wollen jetzt die umgekehrte Ungleichung beweisen.

Sei hierzu g eine exzessive Funktion mit I, - f < g (V)5 —f ..
Sei g’: = sup (I, - f, g). Nach Voraussetzung gilt:

g=2¢g (V)pso—f . und g < g’
Daraus folgt: pV, g’ = pV, g < g < g’ fiir alle p > o.
Hieraus folgt wiederum: g’ ist supermedian, und g = g.
Da I gl ish folatadS: < g

Jetzt kénnen wir schlieBen: (S}) < @ = g.
/N

Also folgt: (SP) < 82

(c) folgt unmittelbar aus (b) und 1.11 (d).

10: Sei (V,), o eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Mit &(((V,),) bezeichnen wir die Menge aller A C E mit der Eigenschaft:
Fiir jede exzessive Funktion f ist S} exzessiv,
und es gilt: I, f < 5" (V)5 0—1 ..
Weiter definieren wir: &((V,)o50): = (1) So((Va+ p)p>0)-
az0

Aus 9 (b), (c) folgt: EC S ((V,),>0)-
Weiter kann man zeigen, da3 &,((V,),~) und & ((V,), ) stabil sind beziiglich der
Bildung abzihlbarer Vereinigungen.

Satz 11: Sei (V),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €). Die
Eigenschaft (inf) sei erfiillt (siehe 1.14). Dann ist jede Teilmenge von E in &,((V,), )
enthalten.

Beweis: Sei A C E. Sei f eine exzessive Funktion.

Nach 9(a) ist §: = {SP: BE €, B DA} eine absteigend filtricrende Menge von
supermedianen Funktionen.

Wegen (inf) existiert folglich eine exzessive Funktion g mit

(1) g <inf§,
(2) {g < inf § } ist vom Potential o.

2 Ak, Wittmann
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Aus (1) folgt: g < Sf firalle BE €, B D A.
e

Daraus folgt: g < (SP) = SP (nach 9 (b)) fiir alle B € €, B D A.
Wir erhalten: g <inf {SP: B & € BC A } = S? (nach Lemma €).
Wir wollen jetzt die umgekehrte Ungleichung beweisen.
Aus (2) folgt: g > inf§ = I, £ (V). o—f G..
Nach Def. von S folgt jetzt: § < g. Wir haben damit bewiesen:
g = S
Insbesondere ist S# exzessiv. Wegen (2) gilt auBerdem:
St=g>inf§ =21, -f (V),5o—f 0.
Da f eine beliebige exzessive Funktion sein darf, folgt:

Ae 60 ((Vp)p>0)'

Korollar 12: Sei (V,), 5, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Dann gilt:
Besitzt die Resolvente (V) -, ein ReferenzmaB, so ist jede Teilmenge von E in
S((V,)>0) enthalten.
Beweis: Jedes Referenzmal fiir die Resolvente (V) ist fiir alle a > o auch ein
ReferenzmabB fiir die Resolvente (V_ ), 5. Nach 1.16 besitzt die Resolvente (V, | ).~
fiir alle a > o die Eigenschaft (inf). Jetzt folgt die Behauptung aus Satz 11.

Im Gegensatz zur ,,ublichen* Gefegten ist starke Balayage cine idempotente Ope-
ration:

Satz 13: Sei (V),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Dann gilt fir alle A € &4((V,),~,) und alle exzessiven Funktionen f:
A _ &A
Sl ) .
Beweis: Da S < f ist, folgt sofort: S?é?) < S4.

Da A € &((V,),50) ist, gilt: S > 1, 82 2 I, f (V)50 —F i
Nach Def. von §% folgt dann: S} < gA(éA).

Lemma 14: Sei (V,),~, cine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, ®).
Der Potentialkern V von (V) ., sei eigentlich. €, sei der konvexe Kegel aller exzes-
siven Funktionen.

Ty, Ty & —— R+ seien zwei Abbildungen mit den Eigenschaften:
(@ T,(f+g <Tf+Tyg To(f+g) = Tof + Tog fiir alle f, g € &,.
(b) Ty(n:f) = n-T,f fiir allen & N und alle f € §,.

(¢) Firalle f,g € §, gilt:
f<g——=T,f L Tg Tof < T,g.

(d) Fir jede aufsteigende Folge (f,),ox von Funktionen aus &, gilt:
T, (sup f,) = sup T,f,.
(e) Firalle f € &, gilt: T,f < T,f.

(f) Es existiert eine strikt positive, meBbare Funktion h auf E mit
T, (Vh) = T, (Vh) < o0.

Dann folgt: T,f = T,f fiir alle f & §,.
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Beweis: Wir zeigen zuniichst:

(1) Fur alle g € By, . (E, €) mit g < n-h gilt: T,(Vg) = T,(Vg).

Wir schliefen: T;(V(n-h)) = T,(Vg 4+ V(n-h—g)) <

T,(Vg) + T,(V(n - h—g)) (nach (2)) < T1(Vg) + To(V(n - h —g))

< Ty(Vg) + Ty(V(nh —g) (nach (9) = T,(Vg + V(n~h —g)

— T,(V(n - b)) = Ty(V(n - b)) (nach (), (b).

Daraus folgt: T,(Vg) + To(V(n-h—g)) = T(Vg) + To(V(n-h—g)).
Da Ty(V(n-h—g)) < n-Ty(Vh) < co ist, folgt schlieBlich:

T,(Vg) = T,(Vg). Damit ist (1) bewiesen,

Als nichstes zeigen wir:

(2) Furalle g € By, . (E, €) gilt: T;(Vg) = T,(Vg).
Hierzu definieren wir fir alle n & N: g,: = inf (g, n - h).

Da h strikt positiv ist, gilt: g, 1 g.

Jetzt kénnen wir schlieBen: Ty(Vg) = sup Ty(Vg,) (nach (d))

= sup T;(Vg,) (nach (1)) < T;(Vg) (n';ich (©) < To(Vg) (nach (e)).

Daraus folgt (2).

Sei f jetzt eine beliebige exzessive Funktion.

Da der Potentialkern V eigentlich ist, existiert nach 1.13 eine Folge (g ).cn
aus By, , (E, &) mit Vg, 1 f.

Wir beenden den Beweis von Lemma 14 mit den folgenden Schliissen:

Tof = sup T,(Vg,) (nach (d)) = sup T,(Vg,) (nach (2))

< Tyf (nach (¢)) < T,f (nach (e))

15: Sei (V,),> eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €). Fur alle
A C E, alle a = o und alle a-exzessiven Funktionen f bezeichnen wir die starke Gefegte
(bzw. starke Reduzierte) von f tber A beziiglich der Resolvente (V, , ).+, mit *S} (bzw.
55l

Da die folgenden drei Sidtze von ithren Beweisen her untereinander verbunden sind,
beweisen wir diese gemeinsam.

Satz 16: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Dann existiert fir alle A C E und alle x € E eine Menge A’ mit:

) A'EE A DA,
() *58(x) = 5} (%), *SP(x) = *SP ()

fur alle a > o und alle a-exzessiven Funktionen f.

Satz 17: Sei (V),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBSraum (E, €).
Sei A C E.

(a) Fir alle b 2> a > o und alle a-exzessiven Funktionen f gilt:
'St <88, 8 <
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(b) Fuar alle a > o und alle a-exzessiven Funktionen f gilt:
S —Rsuplica e =NCpIES
b>a b>a
(c) Fir alle a > o und alle g € B4 (E, €) gilt:

adA o b&A aQA e bgA
Sv.e = Sup 'Sy, Sy, = sup Sy, ..
b>a b>a

Satz 18: Sei (V), <, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Sei AC E.

(a) Far alle exzessiven Funktionen f, g gilt:
S2?+g) = S!{\ 2 S‘;, S?f+g) = S? a5 SgA'
(b) Far alle a > o und alle exzessiven Funktionen f gilt:

GA GA A A
S(a~f) = a'Sf, S(a~f) == a'Sf.

(© Fir jede gegen eine Funktion f aufsteigende Folge (f.), cn von exzessiven Funk-
tionen gilt:

S§ = sup 55, S; = sup S

Beweis von Satz 16, 17 und 18: 17(a) und 18(b) sind trivial. Wir werden Satz 17 und
18 zunichst nur fiir alle A € € beweisen. Mit Hilfe dieser Zwischenergebnisse beweisen
wir dann Satz 16. Mit Hilfe von Satz 16 konnen wir schlieBlich Satz 17 und 18 auf be-
liebige A C E verallgemeinern.

1. Abschnitt: Beweis von Satz 17 fiir alle A & €.
Wir beweisen (b) und (¢) gemeinsam: Sei a = o.

f sei eine a-exzessive Funktion. Sei g € B4.(E, €).
Da V,g < V, g fur alle b > a ist, sind b — 82 und b ——— *§%

Vog

antiton auf [a, oo[. Daraus folgt:
() sup 'S <8, sup S, < 'S,

b>a b>a
Nach 1.8(b) sind die Funktionen ®S#, *S3 _ fiir alle ¢ > b > a c-exzessiv.
Nach 1.7(d) sind dann auch die Funktionen sup *S? = sup °S{

a>b czb>a

. X beQ

und sup *S§ . = sup Sy, c-exzessiv fiir alle ¢ > a.
b c E bsa
€

Zusammen mit 1.8(c) folgt:

(2) sup "S?, sup "S§,, sind a-exzessiv.
b>a b>a
5 bEA _ b&A ; E
Aus 9(c) folgt: sup °Si = sup °S¢ = I, - f (V),5o—f. 1.
b>a b>a
b
Vor
b>a b>a
beQ
Daraus folgt zusammen mit (2):
S < sup Y88, 84, < sup “Sh,..
b>a b>a

. €Q
und sup °S% , = sup *S{ , = I, (sup V,g) = I, V,g (V)50 —1. G
b>a
beQ
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Zusammen mit (1) erhalten wir:

(3 *5t = sup "5, *S3,; = sup *5¢,,.
b>a b>a
Mit Hiife von Lemma 7 folgt auch der Rest von Satz 17:

"5 — sup (I, £, *3%) = sup (I, - £, sup "$%) = sup sup (I, - f, "$3)
b>a b>a
= sup bS‘?,
b>a . N
Sy, = sup (I, - V,g,"Sv.) = p (sup I, - Vg, aup *84,)

= sup sup (I, - V, g, °53,.) = sup Sy,
b>a b>a

2. Abschnitt: Beweis von Satz 18 fiir alle A & C.

(a): f, g seien exzessive Funktionen. Offensichtlich gilt:

O Sg <+

Wir definieren: h: = §§.,,, B: = {h=(f4g) }.

Wegen (4) existieren nach 1.9 zwei exzessive Funktionen h;, h, mit h; < f,
h2 <g, h1+h2= h.

Fir alle x € B folgern wir:

hy(x) = h(x) —hy(x) = (f + g) () — hy(x) = (f + g) (¥) — g(x) = f(x).
Analog erhilt man fir alle x € B: h,(x) > g(x).

Da die Menge (A-B) nach 9(c) vom Potential o ist, folgt daraus:

Serthy St <hg

SchlieBlich folgt: S + S} <h; + h,=h = St

Mit Hilfe von Lemma 7 kénnen wir jetzt schlielen:

St+e = sup (I - (f + g), St+e) =sup (5 f, S%) + sup (I, g, Sp)

= Sh 4 S

(c): Sei (f),en eine gegen f aufsteigende Folge von exzessiven Funktionen.
Trivialerweise gilt: sup S5 < Sf.
Andererseits gilt:
sup SP ist exzessiv nach g(b) und 1.7(d),
supSE Zsup I, f, =1I,-f (V,),5,—f G nachog(c).
Daraus folgt: S% < sup SE.
Mit Hilfe von Lemma 7 kénnen wir schliefen:
S% = sup (I, - f, $4) = sup (sup I, - f,, sup S}) = sup sup (I, - f,, S})

= sup S¢.
n

3. Abschnitt: In diesem Abschnitt sei der Potentialkern V von (V) -, eigentlich.
Sei A C E und x & E beliebig.
h sei eine strikt positive, meBbare Funktion mit Vh(x) < co.
Nach Lemma 6 existiert fiir alle n & N eine Menge B, € €, B, D A mit:
$B <SHhE + -, SHE <SHE + -
Sei B: = () B, Trivialerweise gilt: B & &, B D A.

neN
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Fir alle n € N gilt: §%,(x) < §%,() < $H() < 8% + .
Darausfelgt: Svn o —="Stu(x). Analog foleta s Gai= ST
Durch T,f: = §8(x), Tif: = S4(x), Tof: = SB(x), T,f: = SB(x) werden vier Abbil-
dungen auf dem konvexen Kegel aller exzessiven Funktionen definiert. Wir haben vorhin
bewiesen:
T,(Vh) = T,(Vh), T;(Vh) = T;(Vh).

Offensichtlich erfiillt T; (bzw. T}) die Voraussetzungen von Lemma 14. Wegen der im
2. Abschnitt bewiesenen Ergebnisse erfiillt auch T, (bzw. T,) die Voraussetzungen von
Lemma 14.

Aus Lemma 14 folgt dann: T,f = T,f und T;f = T,f fiir alle exzessiven Funktionen f.
Also gilt:

§4(x) = SB(x), SA(x) = SP(x) fur alle exzessiven Funktionen f.

4. Abschnitt: Beweis von Satz 16.
Sei AC E und x € E beliebig.
Fir alle b > o ist der Potentialkern (von V. ) <, eigentlich.
Wie wir im 3. Abschnitt bewiesen haben, existiert dann fiir alle b > o eine Menge
A, € €, Ay DA mit:

*5F(x) = PSP (x), "St(x) = "Sp*(x)

fir alle b-exzessiven Funktionen f.
Sef-Afh=" (AL A,

bSO

Dann gilt: A’€ ¢, A’ DA und

(s) 8 (x) = PS¢ (), PSE(x) = St ()
far alle b € Q, b > o und alle b-exzessiven Funktionen f.
Fir alle a > o und alle a-exzessiven Funktionen f schlieBen wir:

BHx) <SP () = o *S¥(x) (nach 17 (a), (b))

beQ -
= sup "S54 (x) (nach (5)) < *$¢(x).
b>a
b2 ,
Analog zeigt man: *S%(x) = *S%'(x).

5. Abschnitt: Satz 17 (bzw. Satz 18) folgt jetzt unmittelbar aus den Ergebnissen des
1. Abschnittes (bzw. des 2. Abschnittes), wenn wir Satz 16 heranziehen,

19: In Anbetracht von Satz 18 erscheint es moglich, daf3 fiir alle A C E und alle
x € E ein Mal} g, ,, existiert derart, daB fiir alle exzessiven Funktionen f gilt:

ST = [ fdy, .
Diese Vermutung ist im allgemeinen falsch, selbst dann, wenn A & € ist. Ist jedoch

(V,)p>o die Resolvente eines starken Markoff-Prozesses, so ist obige Vermutung richtig
(siehe II, 4.13).

Satz 20: Sei (V), 5 eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Sei f eine exzessive Funktion.
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(a) Fur alle A, B C E gilt:
SgAr\B) + S(fAuB) < St.:\ + SfB, S(fAr\B) _|_ S?A\JB) < S:_\ + S{-\

(b) Fir jede gegen ecine Menge A aufsteigende Folge (A)), oy von Teilmengen
von E gilt: :

S# = sup S, SP = sup Sf-.

Beweis: (a): Sei zuniichst A, B & €. Wir definieren:
N e U R R I e A e e

Wegen g(b) sind die Funktionen h; und h, exzessiv. Wegen g(c) gilt:
(1) Die Mengen (A-A"), (B-B’) und ((A\/ B)- (A’ B’)) sind vom Potential o.
Offenbar gilt:
@) hy (%) + hy(x) < f(x) + f(x) = S}(x) + SP(x) fiir alle x € (A’ ~ B'),
@ B0+ hy() < hy(x) + () <SPG + SAx) far alle x € (A’ — B,
(4 hy (%) + he(x) <hy(x) + £(x) < SF () + &7 (x) fiir alle x € (B' — A”).
Aus (2), (3) und (4) folgt:
h, (%) + hy(x) < 5§ (%) 4+ SP(x) fiir alle x € (A’ v B').
Zusammen mit (1) folgt: I, g * (hy + hy) < S + §P (V)50 — 1. 0.
Nach Def. von SV P folgt:
()  SAYD <8+ 5
Jetzt kénnen wir schlieflen:
SANPB 4 SAYE = h) + hy = §MP 4+ §A~D) (nach Satz 13)
<SP 4 SR = ST (nach 18 (a)
<SP+ 5P (nach (5)).
Mit Hilfe von Lemma 7 schlieBen wir: S& B . SAVE) —
= sup (Ia~p " f, S 4 sup (Iaom " i)
L sup (I, - f, 88 + sup (I5  f, SP) = SA + SE.
Sei jetzt A, B C E beliebig. Sei x & E.
Nach Satz 16 existieren zwei Mengen A’ & €, A’ DA, B’ € €, B’ D B mit:
(©6) 58 (x) = S¢(x), SF () = St (),
S¥(x) = SP(0, SP(x) = SP(x).
Wie wir eben bewiesen haben, gilt:
O S T
SgA'f\B') + St(’A'\JB') < S?’ + S?’
Wir schlieBen:
SANB() + SAVB(x) < SV OPI(x) + SEVEI) < S + SE ()
(nach (7)) = 5#(x) + SP(x) (nach (6)).
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Analog zeigt man: SA"B(x) + SAVYBI(x) £ SA(x) + SP(x).

(b): Sei zunichst (A)), <y eine Folge aus €.
Nach g(b) ist (5#), o eine aufsteigende Folge von exzessiven Funktionen. Nach 1.7(d)
ist sup Sf» dann exzessiv.

Nach g(c) gilt:
e sup L sup s 0V Jus = fi . ¢

Daraus folgt: & < St Sia,
Mit Hilfe von Lemma 7 folgt: S} < sup Spa.

Sei nun (A), < eine beliebige Folge von Teilmengen von E. Sei x € E.
Nach Satz 16 existiert fiir alle n € N eine Menge A] € €, Al D A mit:

® St () = SP(x), Sph(x) = SP(x).
Firallen & Niset AT =u M)A #Sel Al =" [T) AL,

mz2n n&eN
Wie wir oben bewiesen haben, gilt:
9) S sup S5, SAT L sup SA%.

Jetzt konnen wir schlieBen:
NCOR S i sup Sf4(x) (nach (9)) < Sup Sta(x) = sup Sf=(x) (nach (8)).

Analog zeigt man: S (x) < sup Sf(x).

Die umgekehrten Ungleichungen sind trivial.

21: Aus Satz 20 folgt, daB A — 5 (x), A — S (x) fiir alle exzessiven Funktionen f
und alle x € E stark subadditive Praekapazititen sind. Beide Mengenfunktionen sind
aber selbst, wenn (V) -, die Resolvente der Brownschen Bewegung ist, 4ezze Choquet-
schen Kapazitiiten. Die Mengenfunktion A — R2(x) ist bekanntlich fiir alle stetigen,
exzessiven Funktionen f und alle x € R" eine Choquetsche Kapazitit, wenn (V), -, die
Resolvente der Brownschen Bewegung auf dem R® (n > 3) ist. Aus dem Kapazitabili-
titssatz folgt dann: R (x) = sup { RF(x): K C A kompakt } fiir alle Borelschen Men-
gen A.

Interessanterweise ist das letzte Resultat trotz der obigen negativen Bemerkung auch
fir die starke Reduzierte und die starke Gefegte richtig. Wir werden nidmlich in Korollar
5.11 zeigen:

S#(x) = sup { SF(x): KC A kompakt },
A(x) = sup { SF(x): KC A kompakt },

wobei (V) -, eine beliebige Resolvente auf einem polnischen Raum ist, wobei A eine
universell-meBbare Menge ist und wobei f eine beliebige exzessive Funktion ist.

SchluBbemerkung: Die starke Gefegte und die starke Reduzierte sind bereits in Wa
und Me (4) studiert worden. Ziel von § 2 war es, deren Ergebnisse zu verfeinern und
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zu verallgemeinern. Fir die weitere Entwicklung ist die unter 5 gemachte Bemerkung
entscheidend. Viele Resultate aus der Kacschen Potentialtheorie werden sich nidmlich
spiter in unserer allgemeinen Theorie wiederfinden. Genau dieser Gesichtspunkt unter-
scheidet unsere Arbeit von den bislang tber ,,starke Balayage'‘ erschienenen Arbeiten.
Es ist deshalb nicht verwunderlich, dal3 der Name ,,starke Balayage‘ — er stammt aus
der Kacschen Potentialtheorie — in diesen Arbeiten nicht auftaucht.



I, § 3 S-Diinnheit

Der von M. Berlot eingefihrte Begriff der Dunnheit hat sich in der Potentialtheorie als
sehr nutzlich erwiesen, Leider beniitzen die bisherigen Definitionen der Dinnheit topo-
logische Begriffe. Wir kénnen aber nur solche Begriffe in unsere Theorie iibertragen, die
rein durch Balayage-Operationen definierbar sind. Aus diesem Grund wollen wir zunichst
fur P-harmonische Ridume den Begriff der Dinnheit durch eine Bedingung charakterisie-
ren, die von topologischen Begriffen keinen Gebrauch macht:

Satz 1: Sei (X, H*) ein P-harmonischer Raum.
Far alle AC X und alle x € X sind folgende Bedingungen #4quivalent:
i) A ist diinn in x.

(i1) Es existiert eine positive, hyperharmonische Funktion f auf X mit der Eigen-
schaft: R*(x) < f(x).

Beweis: (i) nach (ii) folgt sofort aus CC, Prop. 6.3.2.

(i) nach (i): Existiert eine positive, hyperharmonische Funktion f mit R (x) < f(x),
so existiert wegen CC, Korollar 2.3.1 sogar ein stetiges Potential p mit R%(x) < p (x).
Die Bedingung (i) folgt jetzt aus CC, Prop. 6.3.2.

Jetzt ist die folgende Definition gerechtfertigt:

Definition 2: Sei (V) -, eine submarkoffsche Resolvente auf einem Mefraum (E, €).

Eine Menge A C E hei3t Sy-déinn in einem Punkt x € E (beztglich (V) - ) falls eine
exzessive Funktion f mit S#(x) < f(x) existiert. Eine Menge A C E heiBt S-dinn in
einem Punkt x € E (beztglich (V) ), falls die Menge A fiir ein a 2> o Sy-diinn im
Punkt x beziiglich (V. ), ist. Fir eine Menge A C E bezeichnen wir die Menge aller
Punkte, in denen A nicht S-diinn ist, mit A®.

Aus Lemma 2.6 (b) folgt sofort:

Lemma 3: Sei (V) + , eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Ist eine Menge A C E S-dinn (bzw. Sy-diinn) in einem Punkt x & E, so existiert eine
Menge A’ € €, A’ D A, die ebenfalls im Punkt x S-diinn (bzw. S,-diinn) ist.

Satz 4: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €). Der
Potentialkern V von (V) <, sei eigentlich. h sei eine strikt positive, meBbare Funktion
auf E derart, daBl Vh(x) fiir alle x & E endlich ist (wegen der Eigentlichkeit des Kernes V
existiert immer eine solche Funktion h).

Fir alle A C E und alle x € E sind dann folgende Bedingungen idquivalent:

0 A ist Sg-dann im Punkt x.
(ii) 54, (%) < Vh(x).
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Beweis: (ii) nach (i) ist trivial.

(i) nach (ii): Auf dem konvexen Kegel aller exzessiven Funktionen werden durch
T,f: = S2(x), Tof: = f(x) zwei Abbildungen definiert. Wegen Satz 18 erfiillen T, und
T, die Bedingungen 2.14 (a), (b), (c), (d) und (e). Gilt nun 5%, (x) = Vh(x), so ist auch
die Bedingung 2.14 (f) erfullt. Aus Lemma 2.14 folgt dann: T; = T,.

Dies besagt nichts anderes als:

S} (x) = f(x) fiir alle exzessiven Funktionen f.

Also ist die Menge A nicht Sy-diinn im Punkt x.

Lemma 5: Sei (V,), ., eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Ist eine Menge A C E in einem Punkt x Sy-diinn beziiglich (V,),, so ist A fiir alle
a > o auch beziiglich (V,. ) - Sp-diinn im Punkt x.

Beweis: Sei A Syp-dlinn im Punkt x beziglich (V) .
Dann existiert eine exzessive Funktion f mit 52 (x) < f(x).
Nach 1.8(b) ist f fur alle a > o a-exzessiv, und nach 2.17(a)
gilt BBrx) € 82 (x) < f(x) fir alle a > o.
Also ist A fiir alle a 2> o Sy-diinn im Punkt x beziiglich (V, ; ). <.

Ist der Potentialkern eigentlich, so gilt auch die Umkehrung des letzten Lemmas. Zum
Beweis benétigen wir folgendes Lemma:

Lemma 6: Sei (V). einc submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Fir alle a > o gilt:

(a) Ist f eine a-supermediane Funktion, so ist die Funktion
(f + a - Vf) supermedian.
(b) Ist f eine a-exzessive Funktion, so ist die Funktion

(f + a - VI) exzessiv.

Beweis: (a): Wir miissen fir alle p > o zeigen:
pV,(f +a- V) <(f 4 a- V).

1. Fall: a>p>o. Esgilt: pV (f+a-Vf) =pV f+4p-a-V,Vf
<a'Vf+a-p-VVf{daazp)=a-(Vf+ pV,Vf)=a-Vf
(Resolventengleichung!) < f + a - Vf.

2. Fall: p>a. Esgilt: pvV (f+a V) =pV f+p-a-VVf
=@p—a) Vf+a (VEf+pV,Vf)=(p—a) - Vf+a-Vf
(Resolventengleichung!) < f 4 a - Vf (da f a-supermedian ist).

(b): Ist f a-exzessiv, so kdnnen wir schlieBen:

lim pV (f + a- Vf) = lim ((p—a) - Vf 4 a - Vf) (sieche 2. Fall)
p— o0 p-—>o0
lim (p—a) - V,f+a-Vf=f+a-V

p—00
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Satz 7: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MefBraum (E, €). Der
Potentialkern V von (Vp>p>0 sei eigentlich. Fir alle a 2 o, alle AC E und alle x € E
sind folgende Aussagen dquivalent:

o A ist Sp-diinn im Punkt x beztglich (V ),

(i1) A ist Sy-diinn im Punkt x beziiglich (V, 4 )~

Beweis: (i) nach (ii) wurde bereits in Lemma 5 bewiesen.

(ii) nach (i): Wegen Lemma 3 diirfen wir 0. B.d. A. annehmen, dall A & € ist.
Sei h eine strikt positive, mef3bare Funktion derart, daBl Vh(y) fir alle y & E endlich
ist. Dann ist auch V_ h(y) fir alle y € E endlich. Nach Satz 4 folgt aus Bedingung (ii):

(1 "Son (®) < V,h().

Da A € € ist, ist die Funktion g: =3S$,h a-exzessiv.
Nach Lemma 6(b) ist die Funktion (g + a - Vg) exzessiv.
Folglich ist auch die Funktion

fi=g+aVV,h=(g+a Vg + V(a:(V,h—g))

als Summe zweier exzessiver Funktionen ebenfalls exzessiv.
Firallex € B: = {g > V,h } = {°5§, > V,h } gilt:

f(x) = g(x) + aVV,h(x) > V,h(x) + aVV,h(x) = Vh(x)
(Resolventengleichung!).
Da die Menge (A-B) vom Potential o ist (siehe 2.8(c)), folgt:
@)W L VR )
Jetzt kénnen wir schlieBen: 5§, (x) < f(x) (nach (2))

= g(x) + aVV,h(x) = *5} , (x) + aVV,h(x) < V,h(x) + aVV,h(x)
(wegen (1) und wegen a * VV_ h(x) < Vh(x) < c0)
= Vh(x) (Resolventengleichung!).

Also ist A Sy-diinn im Punkt x beztglich (V)), .

Korollar 8: Sei (V) , eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Fir alle A C E und alle x € E sind folgende Aussagen idquivalent:

@) Fir a/le a > o ist A S-diinn im Punkt x bezlglich (V, ) ;5o
(i1) Fir ein a > o ist A S-dlinn im Punkt x beztglich (V,, ).~

(iii) Fur alle a > o ist A Sy-diinn im Punkt x beziiglich (V, , ) < q.
(iv) Fir ezn a > o ist A Sy-dlinn im Punkt x beziiglich (V_ )~ -

Ist der Potentialkern V von (V) ., cigentlich, so gilt auch Aquivalenz mit der fol-
genden Aussage:

) A ist Sy-diinn im Punkt x beziglich (V)), .

Beweis: In Satz 7 wurde bereits die Aquivalenz von (iv) und (v) bewiesen. (iii) nach
(iv) nach (ii) ist trivial.
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(ii) nach (iii): Wegen (ii) existiert ein b > o derart, da3 A S-diinn im Punkt x beziig-
lich (Vy, ; ), >0 ist. Also existiert ¢ 2> 0 mit:

(1) A ist Sy-diinn im Punkt x beziglich (V.1 )50
Sei a > o beliebig. 1. Fall: a > ¢ + b.
Dann ist A nach Lemma 5 auch beziliglich (V, . ), Se-diinn im Punkt x.
2.Fall: a<c+b. Seidi =c+ b—a.
Wegen (1) ist A im Punkt x Sy-dlinn beziglich (V4. .4 )50
Da der Potentialkern der Resolvente (V, ; ).~ , eigentlich ist, folgt hieraus nach Satz 7:
A ist Sy-diinn im Punkt x bezlglich (V, , ), <
(iii) nach (i) nach (ii) ist wiederum trivial.

Korollar 9: Sei (V,),~, cine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).

Sei a 2> 0. h sei eine strikt positive, mef3bare Funktion auf E derart, dafl V_ h(x) fiir
alle x & E endlich ist.

Dann gilt firalle AC E: A*= {*5§§ , =V, h} = {5}, > V.h}.

Beweis: Im Fall a = o ist der Potentialkern V = V, = V_ eigentlich. Die Behaup-
tung folgt sofort aus Satz 4 und Korollar 8.

Lemma 10: Sei (V) -, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).

(a) Fur alle A C E und alle exzessiven Funktionen f gilt:
SR 8 08
(b) Fur alle A C E gilt: (A% C A®.

Beweis: Nach 2.8 gilt: R} > S} 2
Sei g eine exzessive Funktion mit I, f SE V) g oy
Dann gilt fiir alle x € A®: f(x) = 53 (x) < gx).
Wir haben damit fur alle exzessiven Funktionen g gezeigt:
L f<g(V)pso— L. —= 1. <g

Daraus folgt schlieBlich: §* > R,
Mit Hilfe von (a) und Korollar g folgt (b):

Ay = {*5{, > Va}C {*5,> Va1 } = A
(hierbei sei a > o beliebig).

Wir sind jetzt in der Lage die Elemente von &((V,),~) zu charakterisieren:

Theorem 11: Sei (V,),~ , eine submarkoffsche Resolvente auf einem MefBraum (E, €).
Fir alle A C E sind folgende Aussagen dquivalent:

® AEB (Vs
(i) AE G ((Vasova fiirallea > o.
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(iii) A€ Sy ((Voy,)p>o) fiireina>o.
@iv) A* & €, (A-AY) ist vom Potential o.
) A* € & ((V,),>0) (A-A% ist vom Potential o.

Ist der Potentialkern V von (V) ., eigentlich, so gilt auch Aquivalenz mit den fol-
genden Aussagen:

(vi) AE&,((Vy)pso)
(vii) Es existiert eine Menge A’ € €, A" D A derart, daB fur alle exzessiven Funk-
tionen f gilt: 5} = S}

Beweis: (i) und (ii) sind per definitionem #quivalent.

Wir nehmen zunichst an, daf3 der Potentialkern V eigentlich ist.

(vi) nach (iv): Sei h eine strikt positive, meBbare Funktion derart, da Vh(x) fir alle
x € E endlich ist. Aus A € &,((V,),>) folgt:

(1) S§,, ist exzessiv (insbesondere also meBbar),
(2) I,-Vh <54 (V),so—f 0.

Nach Korollar g gilt:
(3 A= {50, > Vh}

Aus (1) und (3) folgt: A®* & €. Aus (2) und (3) folgt:

(A—A”) ist vom Potential o.

(iv) nach (vii): Da (A—A®) vom Potential o ist, existiert eine Menge B & ¢, B D (A—AY)
die ebenfalls vom Potential o ist.

Sei A’ = (A*v B). Danngilt: A" € ¢, A’ D A.

Sei f eine beliebige exzessive Funktion. Da (A’—AF) vom Potential o ist, gilt nach
2.3 (a) und Lemma 10:

SF < S SE
Die umgekehrte Ungleichung ist trivial. Also gilt (vii).

(vii) nach (vi) folgt unmittelbar aus 2.9 (b), (c).
Von nun an braucht der Potentialkern V nicht mehr eigentlich zu sein.

(ii) nach (iii) ist trivial.

(iii) nach (iv): Sei A € &¢((V, 4 p)p>o) flir ein a > o.

Da der Potentialkern der Resolvente (V, . ), eigentlich ist, kénnen wir (vi) = (iv)
auf die Resolvente (V, . ) -, anwenden, und wir erhalten auf diese Weise die Bedin-

gung (iv).
(iv) nach (ii): Wenden wir (iv) = (vi) fir alle a > o auf die Resolvente (V,, ), an,
so erhalten wir:

@) AEG, (V.15 firallea > o.
Wir sind fertig, wenn wir auch zeigen konnen:
(s) A€ So((Vodpsa)
Sei f eine beliebige exzessive Funktion. Aus (4) folgt:

6) 254 ist a-exzessiv fiir alle a > o,
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Q) I4-f < o8 (V)),5o—f. 1. fiiralle a > o.
Nach 2.17 (a), (b) gilt:
(8) *SA 4 SA wobei a, | 0 und a, > o furalle n € N.

Aus (6), (8) und 1.8 (c) folgt: 5P ist exzessiv.
Aus (7) und (8) folgt: I, - f < S§? Vo) a—E
Damit ist (5) gezeigt.

(iv) nach (v) ist trivial.

(v) nach (iv): Wenden wir (i) = (iv) auf die Menge A* € & ((V,), ) an, so erhalten
wir:

(©) Ay e €
Da (A — A®) vom Potential o ist, folgt nach 2.3 (a) und Lemma 10:
Spi< 5F <SR
Daraus folgt sofort: (A®)* = A®,
Zusammen mit (9) folgt (iv).

12: Sei K ein submarkoffscher Kern auf einem MeBraum (E, €).

(V)pso sei die zu (e7@9) _ , gehérige Resolvente (siehe 1.27). Da die leere Menge
nach 1.27 (c) die einzige Menge vom Potential o ist, folgt sofort:

(a) AC A% furalle AC E.
Wir machen nun die folgende Zusammensetzung:
{x}€ € und K@, {x})=o0 firalex,yc E, x = y.

Nach 1.27 () ist dann die Funktion I,, fir alle x € E exzessiv.

Fir alle A C E und alle x € (E—A) gilt: Sff{x}) =:0:
Daraus folgt fur alle A C E: A ist Sg-diinn in allen Punkten x &€ (E—A).
Zusammen mit (a) erhalten wir:

(b A =A° furalle AC E.
Nach Theorem 11 folgt aus (b):
() S (V. o0) = GV v osn) = € fiirallea > o:
Zusammen mit 2.11 folgt daraus:
(d) Die Resolvente (V, ; ).~ erfillt firr alle a > o nickt die Eigenschaft (inf) (siehe

1.14).

Da unter unseren Voraussetzungen jede a-supermediane Funktion bereits a-exzessiv
ist, verletzt die Resolvente (V,, )., fir alle a > o sogar die folgende, fir beliebige
Resolventen schwiichere Bedingung:

inf’ Fir jede absteigend filtrierende Menge § von exzessiven Funktionen existiert
] g g
eine exzessive Funktion f mit:
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@ f<inf§,
(i) die Menge {f < inf § } ist vom Potential o.

Theorem 13: Sei (V ), , eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Fir alle A € & ((V,),~0) und alle exzessiven Funktionen f gilt:

A= SN = SN = RN = §A A = RANAY,

Beweis: Wegen 2.8 und Lemma 10 geniigt es zu zeigen:
88 < S
Nach Theorem 11 (i) == (iv) ist die Menge (A — A®) vom Potential o.

Dann ist auch die Menge (A — (A ~ A%) vom Potential o.
Nach 2.3 (a) folgt daraus: S} < S(A7AY,

Aus Theorem 13 folgt sofort:

Korollar 14: Sei (V) eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Dann gilt fir alle A € & ((V,),50) : A* = (A% = (A ~ A%,

In Analogie zur ,,Gblichen’* Balayage-Theorie kénnte man eine Menge A &€ & ((V,),~.)
total S-dinn nennen, wenn A’ = ¢ ist. Unter einer S-semipolaren Menge wiirde man
dann eine abzidhlbare Vereinigung von total S-diinnen Mengen verstehen. Wie das
nichste Korollar aber zeigt, stimmen diese Mengen mit den Mengen vom Potential o
iiberein. Aus diesem Grund fiihren wir die Begriffe total S-diinn und S-semipolar nicht ein,

Korollar 15: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €)
derart, dafl mindestens eine strikt positive, exzessive Funktion existiert.
Fir alle A € © ((V,),~,) sind folgende Bedingungen idquivalent:
(1) A ist vom Potential o.
i) A*=o.
(iii) (A "A =o.
(iv) (A ~A®) ist vom Potential o.
(v) A’ ist vom Potential o.
(vi) (A ~ A% ist vom Potential o.

Beweis: (i) nach (ii): Die Menge A ist in allen x € E Sy-dnn, denn nach 2.3(b) gilt
SHx) = o < f(x) fiir alle x € E (f sei dabei eine strikt positive exzessive Funktion).
Daraus folgt: A® = o.

(ii) nach (iii) nach (iv) ist trivial.

(iv) nach (v) folgt aus Korollar 14. (v) nach (vi) ist trivial.

(vi) nach (i): Nach Theorem 11 (i) = (iv) ist die Menge (A—A®) vom Potential o.
Nach (vi) ist die Menge (A ~ A®) vom Potential 0. Also ist auch A = (A—A%) v (AU AY)
vom Potential o.
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In Korollar 15 kann man auf die Existenz einer strikt positiven, exzessiven Funktion
nicht verzichten. Dies zeigt das folgende Beispiel: Auf einem MeBraum (E, €) wird durch
V,(x,A): =0 (p >0, x €E, A C) trivialerweise eine Resolvente definiert. Die Funk-
tion o ist die einzige exzessive Funktion. Folglich ist die leere Menge in keinem Punkt
x € E S-dann. Also gilt: ¢* = E.

16: Wie wir in Theorem 11 gesehen haben, ist fiir alle A € & ((V,),~,) die Menge
(A—A% vom Potential o. Im Gegensatz dazu ist die Menge (A*—A) im allgemeinen
nicht vom Potential o, auch dann nicht, wenn A & € ist. Wir kénnen hierfiir allerdings
erst in III, 3.54 ein Beispiel angeben.

Lemma 17: Sei (V) eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Dann existiert fiir jede exzessive Funktion f eine gegen f aufsteigende Folge (f)), c v
von beschrinkten exzessiven Funktionen.

T
Beweis: Fir alle n & N sei f,: = inf (f, n). Dann gilt:

f': = sup f, =supinf(f,n) = (V),5o—f U

Daraus folgt: pV {" = pV { firalle p > o.
Da die Funktionen f und ' exzessiv sind, folgt schlieBlich:

f=suppV,f=suppV, f' =1{ =supf,.
p>0 p>0 n

Das folgende Theorem deckt die Bezichung zwischen dem Begriff der S-Diinnheit und
der inf-Stabilitit exzessiver Funktionen auf:

Theorem 18: Sei (V). -, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Fir alle x & E sind dann folgende Aussagen dquivalent:

/\
() inf(f(x), g(x)) = inf(f, g) (x) fir alle exzessiven Funktionen f, g.

(i) Fur alle A, B C E gilt:
A und B sind Sg-diinn im Punkt x =
(A w B) ist Sg-diinn im Punkt x.

(iii) Fur alle A € € ist A oder (E—A) im Punkt x nicht Sg-dann.

Beweis: (i) nach (ii): Wegen Lemma 3 diirfen wir annehmen, da A, B & € ist. Sind
die Mengen A, B im Punkt x S;-diinn, so existieren zwei exzessive Funktionen f;, f, mit:

S5 (0 < i), 5 () < £(x).
Wegen Lemma 17 dirfen wir o.B.d.A. annehmen, daB8 f; und f, beschrinkt sind.
Nach 2.18(a) folgt fiir die exzessive Funktion f: = f; + f,:
(1) St < f(x), SFE) < f().
s
Wir definieren: h: = inf (S}, SF), g: = f + h.
Esgilt: I, - f < 5P (V),50—f 0, I,-h <SP

3 Ak, Wittmann
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Daraus folgt:

(2) Liog=L +h) <5+ 5 (V)s,—f i
Analog erhilt man:

(3) Ig-g <5+ 5 (Vp)pso—f i

Aus (2) und (3) folgt:

@  SPUP <S48

Wir schlieBen jetzt: SéAUB)(xz < S2(x) + 5B(x) (nach (4))
= sup (57 (%), 57 (x)) + inf (5} (x), SF(x)) < £(x) + inf (S} (x), 5P ()

/
(nach (1)) = f(x) + inf (5%, SF) (x) (nach (i)) = f(x) + h(x) = g(x).
Also ist (A v B) S;,-dinn im Punkt x.
(ii) nach (iii): Sei A € €. Wire A und (E—A) im Punkt x Sy-dunn, so wire nach (ii)
auch die Menge E = (A v (E—A)) im Punkt x Sy-dtnn.
Dies ist aber unmoglich.

(iii) nach (i): Seien f, g zwei beliebige exzessive Funktionen.
Sei 0.B.d. A. f(x) < g(x).

1. Fall: f(x) < g(x).

Sei A: = {f<<g} Danngilt: [z_,, g <f
Daraus folgt: SE-(x) € f(x) < g(x).

Also ist (E—A) S;-dinn im Punkt x.

Nach (iii) ist dann die Menge A nicht Sy-diinn im Punkt x.
Insbesondere gilt:

(5) St = f(x).
Trivialerweise gilt: I, - f < inf (f, g).
T
Mit Hilfe von 1.11(d) folgt: I, - f <inf(f, g) (V,),5o—f. .
Aus (5) und (6) folgt schlieBllich:

inf((e), g () = £(9) = SA() < inf (6, 8) (%) < inf(EG), 2G9).

2, Fall: o < f(x) = g(x) < 0.
Fur alle o < a < 1 erfullen dann die exzessiven Funktionen (a - ), g die Voraussetzung
des 1. Falles. Wir kénnen schliefen:

— T
inf(£(), () = sup inf(a - 1), §() = sup fof(a-£,8) ()

T
(1. Falll) < inf(f, g) (x) < inf(f(x), g(x)).
3. Fall: f{(x) = g(x) = o. Der Beweis ist trivial.
4. Fall: f(x) = g(x) = 0.
Nach Lemma 17 existiert eine gegen f aufsteigende Folge (f),cn von beschrinkten,

exzessiven Funktionen. Fur alle n € N erfiillen dann die Funktionen f, g die Voraus-
setzung des 1. Falles. Wir schlieBen:
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T
inf(f(x), g(x)) = sup inf(f,(x), g(x)) = sup inf(f, g) (x)

B
(1. Fallt) < inf(f, g) (x) < inf(f(x), g(x)).

Definition 19:

(a) Sei (V,),~¢ eine submarkoffsche Resolvente auf einem MefBraum (E, €). Ein Punkt
x € E heilt ein Verzweigungspunkt (beziglich (V) <), wenn zwei Mengen A, BC E
existieren, die beide im Punkt x S-diinn sind, deren Vereinigung (A \ B) aber nicht
S-dinn im Punkt x ist.

(b) Eine Resolvente (V) - heit normal, wenn kein Verzweigungspunkt beziiglich
(Vo> existiert.

(c) Sei (P, eine meBbare, submarkoffsche Halbgruppe auf einem MeBraum (E, €).
Ein Punkt x € E heiBt ein Verzweigungspunkt (beziglich (P), ), wenn x ein Ver-
zweigungspunkt beziiglich der zu (P),. , gehoérigen Resolvente ist.

(d) Eine melBbare, submarkoffsche Halbgruppe (P), . o heillt normal, wenn kein Ver-
zweigungspunkt beziiglich (P), .  existiert.

Offensichtlich ist eine meBbare, submarkoffsche Halbgruppe genau dann normal, wenn
die dazu gehérige Resolvente normal ist.

Aus Theorem 18 und Korollar 8 kénnen wir folgern:

Korollar 20: Sei (V) eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Fuar alle x € E sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Fir alle a > o ist x kein Verzweigungspunkt bezlglich (V,, ) <.

=
(i1) Fir e/n a > o ist x kein Verzweigungspunkt beztiglich (V, ;. ). <.

/\
(iii) inf(f(x), g(x)) = inf(f, g) (x) fir alle a > o und alle
a-exzessiven Funktionen f, g.

T
(iv) inf(f(x, g(x)) = inf(f,g) (x)  fiir ezz a > o und alle
a-exzessiven Funktionen f, g.
™) Fir alle A, BC E gilt:
A und B sind S-diinn im Punkt x =
(A v B) ist S-dinn im Punkt x.

Ist der Potentialkern V von (V) -, eigentlich, so gilt auch Aquivalenz mit den fol-
genden Aussagen:
/\
(vi) inf(f(x), g(x)) = inf(f, g) (x) fiir alle exzessiven Funktionen f, g.

(vii) Fir alle A, BC E gilt:
A und B sind Syp-dinn im Punkt x =
(A v B) ist 54-dinn im Punkt x.
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Aus dem letzten Korollar folgt sofort:

Korollar 21: Sei (V,), -, o eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeSraum (E, €).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

6)) Fiir a/le a > o ist die Resolvente (V, ), < o normal.

(ii) Fir ein a 2> o ist die Resolvente (V_, ) < ¢ normal.

(iif) Fir alle a 2 o und alle a-exzessiven Funktionen f, g ist die Funktion inf(f, g)
erneut a-exzessiv.

(iv) Fir esz a > o und alle a-exzessiven Funktionen f, g ist die Funktion inf(f, g)
erneut a-exzessiv.

W) Fir alle A, BC E gilt: (A u By = (A® U B").

Ist der Potentialkern V von (V) , eigentlich, so gilt auch Aquivalenz mit der fol-
genden Aussage:

(vi) Fiir alle exzessiven Funktionen f, g ist inf(f, g) exzessiv.

SchluBbemerkung: Der Begriff der S-Dunnheit geht auf Z. Ciesielski zuriick. Seine
Definition (siehe Cie, § 8.2), die speziell auf die Brownsche Bewegung zugeschnitten ist,
benutzt allerdings topologische Begriffe. Nach Cie, Lemma 8.3 sind in diesem Fall beide
Definitionen #quivalent. In I1I, 2.11 werden wir diese Aquivalenz in einem allgemeineren
Rahmen beweisen. Fur die Resolvente der Brownschen Bewegung bewies Ciesielski be-
reits Theorem 11 (i) = (iv) und The