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Herr Seidel legt vor nachstehende Mittheilnng des
Herrn P. du Bois-Reymond in Tdbingen:

,Ein allgemeiner Satz Uber dielntegrir-
barkeit von Fanctionen integrirbarer
Functionen.*

Ich vertffentlichte (Leipz. Ann. Bd. XVI) ohne Beweis
folgenden Lehrsatz:

Die integrirbaren Functionen
H (X> 9t (x)i - - - 9°(%)
seien im Intervall
a= x~ b
ein geschlossen resp. zwischen den Grenzen
®1 9l (x) Rv
a» < ft (X)A Rt,

<nfS 9>»x) ~ RD
and die Function F(xIf xs, ... xn sei stetig ein

Gebiet:
«i N ﬁ,
a X*ir Rv
an-< Xn~  A»,

so ist F (<px(X), (X), . ..gn(x)) ira Intervall a... b
von X integrirbar.
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Da, wie ich hore, Zweifel an der Allgemeinheit dieses
Satzes gedussert worden siud, so scheint es mir angezeigt,
seinen Beweis mitzutlieilen.

Es genugt die Integrirbarkeit einer stetigen Function
von einer und von zwei integrirbaren Functionen nach-
zuweisen.

So sei denn zunéchst (p (x) im Intervall (a, b) integrirbar,
a und ft seien die untere und die obere Grenze der Werthe
Pp(x) im Intervall (a, b), und F (x) sei im Intervall (a, ft)
stetig. Alsdann wird behauptet, dass <#x) = F(y(x)) im
Intervall (a, b) integrirbar ist.

Beweis. Wir theilen das Intervall (a, b) in n der
Einfachheit halber gleiche Tlieile, und bezeichnen mit <J(n,)
einen jeden dieser Theile, in welchem die Schwankung vou
y(x) eine beliebig zu wihlende Grosse e nicht Ubersteigt.
Bilden wir die Summe sammtlicher solcher Theilintervalle:

O, so ist b—a ihr Limes, wenn n in's Unbegrenzte
wachst. Umgekehrt wenn fur jeden noch so kleinen Werth e
die Summe 2>d(n, 0 den Limes b—a hat, so ist die Function
gp(x) integrirbar. Dies ist eine von der gebrauchlichen
etwas abweichende Form der Bedingung der Integrirbarkeit,
die nicht selten gute Dienste leistet.

Betrachten wir jetzt die Function f(x) = F (¢ (X) ).
Einer Schwankung a(n, 0 von (x) in einerStrecke <I“»*) ent-
spricht eine Schwankung g(n, O von f (x). Diese Schwank-
ungen von f (x) konnen aber durch Verkleinerung von e
sammtlich unter einen gewahlten Kleinheitsgrad gebracht
werden. Denn da F(</) im Intervall (a, ft) von o stetig
ist, so werden sammtliche Schwankungen von F (qp), welche
Werthunterschieden von (f entsprechen, wegen der sogenann-
ten gleichmassigen Stetigkeit mit dem gréssten Werthunter-
schiede der zugleich beliebig verkleinert werden koénnen.

Wir koénnen folglich £ so klein annehmen, dass keine
der Grossen £n>0 eine beliebig niedrige Grenze rj Ubersteigt.
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So kénnen wir aber auch umgekehrt r, beliebig klein an-
nehmen, und die Summe 2d(n, 0 = Sdbhn) wird bei be-
liebig kleinen Schwankungen ij von f(x) in den Theil-
strecken <Jnv) die Grenze b—a haben, f(x) daher in-
tegrirbar sein. Q. E. D.

Weiter handele es sich um eine Function F(g>(x), ip(x))
von zwei integrirbaren Functionen g>(x) und ip(x)- Im
Intervall (a, b) von x moége gp(x) dem Intervall (a, /?,
ip(x) dem Intervall (aA R angehtreu. Und es sei F (oo, ip)
eine im Gebiet ct”™ gq)”~ By at ~"Cip~"CB” stetige Function

von Ppund ip. Bezeichnen wir ferner mit f) die

ahnlich wie oben definirten Theile von b—a in denen die
Schwankung von o> resp. ip die Grenze € nicht Ubersteigt

und mit die Theile von b—a in denen die Schwan-
kung weder von o> noch von ip die Grenze e Ubersteigt:

so muss, da sowohl Sa~9 als die Grenze b—a

haben, ~ die namliche Grenze besitzen. Wegen der

sogenannten gleichméssigen Stetigkeit der Function zweier
Variabein F (gp, folgt das Weitere wie obeu.

Die Ausdehnung dieses Beweises auf eine stetige Func-
tion einer beliebigen Anzahl integrirbarer Functionen liegt
auf der Hand.

Auch eine Ausdehnung auf nur integrirbar vorausge-
setzte Functionen von integrirbaren Functionen ist moglich,
worauf ich an geeignetem Orte zurickkomme.

Jener allgemeine Satz gestattet u. A. die Behandlung,
welcher ich in meinen ,Erlauterungen zu den Anfangs-
grunden der Variationsrechnung“ das Problem der kurzesten
Linie unterwarf, mutatis mutandis auf das allgemeine Varia-
tionsproblem der einfachen Integrale auszudehnen.

Tubingen, 26. December 1881.



