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Bezeichnet man mit uy (2), uy () ... u, (2) die p zu einer algebraischen Kurve vom
Geschlechte p gehoérigen Abelschen Integrale erster Gattung mit der oberen Grenze z,
so besteht das Jacobische Umkehrproblem bekanntlich in der Aufgabe, aus den
? Gleichungen

w, (o) Fup(e) ... Fu,(2) =v, firk=1,2...p

die oberen Grenzen zy, 2,, ...z, als Funktionen der gegebenen GroBen #;...,zu berechnen.
Die im folgenden durchgefiihrte Verallgemeinerung ersetzt die vorstehenden p Gleichungen
durch die folgenden:

g1 (@) F ey (2)+ ... F a4, (2p) =0, flirk=1,2,...p,

WO ¢3, ¢4, --- §p ganze positive Zahlen bezeichnen. Die Losung gelingt mit Hilfe der im § 2
eingefiithrten ®-Funktionen héherer Ordnung. Sind alle Zahlen ¢; einander gleich, so ergibt
sich das Teilungsproblem, das von Clebsch zu den schénen geometrischen Anwendungen
verwendet wurde. Aber auch, wenn alle Zahlen ¢; einen gemeinsamen Teiler haben, ergibt
sich eine enge Beziehung zu den Teilungsproblemen (§ 12) und eine teilweise Zurtickfiih-
rung der Aufgabe auf die gewdhnliche Teilung.

Den cinfachsten Fall, in dem nur eine der Zahlen ¢; von Eins verschieden ist (jetzt § 5),
hatte ich schon wihrend meines Aufenthaltes in Miinchen (1875—1876) erfolgreich behan-
delt, ohne damals die darauf beziigliche Arbeit von Roch zu kennen. Als ich dann bei
meinem Aufenthalte in Paris (Winter 1876—1877) erfuhr, daB3 die Académie des Sciences fiir
1877 als Preisaufgabe ,,Geometrische Anwendungen der Abelschen Funktionen gestellt
habe, machte ich mich dort an die Bearbeitung des Themas, und die hier folgenden Ent-
wicklungen sind eine wenig gednderte Wiedergabe meiner damals der Pariser Akademie
eingereichten Arbeit, deren Konzept (in franzosischer Sprache) in meinen Hénden ist.
Damals hatte ich von Paris aus mein Habilitationsgesuch bei der Wiirzburger Fakultit ein-
gereicht. Als ich Mitte April nach Wiirzburg kam, wiinschte die Fakultit, ich solle sogleich
im Mai meine Vorlesungen beginnen; gleichzeitig aber hatte ich noch die Reinschrift meiner
Preisarbeit herzustellen. So wurde letztere nur sehr knapp vor dem Termin fertig. In Paris
hatte ich viel im Hause eines entferntenVerwandten verkehrt, dessen Sohn (Herr Sammann)
an der Ecole Normale studierte, somit etwas von hoherer Mathematik verstand und meine
Arbeit in bezug auf die Korrektheit des Franzésischen durchgesehen hatte. Durch ihn lief3
ich die Arbeit bei der Akademic einreichen; es wurde ihm gesagt, er misse die einzelnen
Blitter zuvor binden lassen; wenn dadurch der Termin um einige Tage iberschritten wiirde,
so werde dem Verfasser daraus kein Schade entstchen. Als nun in den Comptes rendus 1877
das Urteil der Akademie verdffentlicht wurde, las ich zu meinem Erstaunen: ,,Der Preis
kénne nicht erteilt werden, da keine Arbeit eingelaufen sei.’* Die inzwischen erfolgte Be-
rufung als Extraordinarius nach Freiburg i. B. stellte mich vor so viele ncue Aufgaben,
daB ich mich darauf beschriinkte, eine kurze Zusammenstellung meiner Resultate in den
,,Berichten der naturforschenden Gesellschaft zu Freiburg i. B., Bd. 7, Heft 3, 1878' zu
verdffentlichen.
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Erst jetzt bin ich darauf zuriickgekommen. Im Sommer des vorigen Jahres schrieb ich
an das Seckretariat der Académie des Scienees unter Angabe meines damaligen Mottos und
bat um Uberlassung der Arbeit, da ich sie jetzt verdffentlichen wolle. Es wurde mir (unter
Beifiigung des gedruckten Reglements der Akademie) geantwortet, eingereichte Arbeiten
wiitrden grundsitzlich nicht zuriickgegeben; es stinde mir aber frei, in Paris eine Abschrift
zu nehmen oder nehmen zu lassen. Da mir das nicht moglich war, machte ich mich daran,
eine deutsche Ubersetzung des Konzeptes anzufertigen. Dabei waren natiirlich einzelne
unwesentliche Anderungen nétig, die hier erwihnt seien.

Die Einleitung (§ 1), die das Zerschneiden einer Riemannschen Fliche und das Ver-
halten der Integrale an den Querschnitten bespricht, istjetztsehr gekiirzt. Die Behandlung des
in § 6 ff. besprochenen Umkehrproblems ist ausfithrlicher gestaltet. In der Pariser Abhand-
lung war nur der einfachste Fall des Umkehrproblems (jetzt § 5) cingehend behandelt und
daran sofort der allgemeine Satz von § 9 und dessen Beweis durch Rekursionsschliisse an-
geschlossen. Jetzt habe ich zum leichteren Verstindnisse und um begreiflich zu machen,
wie ich zu dem allgemeinen Satze gekommen bin, in § 7 und § 8 die Ableitung fiir zwei
weitere nichst einfache Fille eingeschaltet. Umstédndlich gestaltet sich immer die Bestim-
mung der 87 linearen Konstanten, die in die ®-Funktion 3" Ordnung eingehen. Darauf
bezog sich in meinem Konzepte eine lingere durchstrichene Erérterung, die nach einer
Bemerkung am Rande fiir die Reinschrift ganz geiindert wurde. Wie diese Anderung ge-
schah und ob sie mit der jetzt gegebenen Darstellung {ibereinstimmt, vermag ich nicht an-
zugeben. In § 13, der die Berithrungsprobleme fiir Kurven (7 — 3)'** Ordnung behandelt,
habe ich jetzt ebenfalls vor dem allgemeinen (durch Rekursionsverfahren zu beweisenden)
Satze noch einige einfache Fille eingeschaltet. Sonst ist aber nichts geiindert. Letzteres
betone ich aus folgendem Grunde: Ich hatte Herrn Sammann gebeten, im Sekretariate der
Akademie zu fragen, weshalb meine Arbeit trotz der gegebenen Zusage nicht beriicksichtigt
wurde; er erhielt die Auskunft, die betreffende Kommission wiinsche eine Umarbeitung
des Schlusses und habe die Aufgabe fiir nichstes Jahr wiederholt gestellt. Das Verlangen
nach Umarbeitung des Schlusses konnte sich nicht auf den letzten ganz einfachen Para-
graphen (jetzt § 14) bezichen, viclleicht aber auf den § 13, der wegen der Kompliziertheit
der Formeln allerdings ohne die jetzt vorausgeschickten Beispiele schwer verstindlich war.
Zu einer Umarbeitung fehlte mir deshalb die Veranlassung; es wire dazu auch zu spit
gewesen.

§ 1. Die zu einer algebraischen Kurve gehirenden Abelschen Integrale.

Wir gehen aus von einer ,,Fundamentalkurve‘‘ von der Ordnung 7 mit & Doppelpunkten,!
deren Geschlecht also durch die Gleichung

(1) b= (r—1)(n—2)—d

1 Das Auftreten von Riickkehrpunkten wiirde die Untersuchung wesentlich umstindlicher machen,
denn bei Beriihrungsaufgaben geben Riickkehrpunkte immer zu uneigentlichen Losungen Veranlassung
Wie man sie zu behandeln hat, zeigt z. B. Brill, Math. Annalen Bd. 4 S. 528 ff.
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gegeben ist. Da die zu behandelnden Fragen im wesentlichen unabhingig von eindeutigen
algebraischen Transformationen sind, ist es nicht notwendig, héhere singulidre Punkte vor-
auszusetzen. Zur Behandlung der zugehérigen Abelschen Integrale gehen wir von der zur
Grundkurve gehorigen Riemannschen Fliche aus, die wir als #-blittrig mit »# (7 — 1)
—2d Verzweigungspunkten voraussetzen diirfen. Die Riemannsche Fliche verwandeln
wir durch 2p Querschnitte in eine einfach zusammenhingende; nach den Untersuchungen
von Liiroth?! kann dies in folgender Weise geschehen. Wir wihlen 2 p 4+ 2 Verzweigungs-
punkte aus, die wir in p -}- 2 Paare einteilen:

EyundiOy, yaund Oy el pund e o

jedes Paar denken wir durch eine ,,Ubergangslinie“ miteinander verbunden, durch deren
Ueberschreiten man von einem Blatte in ein anderes Blatt kommt. Um jedes Paar P;, Q;
fiir 7 =1, 2,...p legen wir cinen in sich geschlossenen Schnitt 4;, in dessen Innern die
betreffende Ubergangslinie verlduft:

bl’ 62, .. b .
Andere geschlossene Schnitte

ay, agy ... ap

legen wir so, daB3 jeder von ihnen einen der 2 p Punkte 7;, Q; und einen der beiden Punkte
P, .1, Qpyy in sich einschlieft, also die beiden Ubergangslinien zwischen den Punkten
P;, @; und den Punkten 2P, y, @, schneidet. Endlich legen wir Schnitte

€1y Cay o v oy Cp_i

so, daB ¢; einen Punkt von 4; mit einem Punkt von &;,, verbindet. Da die Riemannsche
Fliche als geschlossene Fliche zu betrachten ist, und da ein Querschnitt von Rand zu Rand
gehen soll, miissen wir die Flidche zuerst punktieren, d. h. durch Herausheben eines kleinen
Kreises einen Rand schaffen. Der erste Querschnitt liuft dann von einem Punkte dieses Ran-
des zu einem andern Punkte dieses Randes; es sei der Schnitt 4;. Von den beiden Rindern
dieses Schnittes kénnen nun weitere Querschnitte ausgehen usf, So erhalten wir folgende
2 p Schnitte:

by, ¢yzusammen mit by, ¢y mit by, ... ¢,y Mit by, @y, ay, . . . @,
Durchliauft man die beiden Rander dieser Schnitte in passender Weise, so macht man damit
cinen Umgang um den ganzen Rand der zerschnittenen (und jetzt einfach zusammenhingen-
den) Fliche. Den Umgang nennen wir positiv, wenn dabei das Innere der Fliche zur lin-
ken Seite bleibt. Die beiden Ufer eines jeden Schnittes unterscheiden wir durch die Zeichen
-+ und —. Ein zur Fundamentalkurve gehdriges algebraisches Integral / hat an gegen-
iiberliegenden Punkten der beiden Ufer verschiedene Werte, die demnach mit 7¢7 und 7
bezeichnet seien; sie unterscheiden sich durch additive Konstante.

1 Math. Annalen Bd. 4 und Clebsch, ebenda Bd. 6; es wird hier gezeigt, dal das bei den zwei-
blittrigen Flichen angewandte Verfahren allgemein zulissig ist.



Insbesondere gehéren zur Fundamentalkurve p linear unabhingige (iiberall endliche)
Integrale erster Gattung, aus denen durch linecare Kombination p sogenannte Normal-
integrale

Uy, Usy ... Uy

gebildet werden konnen, deren Verhalten an den Querschnitten durch die folgenden Glei-
chungen beschrieben wird; es ist

am Schnitte 4, : #{" = «{7 4-ay,,
am Schnitte @, : #{7 = {7 falls 4% 4,

(1) WP =) -2ns falls =4,
am Schnitte ¢, : #{P = u{™",

eyl — B 2t S

Die sogenannten Periodizititsmodulen ay;, (= a,,) sind durch die Gleichungen
(2) dlhzfduh, dg,l=fduh. e aph=fd”h
a; 5] ap

definiert, wenn f du;, den Wert des iiber den Schnitt @, in positivem Sinne gefiihrten
ap

Integrals #, bezeichnet. Der allgemeinste Wert, den ein Integral %, durch Anderung des

Integrationsweges annchmen kann, ist daher

w25, ©it0y ap+6zapet.. .0, a,
7 O T

wobei mit s, und o, belicbige ganze positive oder negative ganze Zahlen bezeichnet
sind.

Neben den Integralen erster Gattung werden wir das mit 11, bezeichnete Integral
dritter Gattung?! zu benutzen haben, das die Eigenschaft hat, an zwei Stellen £, 4 je
logarithmisch unendlich zu werden und sich um 2= bei einem positiven Umgange um &,
und um — 2 77 bei positivem Umgange um v additiv zu dndern. An den Schnitten g, und
¢y, bleibt I, ungeindert, an den Schnitten &, dndert es sich um das zwischen & und # ent-
streckte Integral ;. Ist also II;, ein Wert des Integrals, so ist der allgemeinste Wert des-
selben

3 5 7
Hs,]—i—2cni+sltfdu1+s2bfa’u2—|—...+spfdup,

wenn mit 6, sy, S, . . ., 5, ganze Zahlen bezeichnet werden. Es gilt der Satz fiir die Ver-
tauschung von Parameter und Argument, nimlich

y I
fan,,=fan

&yt

! Vgl Clebsch und Gordan, Abelsche Funktionen S. 116 ff,



§ 2. Die @-Funktionen hoherer Ordnung.

Im folgenden miissen wir eine Verallgemeinerung der Riemannschen @-Funktion be-
nutzen, die wir als @-Funktion von der Ordnung & und mit dem Zeichen @4 bezeichnen.
Sie werde definiert durch die Gleichung:

(1)

1
s OEXag, s+ 8280,

’
O, (v1) = Os () - €
’ .
wo: vp=20,nitay, 1t a2t . tap sty A=1,2,3...p

und zur Abkiirzung
Gé (Uh) = (')6 (vlr Vgy oo yp)

gesetzt ist, so daB die Funktion von p Argumenten abhingt. Mit 3, 6, 5), sind ganze Zahlen
bezeichnet, mit a; = a,; gewisse Konstante. Die Funktion soll eindeutig von den p Ar-
gumenten abhingen und fiir alle endlichen Werte derselben selbst endlich sein. Sie kann
dann bekanntlich in folgender Weise in eine p-fach unendliche Reihe entwickelt werden:

H=+00 rp=-+00 X v ©
' i= 3 rs s

©) @é(vh): 2 e Arlr,...r Z :‘(z)pAre e

Tn=—00 Tp=—00
wo die Konstanten A4, in ihrer Abhingigkeit von den @ und den Zahlen 7; zu bestimmen
sind. Die Anwendung der Relation (1) auf die Funktion (2) ergibt:

1

TZajprite+Irivy _ .t SEXay, sisp (3 4, ¢ 2 (r; + 8805
Auf der linken Seite konnen wir #; ersetzen durch #; 4 3s;; dann ergibt die Vergleichung
gleicher Potenzen beider Seiten:

(2 4, e

e
4 —dXXajp sj8, —dXEagrisy
r4+ds T A, e

oder, wenn man 7 an Stelle von s und v an Stelle von 7 schreibt:

—0ZT agri(;rh + 7r).
Aér1+v,,..., 6rp+vp=Avl1',...vpe (2 )
Da man den Zahlen vy, . .. v, alle Werte o, 1, . . . p — 1 beilegen kann, ohne denselben Aus-
druck mehrmals zu erhalten, so reprisentiert diese Bedingung 3” verschiedene Gleichungen;
die Funktion ©; ist demnach eine lincare und homogene Funktion von 3” speziellen der-
artigen Funktionen:

(3) G)b (vh> =2-.... ZAI“ Voo vy ®6 (Z’h’ Vk)’
vy "p

wo die Summe der rechten Seite aus 3 Termen besteht und wo

L
(4) DTN —;bzzaih rirp +21; (dvi—Zaik vE).

Oy (zy, ) = ! (2,')7’ e



Wir werden diese Funktion auch kurz mit ©4 (v,; 4) bezeichnen.!
Jede der besonderen Funktionen (4) kann aus einer derselben abgeleitet werden, indem
man die Argumente um gewisse Konstante vermehrt; man hat nimlich

1 .
0, (v),v) = 0, (z}h i PI(»V)’ V) -e TV 1;,,

WO
Pﬁ:‘) = Vl alh“'"VZ a2h+ e +Vp aph.

Zu den @-Funktionen der Ordnung § gehért insbesondere auch die 8% Potenz der ©-
Funktion erster Ordnung; sie geniigt der Funktionalgleichung (1) und ist deshalb in der
Form (2) bzw. (3) darstellbar. )

Durch Hinzufiigen eines Exponentialfaktors kann man ferner 87 @-Funktionen &'T
Ordnung durch 3% Potenzen von Funktionen erster Ordnung bilden, nimlich

I &
vy [(:) (vh———Pfl"))] 3
e 3

Diese Funktionen sind deshalb ebenfalls in der Form (2) bzw. (3) darstellbar.

§ 3. Die Integrale erster Gattung als Argumente der Funktionen ©,.

Als Argumente der Funktion @4 nchmen wir jetzt die Integrale erster Gattung und
suchen die Anzahl der Nullpunkte der Funktion ®; auf der Riemannschen Fliche. Wir
verallgemeinern die Aufgabe, indem wir

(n) vp=q-u,—e, fur 1,2,...7

setzen, wo ¢ eine positive ganze Zahl bezeichnet und die ¢, gegebene Konstante bedeuten.
Bezeichnet &V die Anzahl der gesuchten Nullpunkte, so ist bekanntlich nach dem Cauchy-
schen Satze

(2) 2mi- N= [dlog 0; (g u,—ey),

wenn das Integral iiber den Rand der zerschnittenen Fliche, d. h. iiber beide Ufer der
Schnitte @, 4, ¢, in positivem Sinne gefithrt wird. Der positive Sinn fiihrt zunéchst tiber
das positive Ufer der Schnitte @y, 4, ¢, und dann in entgegengesetzter Richtung iiber die
negativen Ufer dieser Schnitte (wobei immer das Innere der Fliache zur Linken liegt). Es
ist also:

! Funktionen Oy hat schon J. Thomae aufgestellt (Die allgemeine Transformation der ®-Funktionen
mit beliebig vielen Variabeln, Gottinger Inauguraldissertation, 1864), was mir 1877 nicht bekannt war,
ebenso fiir p = 3 H. Weber, Theorie der Abelschen Funktionen vom Geschlecht 3, Berlin 1876. Die
Funktionen wurden indessen zu Anwendungen nicht benutzt. Vgl. auch Hermite, Comtes rendus t. XL
(Sur la transformation des fonctions Abéliennes) und Prym, Untersuchungen iiber die Riemannsche
Thetaformel, Leipzig 1882.
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(3) 2niN=23 [d(log®—1log0§) + X [d(logOf)—1log®47)
h=1"b,

h=1 ap

p—1
+ 2 [ d(log 67 — log 6§7).
v=1 ¢,
Die auf die Schnitte &, und ¢, beziiglichen Integrale sind nach den Angaben in § 1 gleich
Null; am Schnitte &, ist

o — o0 =g-a,

also nach (1) § 2 (wo s, = ¢ zu nehmen ist, wiihrend die andern Zahlen s; gleich Null sind):

1
5a*dapp + ad (qup —ep)-

4) ORas .
Die Gleichung (3) gibt so:

p
2mi - N=¢*3% [du,=2mi.g*3p.
h=1T7,
Die Anzahl der Nullpunkte der Funktion O (gz, —e,) ist folglich gleich
g% 8p.
Die Abhingigkeit der Nullpunkte der Funktion 04 von den gegebenen Gréfien e, ergibt
sich durch folgende Betrachtung. Die Funktion

U= log O, (gup—ey)

wird nach vorstehendem in ¢28p Punkten 2 logarithmisch unendlich und #ndert sich
um 27#, wenn der variable Punkt x um einen dieser ¢%8p Punkte cinen positiven Umgang
beschreibt. Entsprechend dem von Riemann fiir § =1, ¢ = 1 angewandten Verfahren
legen wir um jeden Punkt 2 einen kleinen Kreis und verbinden diesen mit einem Punkte
der Schnitte a,, 4, durch eine Linic /;, die keinen der iibrigen Schnitte schneidet. Lings
dieser Linien /; schneiden wir die Riemannsche Fliche auf; dann ist U eine in der zer-
schnittenen Fliche holomorphe Funktion, und an den Schnitten a,, 4,, /; bestehen die
Relationen: d

am Schnitte a,: U =U—277- 8¢
am Schnitte &,: UMD =UD L (g —e,) 8¢9+ ; dq%ay, firk=1,2...p
am Schnitte /;: UP=UD—2n )/ fur =1l Mgy

Dabei gilt als positives Ufer am Schnitte /; dasjenige, welches beim Umlaufe um den Rand
der zerschnittenen Fliche zuerst durchlaufen wird.

An den Schnitten ¢, ist die Differenz U — U jetzt gleich einem Vielfachen von
2w7; geht man nunmehr vom Schnittpunkte der Schnitte 4, und ¢, lings des Schnittes &,
fort und kommt an einen Punkt %, von dem die Linie /; zum Punkte 2 fithrt, so muB zu-
niichst diese Linie durchlaufen und der Umgang um 2 gemacht werden, wodurch gz, — e,
um 2 ¢7¢ wichst; liegen vy, solcher Punkte {® auf den Schnitten a,, und &, so kommt man

Miinchen Ak, Abh, 1933 (Lindemann) 2
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am negativen Ufer von ¢, mit einem Werte von U an, der um 2y, w7 gréBer ist als der An-
fangswert, d. h. es ist

am Schnitte ¢,: U =U —a2y, =,

wo 7, eine ganze Zahl bezeichnet.
Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den Wert des Integrals

() g Wv=fUd”u=f1°g®o({7”h"—eh)'d”v

angeben, wenn dasselbe um den ganzen Rand der zerschnittenen Fliche gefiihrt wird.
Derselbe ist, da # im Innern der zerschnittenen Fliche holomorph ist:

Zf(U(J“)—U(—)) a’u,,—l—Zf(U(+)—U(—)) du,

(2) k ap h by
+2 fUP—UNdu, + 2 [P —UT)du,=o,

il i
firk=1,2...p, ¢=1,2, ...¢%8p, j=1,2,...(p— 1)
Hierin ist:

[P —UNdu,=27i-3g0, [du,=27i-Sqa,ay,
by bp

nach (2) § 1, wo 6, eine ganze Zahl bedeutet; ferner:

JOP U du,=38qq [ 7 du,+ (S gam—+25,7i—ey) bf du,]
ap ap k

= 892fu§{‘)a’u, fiir 22 v
ap

=8¢ [ufD duy+2midg(fqayt2sni—e) fir b=y,
ap

nach (2) § 1, wo s, cine ganze Zahl bezeichnet, ferner:

O] O] lO)
JOP—UDdu,=—27i [ du, =—27rz(_/a’u —fdu),
) RO

wenn mit @ ein beliebiger Punkt bezeichnet wird; weiter:
JOUN—UNdu,=—2vy;xi- [ du,.
c; cj

Die Gleichung (2) gibt somit nach Division mit 27 folgende p Relationen

Qop x®

3) 2 [du,=gde,+ K, fir h=1,2,3,...5,
i=1pu
WO

¢op (D

@ K,=2% [du, —l—Bqu‘hahv

i=1 u

34%
zz qu(")a’u — 8g a,—2midqgs,— Zyjfa’u
2p= 1 ap i=1 ¢

fir v=1,2...p.
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Die hier auftretenden Punkte {¥ kénnen auf den Querschnitten ganz beliebig gewiihlt
werden; letztere selbst sind in hohem Grade willkiirlich, insbesondere die Schnitte ¢;, auf
die sich die letzte Summe der rechten Seite von (4) bezieht. Die GroBen £, sind somit von
den ¥ und von der Lage der Schnitte ¢; unabhingig und deshalb als Konstante zu betrach-
ten. Sie sind aber nach (4) auch unabhingig von den 8” Konstanten 4, die nach § 2 in O,
vorkommen, so daf3 es geniigt, letztere fiir irgendeine spezielle Funktion, z. B. die §' Potenz
von O, zu berechnen; es ist demnach

(5) K, =3¢ 4,
da 84, die entsprechenden Werte fiir die Funktion O (%,)* und 3¢, firr die Funktion

O (gu,)° bezeichnen.

Die Abhingigkeit der ¢23p Nullpunkte 2 der Funktion 0, (gu, — )
von den gegebenen GréBen ¢, wird hiernach durch die p Gleichungen (3)
geliefert, in denen die Konstanten &, durch die Gleichungen (4) bzw. (5)
bestimmt werden. Die Punkte % hiingen aulerdem von den in ®; vorkommenden Kon-
stanten A4 ab.

§ 4. Darstellung algebraischer Funktionen durch ®-Funktionen hioherer Ordnung.

Nach dem Abelschen Theorem und dessen durch das Jacobische Umkehrproblem
gegebenen Umkehrung sind die Punkte @ die Schnittpunkte der Grundkurve mit einer
anderen algebraischen Kurve der Ordnung »z, wenn

mn=2d+ ¢%3p + o
und diese Kurve durch ¢ weitere Punkte der Grundkurve hindurchgeht, von denen die
GroBen ¢;, abhdngen, vorausgesetzt, dali die p Gleichungen der folgenden Form bestehen:

@¢op x(D
A fa’uhEo mod P, firk=1,2...5,
i=1

g

wo E® die Schnittpunkte einer zweiten Kurve 7'" Ordnung bezeichnen. Eine in diesen
Punkten verschwindende Funktion kann man in folgender Weise konstruieren.
Auf der Riemann schen Fliche ist bekanntlich die Funktion

X
Emifxdui k=q®(fduh—- eg‘)
] A,

(1) Plx)=e 4 ~ _
k=1®(fa’uh—g§lk))

wo die Summe tiber Z von 1 bis p zu nehmen ist, eine algebraische Funktion von x, falls die
p Bedingungen

q :
(2) Z(gg‘)——eg‘))—l—Zmiaih=2MhT:1K—I fir A=1,2...p
k=1 i

o%
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erfiillt sind, wo mit M, ganze Zahlen bezeichnet sind. Wird sie in Q Punkten £* Null und
in Q Punkten % unendlich j je von der ersten Ordnung, so kann man sie in der folgenden

Form darstellen:
e(k)

zmifdui (jduh_wh‘—fd%h)

(k) 5

G)(fduh—“wh—fduh)
“ [

©) P(x)=e¢

Il =6

k

WO!:
p—1 () ”

(4) Wy = 2 f d”h + fduh)

i=1 o) o®

wenn mit eV, €@, ., . P~ VY yillkiirliche Punkte bezeichnet werden, und wenn ferner nach

dem Abelschen Theorem in Ubereinstimmung mit (2):

Q z(h)

(S) 2 fd%h Omod Ph’ h=.l,2...p.
k=1 g(h)

Die p Punkte o haben hier und stets im folgenden die gleiche Bedeutung wie in dem Werke
von Clebsch und Gordan: es sind die einfachen Berithrungspunkte einer adjungierten
Kurve (7 — 2)'**" Ordnung, welche durch die (z — 2) weiteren Schnittpunkte der Tangente
des beliebigen Punktes p hindurchgehen.

Analoge Entwicklungen kann man unter Benutzung von ©-Funktionen 3'" Ordnung
durchfithren. Wir betrachten z. B. die Funktion:

x &)
Em1 fdul Gb(fduh eh;A) Q @(fduh_ wh_fduh)
(©) D(@)=e " - ig=st E

k=1 x .
@6(fa’uh-—gh;B) (E)(fduh—wh———fa’uh)
M n u
Sie ist stetig lings der Schnitte @, und ¢, und sie indert sich um den Faktor:

jG))
o(9n—ep) - = fduh + Emiaz
e k(R i
wenn x den Schnitt 4, tiberschreitet. Sie ist daher eine algebraische Funktion, wenn die
Gleichungen

&(k)

@ BiCene—itn) - %‘ fka’uh-}— Smpag=2Nm )V —1
(k)

erfillt sind, unter /V, ganze Zahlen verstanden. Man kann iibrigens die Zahlen m,; durch
passende Wahl der Integrationswege iiberall zu Null machen, und der Emfachhelt ‘halber
nehmen wir das im folgenden meist an. Die Funktion hat zu Nullpunkten die Q Punkte
£® und die 8p Punkte, in denen die Funktion O des Zihlers verschwindet. Ebenso hat

sie Q + 3p Pole.
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Umgekehrt kann auch jede algebraische Funktion, die Q + 3p Nullpunkte und ebenso
vicle Pole besitzt, in der Form (6) dargestellt werden. Zum Beweise betrachten wir zunichst
*

eine algebraische Funktion ;P('*, fir welche die Q@ Nullpunkte £ mit den @ Polen ¢ zu-

sammenfallen, wihrend die 3p Pole erster Ordnung in p Pole 3" Ordnung, die mit 2,
P, ... #® bezeichnet sein, zusammenfallen. Letztere sind die Nullpunkte der Funktion
X
0] (f duy, —ep), wenn
” g
P z(i) .
(8) 2 f d%h= eh.

i=1 ()

Es werde ferner angenommen, daf3 die 8p Nullpunkte 2, . . . ¥ des Zahlers der algebra-
ischen Funktion den Bedingungen

op ;x.:(l)
9) S [ duy=23e—K,

i=1p

geniigen. Dann hat die Kurve x* = o eine Berihrung von der Ordnung 8 — 1 mit der
Grundkurve in den p Punkten #® und durch ihre iibrigen Schnittpunkte mit der Grund-
kurve geht auch die Kurve ¢* = o hindurch, welche aullerdem die Grundkurve in den
Punkten 2 schneidet. Beide Kurven werden hier und im folgenden als zur Grundkurve
adjungiert vorausgesetzt. Nach der Theorie der Teilung der Abelschen Funktionen gibt
es (wenn die gemeinsamen Schnittpunkte der Kurven ¢* = o und y* = o mit der Grund-
kurve gegeben sind) 8°” mit y* = o gleichberechtigte Kurve y* = o, deren Beriihrungs-
punkte ® den an Stelle von (8) tretenden allgemeineren Gleichungen

P z(i) I P
3 [duy=e,+ g(z_;hnl/— 14+ X6, ay)
i=1 40 i=1
geniigen. Die oben gew#hlte Kurve 3* entspricht der Annahme s, = o, 6; = 0.

Die betrachtete algebraische Funktion 148t sich in der Form (6) durch die Gleichung

. x 96 (‘/:zcd%h“—'(?h, A)
(10) i.: = gz m'”fdui_.Lx e i
[O() dun—en))
I3

darstellen. In der Tat stimmen beide Seiten dieser Gleichung, wenn die Konstanten A4 des
Zahlers entsprechend bestimmt werden, in den Nullpunkten und Polen iiberein, und die
rechte Seite ist eine eindeutige Funktion in der Riemannschen Fliche. Die Funktion
0Oy (1), — ¢y, A) ist nach § 2 eine Summe von 3? speziellen Funktionen gleicher Art, jede
multipliziert mit einer gewissen Konstanten 4:

®6 (uh—eh’ A) = ZAvi. e p ®6 (%h——Eh).

. Vi
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Jede der Funktionen
w

(12) Emiug O\ Yn )

[© (2, —en) ]’
ist offenbar ebenfalls eine algebraische Funktion von x, so daB die rechte Seite von (10) eine
lineare Kombination dieser 8 speziellen Funktionen (12) darstellt. Diese haben alle die
gleichen Pole und jede verschwindet in 3p-Punkten. Es gibt aber nur (8 — 1) p + 1 solche
voneinander unabhingige Funktionen, denn von den 3p Nullpunkten kann man nur (§—1)p
willkiirlich wihlen, da p durch die tibrigen bestimmt sind. Dabei sind Ausnahmen méglich,
auf die wir weiter unten in § 13 eingehen. Hieraus folgt, daB 8®—(8—1) p—1 der 8” Funk-
tionen (12) sich linear und homogen durch die iibrigen (3 — 1) + 1 ausdriicken lassen.
Allen speziellen Funktionen (12) ist der Exponentialfaktor und der Nenner gemeinsam.

Es sind also auch die 8" Funktionen O, (”"V_h—eh) lineare Funktionen von

(8—1) p4 1 unter ihnen, wenn unter #, dic Integrale erster Gattung,
unter ¢, Konstante verstanden werden; in der Funktion ®; kommen
daher nur (8 —1)p 4 1 wesentlich voneinander verschiedene Konstante
A, vor.

Bezeichnet man mit % die §p Nullpunkte des Zihlers ¢*, so hat man (8§ —1)p 1

lineare homogene Gleichungen
(D

"

zur Bestimmung von (8 — 1) p -} 1 konstanten A4, zu 1ésen; ist das geschehen, so ist damit
die linke Seite von (10) in der verlangten Form dargestellt. Ohne die Nullpunkte & der
Funktion ¢* zukennen, li8tsich dieBestimmungder4,infolgender Weisedurch-
fihren. In der Gleichung (10) nimmt man fiir » nacheinander (8 — 1) p + 1 beliebige
Punkte 4@, 7@, ... 9@®P=P+Y ynd berechnet in der angegebenen Weise die Konstanten

AW aus den Gleichungen
(i)
u

P* () I [nsz‘k 0,([ dup—ey, A)
(13) Y o) _ J 4 |
X* (n(t)) o

[0() duy—e)]’
n
fiir z=1,2,...3p—p+ 1.

Die Gleichung (10) ist dann fiir 8p — p 41 willkiirliche Punkte erfiillt. Eine algebraische
Funktion mit gegebenen 3p Polen ist durch § (p — 1) Nullpunkte bis auf einen konstanten
Faktor vollkommen bestimmt, hingt also nur von 3p — p Parameter ab und kann nicht
in §p— p + 1 Punkten willkiirlich (bis auf einen Faktor) gegebene Werte annehmen, es
sei denn, daB es sich um identisch erfiillte Bedingungen handelt. Ist also die Gleichung (10)
fiitr 3p — p + 1 willkiirliche Werte von x befriedigt, so muB sie hier jeden Wert von x be-
stehen.

Kehren wir zu einer allgemeinen algebraischen Funktion ¢: y mit 8 4+ Q Nullpunkten
und ebenso vielen Polen zuriick. Die Nullpunkte bezeichnen wir mit £, §®, .. @, 5O,
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2@, . 2P die Pole mit {Y, ... L9, 2@, ... %P, Fiir die Nullpunkte ® der Funktion
O (2, —ey) bestehen nach (3) § 3 die Gleichungen:

op x(®
<16> 2 fduh= Seh—l‘Kh, }l=1,2,...p,

i==1 g

ebenso fiir die Nullpunkte 2 der Funktion ©, (2, — g;,) die Gleichungen

Sp (D)

(I7> 2: f duh=8gh+Kh, ll= I,2...p,
i=1 u
so dal3 auch:
o
(18) zf duy= 8 (e,— gn),

2(0)
in Ubereinstimmung mit den Abel’schen Theoreme, nach welchem:

sp Al Q «®
(19) S [duy+ 2> [ duy=o0, h=1,2...p.

i=1 ,(1) i=1 ;)

Sind die Kurven ¢ = o und y = o gegeben, so sind damit nach (16) und (17) die GréBen
¢, und g, bekannt. Es konnen deshalb nach vorstehendem in den Ausdriicken

05 (w,— e, A) und O (2, — gy, B)

die Konstanten 4 und B in mannigfacher Weise so bestimmt werden, daB diese Ausdriicke
bzw. in den Punkten %) und 5 verschwinden. Fiihren wir ferner p — 1 willkiirliche Punkte
7@ ein und setzen:
) (1) )
e = f dup+ ...+ f duy, + fduh,
o) ap—1) a®)
() L —1) 20

Ygzi): j‘ d”h+ + l d”h+ _[duhy
)

a1 a(p—1) a(®

so wird offenbar:

Q
O (fduh—eh, A) . H@(fxduh—s,(f))
13 i=1 u

- Y@ _

e - x Q x . 2
24 N s i 10 ( [ du—1)
" i= a

wo C eine Konstante bedeutet. Jede auf der Riemannschen Fliche eindeutige al-
gebraische Funktion mit 8p4 @ Nullpunkten und Polen kann somit durch
die Funktionen ©; und ©® dargestellt werden.

Das Entsprechende gilt, wenn die Zahl der Nullpunkte und Pole kleiner als §p, etwa
gleich 8p — R, ist. Dann fallen in (20) im Zihler und Nenner die aus Funktionen © gebil-
deten Produkte fort, und man hat in den Gleichungen (16) und (17) R der Punkte 2@ bzw.
2% durch dieselben willkiirlichen Punkte 4® zu ersetzen.
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§ 5. Kurven eines Systems, welche die Grundkurve an einer Stelle
von hiherer Ordnung beriihren.

Es seien ¢ = ound y = o zwei adjungierte Kurven, die den von ¢ Parametern abhingigen
Systemen angehoren. Sie schneiden die Grundkurve in Q=m n—2d einfachen Punkten;

diese seien fiir y = o0 mit &Y, ... bezeichnet und als fest gegeben betrachtet; fiir § =o
sind sie variabel zu denken und seien mit 20, . . . 29 bezeichnet. Dann ist
(1) S [ duy=o0; k=1,2...p.

i=1 o0

Ist die Ordnung der Kurven des Systems gréfer als # — 3, was vorliufig angenommen
werde, so sind p der Punkte ® durch die iibrigen bestimmt; man kann also von ihnen
Q — p — ¢ - 1 beliebig wihlen. Diese seien allen Kurven des Systems gemeinsam; dann
ist eine einzelne Kurve durch ¢ — 1 weitere Punkte festgelegt. a3t man diese ¢ — 1 Punkte
in einen Punkt ¥ zusammenfallen, und setzt

p+a—1 @ Q D

(2) o= 2 fd”h‘*" ) f dity,

il u i=p+q (@)
wo die rechts auftretenden Punkte ¥ gegeben sind, so ist:

PN¢Y] £ x(p) Y

(3) J du+ [ a’uh—l—...—[—fa’uh=vh—(q-—l)fa’uh.
a I 4 Iz

Die links vorkommenden p Punkte £V gentigen bekanntlich der Gleichung:

2 y
@) O ([ dup—uv,+ (g—1) f duw, +#,) = o.
i 5

Diese Gleichung stellt eine Korrespondenz (vgl. dazu unten § 14) zwischen den Punkten x
und ¥ auf der Grundkurve dar. Koinzidenzpunkte derselben sind die gesuchten Stellen, in
denen eine Kurve der gegebenen Schar mit der Grundkurve eine Beriihrung von der Ord-
nung ¢ — I eingeht; sie geniigen also der Gleichung

(s) O(q [ duy—v,+ #)=o.
°

Die Anzahl der Losungen ist nach den Entwicklungen von § 3 gleich ¢%p.1 Diese Zahl ist
in Ubereinstimmung mit den von de Jonquiéres und Brill gegebenen Formeln, nach
denen dieselbe gleich ¢ [# 4+ (¢— 1) (p — 1)] sein muf}, wenn M die Zahl der beweglichen
Schnittpunkte der Schar bedeutet, denn in unserem Falle ist 4/ = p + ¢ — 1 zu nehmen.
Bei der durch (4) vermittelten Korrespondenz ist die Zahl der einem Punkte y entsprechen-
den Punkte x gleich & = p, und diec Zahl der einem Punkte x entsprechenden Punkte y gleich
B = (¢ — 1)%. Die p Punkte x werden durch eine Kurve ausgeschnitten, in deren Schnitt-

1 Dies Resultat hat schon Roch gefunden: Ueber Theta-Funktionen mit mehrfachem Argumente,
Crelles Journal Bd. 66, 1866.
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punkten mit der Grundkurve y = ¢ — I in ¥ zusammenfallen. Nach der von Cayley und
Brill aufgestellten Formel ist die Zahl der Koinzidenzpunkte gleich

at+Btovp=p+@—DP+20@—Dp=24¢
in Ubereinstimmung mit obigem Resultate.

Nennen wir diese Punkte £®, so ist nach den Entwicklungen von §3 (wo 8 = 1 zu neh-
men ist)
gp D
(6> 2[ duh=g(7}h—'éh)+KhY /l=1,2...ﬁ,

i=1pu

unter K, gewisse Konstante verstanden. Diese Punkte werden durch eine Kurve der Ord-
nung /V ausgeschnitten, von der D Schnittpunkte in jeden der & Doppelpunkte fallen und %

Schnittpunkte in jeden der mn — 2 d — p — ¢ + 1 festen Punkte der Schar von Kurven
m'*" Ordnung; es ist dann

Nn=g¢*p+Dd+E(mn—z2d—p—qg-+1)
= 1= @D+ @ —@—Ed+Emn+*—qF,
also, da der Faktor von 4 fiir alle Werte von ¢ durch # teilbar sein mul3:
(7) D=g@+n, N=g[rn+;—3G@—n] E=gq?

Diese Gleichungen setzen voraus, daB3 die Bedingungen, welche den linearen Charakter der
Schar von Kurven #'" Ordnung bestimmen, keine anderen sind als solche, die den Kurven
auferlegen, durch feste Punkte der Grundkurve zu gehen.

Zusammenfassend haben wir folgendes Resultat:

Ist eine Schar von adjungierten Kurven #'' Ordnung gegeben, welche
die Grundkurve "' Ordnung in Q beweglichen Punkten schneiden, und
kéonnen von diesen p -+ g — 1 Punkte willkiirlich gewihlt werden, so sind in
der Schar ¢%p Kurven enthalten, welche die Grundkurve an einer Stelle
von der Ordnung ¢—1 beriihren. Ist die Schar dadurch definiert, daf} ihre
Kurven durch gewisse feste Punkte der Grundkurve hindurchgehen, so
werden die ¢2p Berithrungspunkte durch eine Kurve N* Ordnung aus-
geschnitten, wo & durch (7) bestimmt ist.

1 Vgl. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie Bd. 1 S. 471 Anm. und S. 735. Brill
hat fiir ¢ = 3 die Gleichung der betreffenden Kurve der Ordnung 37 + 3 72— 9 aufgestellt und ihr
Verhalten in den festen Punkten untersucht, Math. Annalen Bd. 3, 1871. Dies Resultat habe ich in
anderer Weise bestitigt und die entsprechende Aufstellung fiir ¢ = 4 hinzugefiigt: Bulletin de la So-
ciété mathématique de France t. 10, 1881—82.

Miinchen Ak. Abh. 1933 (Lindemann) 3
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§ 6. Das durch § 5 gegebene Umkehrproblem.

Die in § 5 behandelte Bertthrungsaufgabe kann analytisch in folgende Fassung gebracht

werden: Gegebensind p GréBe vy, v,, ... v,; essollenaus den p Gleichungen
) (D x(2) 2@
(1) qf a’uh-{—'f duy+--+ [ duy=uv, h=1,2...p
2 u ,u n
die oberen Grenzen x®, 2@ .. . 2@ als Funktion der gegebenen GréBen v

bestimmt werden, wenn ¢ eine ganze positive Zahl bedeutet.

Das Problem hat ¢2p Lésungen. Bezeichnen wir die entsprechenden Werte von 4" mit £,
so geniigen diese nach (5) und (6) von § 5 den Gleichungen:

x @p M ,
(2) G(Qfd”h_”h""éll):o und = f duy, = g (v,— k) + K,
“ i=1 i

wo nach (5) § 3 K, = ¢ £, zu nchmen ist. Diese Konstanten X, kénnen auch durch fol-
gende Uberlegung bestimmt werden. Bei dem Jacobischen Umkehrproblem benutzt
man nach Clebsch und Gordan die schon oben eingefiihrten Punkte «®, d. h. die p Null-

x
punkte der Funktion O ( [ @), die als Beriihrungspunkte einer adjungierten Kurve (2—2)""
"
Ordnung definiert sind, welche durch die einfachen Schnittpunkte der Tangente von . hin-

X
durchgeht. Entsprechend fiihren wir jetzt die ¢%p Nullpunkte der Funktion © (¢ [du,) ein,
"
die mit ), ... @D bezeichnet seien. Diese geniigen nach (6) § 3, wo v, = 4, zu nechmen

ist, den p Gleichungen:
¢p D

(3) I ) duy =Ky, h=1,2,... 4

i=1u

Die geometrische Bedeutung der Punkte B erkennt man durch folgende Uberlegung.
Unter P, seien wieder simultane Periodensysteme verstanden:

p
(4) Po=2smit 2 oay, h=1,2,...5.

i=1

Die Punkte 4%, welche der Gleichung

®) o fdm+ =0 [ aum+7)=o
# iz
geniigen, erfiillen dann die p Bedingungen:
e y
(6) 2Y [ duy+2(g—1) [ duy=o0 mod P,
i=1 50 "

Die oberen und unteren Grenzen der links stehenden Integrale sind die Schnittpunkte der
Grundkurve mit je einer Kurve der Ordnung 2 4 ¢ — 3; die eine beriihrt die Grundkurve
einfach in jedem der p Punkte a®, ferner von der Ordnung 24 — 3 in g, und ihre weiteren
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Schnittpunkte fallen zu je ¢ in die (# — 2) weiteren Schnittpunkte der Tangente von p, end-
lich zu je 2 in jeden Doppelpunkt der Grundkurve; in der Tat ist

nin+g—3)=2p+2(g—1)+ g(n—2) + 24

Die andere Kurve der Ordnung 7 -+ ¢ — 3 verhilt sich in den Doppelpunkten und den ein-
fachen Schnittpunkten der Tangente von p ebenso, beriihrt die Grundkurve je einfach in
den p Punkten £, und von der Ordnung 2¢ — 3 in ». Lassen wir nun x mit y zusammen-
fallen, so wird die Gleichung

X 1
¢)) 9(?fd”h+gph)=0
"
von ¢2p Punkten ¥ befriedigt, die den Bedingungen
q.lz O] 1 q.{) /‘,(i)
(8) . | duy—_qPr=Ky=2 [ du h=1,2,...p

i=1 u i=1nu

geniigen. Die Systeme der Punkte v und 8 werden demnach durch je eine Kurve der
Ordnung ¢2 (7 — 2) ausgeschnitten, welche die Grundkurve in den Punkten Y bzw.
je einfach beriihren und von deren weiteren Schnittpunkten ¢? in die ( — 2) Schnittpunkte
der Tangente von p. und 2¢? in jeden Doppelpunkt der Grundkurve fallen. In der Tat ist

) g*n(n—2)=2¢% + (n—2) ¢* + 24¢%d.

Ausgezeichnet ist der Fall, wo é P, in (7) eine ungerade halbe Periode darstellt, indem

(10) 516yt SOt - F S0, =2 N 1

ist. In diesem Falle, der bekanntlich fiir 227" (2? — 1) Wertsysteme den Zahlen s;, 6; vor-
kommen kann, ist @ (; £,) identisch gleich Null, so daB3 die Gleichung (7) die Lésung x = .
zuliBt und somit einer der Punkte v mit p. zusammenfallt. Es sondert sich von der Kurve
der Ordnung ¢® (% — 2) die Tangente von p ab, und es bleibt eine Kurve der Ordnung
g% (n — 2) — 1, welche die Grundkurve in ¢%» — 1 Punkten einfach beriithrt, und von
deren weiteren Schnittpunkten ¢ — 1 in die (2 — 2) Schnittpunkte der Tangente von p.
und 2 ¢?2 in jeden Doppelpunkt der Grundkurve fallen; es ist hier:

nlg*(n—2)—1]=2("p — 1)+ (r—2)(g*—1) + 24°4.

Ist aber die linke Seite der Gleichung (10) eine gerade Zahl, so ist © (i P,) nicht gleich
Null, und es findet eine Absonderung der Tangente von g nicht statt. Unter den
2P~ (2P + 1) ,,geraden halben Perioden* ist diejenige ausgezeichnet, fiir welche alle
Zahlen o; und s; gleich Null sind. Ihr entsprechhen nach (8) die Punkte p®. Zufolge (3)
sind also die Konstanten K, durch die Berithrungspunkte der zugehoérigen
Kurve der Ordnung ¢2(#—2) bestimmt.

Diese Kurve ist (ebenso wie die in den Punkten a beriihrende Kurve (z — 2)'*" Ordnung)
eindeutig durch das gewihlte Querschnittsystem bestimmt; beide Kurven stehen nach dem
Abelschen Theorem in der Beziehung:
g+
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aep D
(11) S [ dupy=o0, wenn aPT=q®
i=1 g0
gesetzt wird, so daf3 wir folgern miissen:
Kh = 92 'éh'

Im vorstehenden ist ¢ zunichst ungerade vorausgesetzt; ist aber ¢ gerade, = 27, so fallt

in (8) das Glied % g P, fort, und es bestchen die Gleichungen

ap D
(12) S [ dw,=o fiir gerades g.

im1 gD
Die Punkte v und p® werden also je durch cine Kurve der Ordnung 2 72 (2 — 2) aus-
geschnitten, von deren Schnittpunkten je 2 72 mit denjenigen der Tangente von p. zusammen-
fallen, wihrend sich 4 % in jeden Doppelpunkt vereinigen, denn es ist

27 n(n—2)=4r%p + 27 (n — 2) + 47%d.

Hier sind somit die Punkte v und g nicht als Berithrungspunkte, sondern als einfache
Schnittpunkte von entsprechenden Hilfskurven mit der Grundkurve gegeben. Ein unter-
schiedliches Verhalten in bezug auf gerade oder ungerade halbe Perioden-
systeme kommt bei geradem ¢ nicht in Betracht.

Statt der Kurven von der Ordnung ¢? (z — 2) bzw. 2#?% (2 — 2) kénnen auch andere von
den méglichen Punktsystemen v in (8) statt der B eingefithrt werden; es hiingt dies
mit der Theorie der unendlich vielen Formen der @-Funktionen?! zusammen.

Die Losung des durch die Gleichungen (1) gegebenen Umkehrproblems geschieht nun
in der Weise, daB man zunichst die g%p Punkte, die als obere Grenze des in ¢ multipli-
zierten Integrals vorkommen kénnen, durch eine Gleichung vom Grade ¢%p bestimmt.
Nach dem Vorgange fiir den Fall ¢ = 1 geschieht dies auf Grund der Darstellung einer
Integralsumme dritter Gattung durch @-Funktionen. Es ist offenbar:

L3 7%
0] C (9 f d”h) =(5) (qf d”h_'wh)
(13) >y fdn,)0=10g H'I ”0 ’
[ 0 (g f dw,) - 0O (¢ [ du,—w),)
wo: . .
¢p D
(14) wy,= X D A=A 250

denn die beiden Seiten der Gleichung (13) stimmen in ihrem Verhalten an den Quer-
schnitten und in den Unendlichkeitspunkten tiberein. Es seien ¢ = o und 3 = o zwei Kur-
ven gleicher Ordnung, ebenso §; = o und y; = 0; dann sind die ¢2p Punkte £® bekannt,
wenn wir diejenigen Kurven des Biischels §—A y = o und ebenso des Biischels §; — Ay, =0
kennen, welche durch die gesuchten Punkte £® hindurchgehen. Es seien nun 72® die

1 Vgl. Clebsch und Gordan a.a. O. S. 3o0ff.
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Schnittpunkte von { — 1y = o mit der Grundkurve und 9% diejenigen von y = o; dann
bestehen nach (13) die Gleichungen:

kA
[ (¥

[ (Y 1 (4 = (D)
e L(X);(U_~ )\, e \_(i)h(l)_)\_ =—2 [ dlLmm
1 J i 2
i L(x)sm—? = L(i)m)—x_ =—2 [ a0

() ol (1) ] o
lo £l —x|—1lo () —A|=—2 | ZI,mm
=i (X)s(”) , o AV7/ VI S s

wo zur Abkiirzung = fiir ¢%p geschrieben ist. Addiert man die Gleichungen und geht von den
Logarithmen zu den Zahlen iiber, so ergibt sich eine Gleichung von der Form:

(13) AP M AT e M= M
deren Wurzeln die gesuchten Werte der Funktion e den gesuchten Punkten £ sind,

P4
und deren Koeffizienten bekannte Funktionen der ¢%p gegebenen Integralsummen w0, dar-

b1

stellen. Fir eine zweite Funktion o ergibt sich eine analoge Gleichung, deren Ldsungen
1

sich durch die Wurzeln der Gleichung (135) rational ausdriicken lassen.!
Sind so die ¢2p Punkte £? gefunden, so konnen fiir jeden Punkt ¥ die zugehorigen
p — 1 Punkte %" entsprechend den Gleichungen (1), die wir in der Form
RO NOEY) i p—1) £

(16) f duy, + fduh—l—.- . —I—fduh=vh—(q———l)fduh, h=1,2.-p
" " n M

schreiben, gefunden werden. Wir haben ein gewdhnliches Jacobisches Umkehrproblem,
bei dem von den gesuchten p oberen Grenzen eine bereits bekannt ist.

In Gleichung (16) kann der Index 7 eine der Zahlen 1 bis ¢%p bedeuten. Summiert man
alle diese Werte, so entsteht: :

op D x( B)
quduh-}—ZZfduh:quﬂh
i=1u i hp

oder unter Benutzung von (3):
X R)
22 f dupy =g P—1) o, + g by—q Ky,
i R u

wo nach (12) K, = ¢4, zu nchmen ist. Zufolge § 3 sind die Punkte ¥®" die Nullpunkte
einer Funktion

(17) 0, (f dup,—ey; 4), wod=g*(p—1),
"

1 Vgl. das entsprechende Verfahren bei Clebsch und Gordan a.a. O. S. 143.
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wo die GroBBen A4 noch zu bestimmen sind, und wo:

Sep +Kp=¢"(p— e+ @by, =g*(p—1) vy, +9* by — g Ay,
oder .

(18) w=— -

—I éh.

Die GroBen v, haben die gleiche Bedeutung wie in (2), § 4. Von den 8” Gré8en A sind nach
den Entwicklungen von § 4 nur (8 —1)p + 1 = (p — 1) (¢*p — 1) wesentlich; sie lassen
sich in der dort angegebenen Weise berechnen, wenn die Nullpunkte der Funktion @, be-
kannt sind. Man braucht aber diese Nullpunkte nicht einzeln zu kennen; es
geniigt, wenn man eine algebraische Funktion angeben kann, die diese
Punkte zu Nullpunkten hat; dann lassen sich die Konstanten 4 durch Be-
nutzung von 8p—p+1 willkiirlichen Punkten %® nach (13) §4 berechnen.

§ 7. Kurven einer gegebenen Schar, welche die Grundkurve in zwei Punkten
von beliebiger Ordnung beriihren.

Die Ordnung der Berithrung sei durch die Zahlen ¢, — 1 und ¢, — 1 gegeben. Da
Schnittpunkte einer Kurve der Schar mit der C,, durch die tibrigen bestimmt sind, so ist
die Zahl der Parameter gleich ¢, 4 ¢, — 2, und die Zahl der beweglichen Schnittpunkte
gleich

(1) Q=¢g1+qg2-+p—2

Es werde ein Punkt ¢ der C,, beliebig angenommen; dann gibt ¢s nach § 5 in der Schar
g} p Kurven, welche die Grundkurve in ¢ von der Ordnung ¢,—2, in Punkten y,? je von
der Ordnung ¢, — 1 beriihren und die C,, noch je einfach in p — 1 Punkten 2%" schneiden.
Sind ferner 9? dic Q Schnittpunkte einer fest gedachten Kurve der Schar mit der Grund-
kurve, so bestechen nach dem Abelschen Theoreme die ¢} p2 Gleichungen:

) ' p—1 i) Q@ o®

(2) o [ dut (ga—1) [ duy+ 3 [ duy=v,= 3 [ du,
n

" R=1pn h=1p 5
firi=1,2,...¢p, A=1,2,3...p. Die g} p Punkte {? sind die Nullpunkte der
Funktion

X t
(2a) 0 (91 f dup— v+ (ga— 1) f duy+ Fy);
u ”

denn setzt man fiir v, die Werte aus (2) ein, so ergibt sich fiir ©® der Wert

p—1 (iR

= f duy,+ ),
1 pu .
der bekanntlich identisch gleich Null ist; sie geniigen nach (6) § 5 den p Gleichungen:
o’p Ux(i) t

P f dup= g, [%""(92— 1) f duh_'éh]’ = gikh-
» !

i=1nu
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Summiert man die Gleichungen (2) nach dem Index 7, so folgt:

atp p—1 20k

2 t
2 X [ dutgilon— (=01 [ du]+ Gi—a) b +aip (@—1) [ duy=qipv,
N & "

i=1 k=1u

oder:
2(ih)

¢
22 f duy, = 93 o= [”h—@z— 1) f d”h]—ﬁ (g1—1) &
u Iz

Nach § 3 geniigen die 8p Nullpunkte 2 einer Funktion

@) 0, (f dup—wy)

den p Gleichungen:
NG
@ = f dup= 3w, + 34,
in
Um eine Anwendung auf die Punkte ", die an Stelle der Punkte + treten, zu machen,
71

. V4
. ‘
712p (p — 1) Punkte’ 2% ® sind demnach die Nullpunkte der Funktion

t —
miissen wir § durch ¢} (p — 1), w,, durch v, — (g, — 1) fduh— ¥ : %y, ersetzen. Die

A ; g1 + P — 2 2
© 0 f dm—ut @m0 [ du+ 2L wod=gi(p— 1)
1 ” i
Fillt einer dieser Punkte z mit dem Punkte # zusammen, so beriithrt an dieser Stelle eine
Kurve des Systems von der Ordnung ¢, — 1; solche Stellen findet man also durch die
Gleichung”

X
(6) 0, (92fd”h—7’h+ qj‘}z—-l__z'éh) =0, wo d=g{(p—1).
£

Ihre Anzahl ist nach § 3 gleich 8p¢5 = ¢}¢5p(p —1). In dem gegebenen Kurven-
systeme gibt es also ¢} ¢3p (p—1) Kurven, welche die Grundkurve an
einem Punkte von der Ordnung ¢,—1, an einem anderen Punkte von der
Ordnung ¢,—1 beriihren. Letztere Stellen werden durch die Gleichung (6) geliefert,
erstere ebenso durch die Gleichung

) 0y (g f dm— oyt L2 ) = 0, wo 3= gi(p— 1)
: #

Hierbei muf3 zunichst vorausgesetzt werden, dall ¢, von ¢, verschieden sei. Ist ¢; = ¢,
so werden die Gleichungen (6) und (7) miteinander identisch; in diesem Falle ist.also
die Zahl der Kurven, welche die Grundkurve an zwei Stellen je von glei-

cher Ordnung ¢g—1 beriihren, gleich é gt p (p—1).

In den hier auftretenden Funktionen ®; kommen nach § 4 (8 — 1) p 41 zu bestimmende
Konstante A4 vor, fiir die Funktion (5) alsog} p (p—1) — p + 1 Konstante. Kennt man ebenso
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viele Paarc von Punkten x-#, welche die Funktion (2a) zum Verschwinden bringen, so ist
die Aufgabe durch lineare Gleichungen gel6st. Man nehme also (3 — 1) p 4+ 1 Punkte x
beliebig an und bestimme die zugehorigen Punkte # gemiB (2a), oder man nehme(8—1)2
-+ 3 Punkte ¢ beliebig an und bestimme die zugehoérigen Punkte x nach den Regeln von
§ 5; damit hat man alle Hilfsmittel zur Berechnung der Konstanten 4.

§ 8. Berithrung an drei verschiedenen Punkten.

Auch fiir den Fall von 3 Bertihrungspunkten mégen die entsprechenden Rechnungen
noch durchgefithrt werden. Es handelt sich um das Umkehrproblem:

(2 Ys U
(1) 91fd”h+92fd”h+93fd”h=wm h=1,2-.4p,
o 1g n

wo die GréBen w,, gegeben sind. Wir nehmen an, dal} die Aufgabe fiir zwei Zahlen ¢4, ¢,
geldst sei, daBl also die Kurven bekannt sind, welche die Grundkurve an einer Stelle ¥, von
der Ordnung ¢; — 1, an einer zweiten y, von der Ordnung ¢, — 1 und an einer dritten ¢
von der Ordnung ¢4 — 2 beriithren, so daf} die Gleichungen bestehen:

p—2 2(R) =9 ok)

(2) 91fd”h+Q2fd”h+(73“‘1)fd”h+2fd”h-”h—zf duy,

h=1u

wo Q= g;-t¢gy-}- g3+ p—3 die Anzahl der beweglichen Schnittpunkte des gegebenen
Kurvensystems bedeutet. Nach (7), § 7 befriedigen die Punkte y, die Gleichung:

x t .
@  Ouln fam—unt @m0 [dn+ BEEZE b) —o, wo si=gi(—)

geniigen also nach § 3 den p Gleichungen:

K y®

—i
(4) 2{1/‘ duh = 81 ql[’yh——<qa_.1> f du ), — qz_j):f_'r_'éh] +81 q? /éh,

wo 8y =g¢; (p—1), K=g; ¢35 p (p—1). Ebenso bestehen fiir die Punkte 3§ die Glei-
chungen:

K 3® t s
(s) S [ du,= 3¢, [v,,—(q:;—— ) [ du, — gl?_}?T"éh] + 32 4% 4,
i=1pu u
wo 3, = ¢i (p—1), K=¢} ¢ p (p—1). Summiert man also alle X Gleichungen (2), so
entsteht:

t s t =X,
g 8 [Wh‘@a—— 1) f duh—qu_;—,tfl ° 'ék] + 753, [vh_<93_1) f day— @;:l;j) & éh]
I

z(l k)

+919:(q1+92) (p— 1) by +41 730 (p— I><qa—r>fduh+zzfduh 71930 (p— Dy,

oder
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p—2 K LK)

© 2= [du=¢ah(p—1)(p—2)[n— (qs—l)fdun] 7195 (1 +92:—2) (p—2) &y

k=1i=1p

Die oberen Grenzen z geniigen folglich der Gleichung

x t : .
@) 0 f din—nt-(gu— ) [ it BELELZ34) 0, wod = giip—) (p—2)
M "

Vereinigt sich einer dieser Punkte ¢ mit #, so beriihrt an dieser Stelle cine Kurve des Sy-
stems die Grundkurve von der Ordnung ¢; — 1 und auBlerdem an zwei andern Stellen von
der Ordnung ¢; — 1 bzw. ¢, — 1. Der betr. Punkt # ( =x) wird folglich durch die Gleichung

® 66(93 j dup— vy, + * e +;2 A/l 'éh) =0, 8=4lgi(p—1)(p—2)
I3

gegeben, und ihre Anzahl ist gleich K" = ¢} ¢5 g5 0 (p—1) (p——z). Bezeichnen wir sie
mit 3, so bestehen die p Gleichungen:
K y,D

©) 3 [ du, = 3q3v,—345 45 (g1t g2+ 2 —3) (p—2) A+ 3434,

i=1 g

= 9345 g2 (p—1) (p—2)v),—q341 95 (p—2) knlg1+ g2+ p—3— g (p—1)].

Entsprechende Gleichungen gelten fiir die Punkte 3’ und »{?. Die Bestimmung der in
den verschiedenen Funktionen @, auftretenden Konstanten 4 geschieht wie im Falle von
zwei Bertihrungspunkten.

Sind zwei der 3 Zahlen ¢4, ¢,, ¢5 einander gleich, so verringert sich die Anzahl der be-
rithrenden Kurven auf die Hilfte, ist also gleich | ¢ig% p(p—1) (p—2). Wird auch gy =g¢,
=g¢,, d. h. soll eine Kurve des Systems die Grundkurve in drei Punkten je von gleicher
Ordnung ¢ — 1 beriihren, so wird die Anzahl der Ldsungen 215 g8 p(p—1) (p—2), denn die
drei Lésungen mit den Anzahlen

s Bp (p—1) (p—2), sasdip(p—1)(p—2), s45dip (p—1) (p—2)

fallen dann in eine Ldsung zusammen.

Die Durchfithrung des in (1) gegebenen Umkehrproblems geschieht wieder auf Grund
der Formeln fiir Integrale dritter Gattung.

§ 9. Beriihrung der Grundkurve an z Stellen von beliebiger Ordnung,

Wir kommen jetzt zu dem allgemeinen durch die p Gleichungen

Yr+1

Y Ya Yp
(1) 91fd%h+92fd”h+ +9rf d”h‘l‘f dup+ - +f du,=v,
& g #

gegebenen Umkehrprobleme. Die Anzahl der Losungen 1483t sich nach den Entwicklungen
von § 5 und § 8 durch ein Rekursionsverfahren leicht finden. Durch ein solches kommen wir
zu folgendem allgemeinen Satze:

Miinchen Ak. Abh. 19338 (Lindemann) 4
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Gegeben sei ein System von adjungierten Kurven #'" Ordnung, in

dem eine einzelne Kurve durch ¢;4¢,4 ... +¢,—* Bedingungen bestimmt
wird, und dessen Kurven die Grundkurve in @ beweglichen Punkten
schneiden (so dal z. B. Q =mn—2d—p—qg,—¢s ... —¢,.+7, falls eine Kurve
nur durch gewisse feste Punkte der Grundkurve bestimmt ist), dann gibt
es in dem Systeme?

) A=qigs...q7-p(p—1)... (p—7+1)
Kurven, welche die Grundkurve in ¢ Punkten beriithren, und zwar von der
Ordnung ¢;—1, ¢gs—1,...¢,—1, vorausgesetzt, dal die Zahlen ¢ voneinan-

der verschieden sind. Die Punkte, an denen eine Beriihrung von der Ord-
nung ¢;—1 z. B. stattfindet, sind die Nullpunkte einer Funktion
+~@:+...+qrA—T,+lk
S h

(3) Q;(qlfduh—'vh—i— 'éh'l_ ?2—— 71 o )’
1

WO

S=g2q5...4:(p—1) (p—2) .. . (p—7+1)

und 4, die oben eingefiihrten Konstanten bedeuten, wihrend v, gegebene p Gréfen sind,
bestimmt durch die Gleichungen:

Q o
(4) vh='271‘[ duy, h=1,2...p, wo z. B. Q=2¢;+p—r,
i=1p

wenn alle festen Punkte des Kurvensystems auf der Grundkurve liegen.
Hierbei sind 9 die freien Schnittpunkte irgendeiner Kurve des Systems mit der
Grundkurve.

Wir setzen voraus, dal} dieser Satz fiir den Fall bewiesen sei, dal man © durch 7 — 1 er-
setzt. Die ¢, Punkte {, ¢, Punkte ¥{, ... ¢, Punkte ¥ und die einfachen Schnitt-
punkte z*"* geniigen dann den folgenden p Gleichungen

A Ys Yr—1 R *r
o fdumtg [+t ) dut 2 [ du=u,
" i I =1pn
R=p—nr+2 IL=1,2,...p,
und hier sind z. B. dic Punkte ¥, bestimmt als Losungen der Gleichung:
+Q3+ "'9:—1‘—T+2kh)=o,
D=t
81=g3¢5 ... os (P—1) (p—2) . . .(p—7+2),
allgemein 3, durch die Gleichung:

95,(91 J duy— o+ A+ =
/L

1 An einem nicht zu einfachen Beispiele habe ich mich davon iiberzeugt, daf dieses einfache Re-
sultat mit den umstindlichen (auf rein algebraischem Wege gewonnenen) Rekursionsformeln von de Jon-
quiéres und Brill in Ubereinstimmung ist.



27

p—1
8r=9f9;"'9$—1972‘+1' : r—1(P"‘I> (P—T+2)

Wir gehen zu dem allgemeinen in (2) vorliegenden Probleme uber, indemwir jetzt R=p—=
~+ 1 annehmen und von den freien Punkten ¢, — 1 in einen willkiirlichen Punkt ¢ fallen
lassen, wo dann die Punkte ¥ durch die Bedingungen

x e e
(5) @,,r(qrfduh——vh-}— ,éh-}-_Q__q—TtEkh)__o
1

% Y Yr—1 R
(6) 91fd”h+92f duy, - - +91—1f d”h+<qt—l>fd”h+2 fd”h—vh
#“ f
bestimmt werden sollen. Der Annahme nach geschieht dies, indem man in (3) v durcht—1

und 7, durch v, — (¢, — 1) f du, ersetzt. Die Punkte y{¥ z. B. miissen den Bedingungen

geniigen:

x t coe —
M Oufes fdm—nt (q— 1) [ dut byt BET LTI )
w "

81=¢3g5---iq (p—1) (p—2)...(p—7+2),

so daf die Zahl der Punkte 3, gleich §,47p= A’ ist und sie den p Gleichungen geniigen:
©)

’ (1)
zA / ‘dup=q, 31[7);1— (¢.— 1) fd” o -l—q‘;—_rll-]ﬁ T knt g1 'éh] =I,2,...2.
i=1p

Die in der Funktion @, auftretenden Konstanten 4 sind durch Lésung der Gleichung (7)
fiir eine entsprechende Zahl von Punkteparen # - y,zu bestimmen (vgl. oben § 8) und kén-
nen als bekannt angenommen werden, da die Losung des Problems fiir t — 1 Beriihrungs-
punkte als gegeben vorausgesetzt wird.

Analoge Gleichungen gelten fiir die je in gleicher Zahl vorhandenen Punkte »§, . ..y® .
Die Gleichung (6) steht an Stelle von

WP =q1qs gy p(Pp—1) - (p—rF+2)=8;gf - p=AN"p(p—1)

(fir i=1,2,---7—1)

einzelnen Gleichungen. Summiert man dieselben nach dem Index 7, so ergibt sich:’

=y o Zgr—qi AR 2R

> Siq?[vh—@r—I)f du,— =L qpipl kst 3 j+ 3 @Skt 33 [du

i=1 . " i=1k=1 e
=A4p (p—1)

oder nach einigen Umformungen:

z(ls k)

9 22X fa’%h—A" (p—1) (p—7+1)[oa—(g—1) fduh]—A" Egi—+1) (p—~+1).

Nach § 3 gentigen die oberen Grenzen 2 folglich (wenn die in O eingehenden Konstanten A4
passend bestimmt sind) den Gleichungen:
4'
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p_
wod=A"p(p—1)(p—+1).
Soll jetzt x mit dem Punkte # zusammenfallen (so daB3 an dieser Stelle eine Beriihrung der
Ordnung ¢,— 1 entsteht), so folgt:

x ¢ 5 y —
(10) 0, (f dupy—vp+ (ge—1) [ duy, + =7 jf]?i_f ,éh) =o0,
14 "

x S s
(11) 0, (Qrfd”h—vh+ "%_Eﬁ'f"f 'éh) =0,
wobei 2 ¢; zur Abkiirzung fur ¢y + ¢,... +¢,_,geschrieben ist. Die Anzahl der gesuch-
ten Punkte, die durch diese Gleichung bestimmt werden, ist gleich

gV =4qigs. g p(@—0...(0— 7+ =A
und sie geniigen den p Gleichungen:
A @
(12) 2 [dun=gegigs-++ em1(0=2)- - =+ D) [(P=D) = Egitp =g (p— D).
=

Die hier in der Funktion ©; enthaltenen Konstanten sind dieselben, die in der Funktion
(9) vorkamen, und somit bekannt. Vertauscht man in (11) und (12) den Index T mit 1, 2, . . .
T—1, so entstehen analoge Gleichungen fiir die Punkte 4{?...»®, die fiir jeden In-
dex ¢ ebenfalls in der Anzahl A vorhanden sind. Hiermit ist der aufgestellte Satz all-
gemein bewiesen.

Fur den Fall, daBl » Zahlen ¢; einander gleich sind, hat man die Anzahl A mit1-2:3
... % zu dividieren, um die Zahl der die Aufgabe lésenden Beriihrungskurven zu erhalten.
Wir kommen darauf in § 10 zuriick, auf das durch die Gleichungen (1) gegebene Umkehr-
problem in § 11.

Fiir den Fall, daB alle festen Punkte des Systems von Kurven 7' Ordnung auf der
Grundkurve liegen und das System durch die festen Punkte vollig bestimmt ist, 1aBt sich
die Ordnung einer Kurve, welche die Beriihrungspunkte auf der Grundkurve ausschneidet,
leicht bestimmen. Die Zahl der beweglichen Schnittpunkte war gleich Z (¢; — 1) + p; die
Zahl der einfachen Schnittpunkte mit der Grundkurve ist also gleich m#n—2d — X (¢;— 1).
Bezeichnet V die Ordnung der gesuchten Kurve, 47 - D die Anzahl der in jedem Doppel-
punkte der Grundkurve vereinigten Schnittpunkte, 4/ - Z die Anzahl der in jeden einfachen
festen Punkt fallenden Schnittpunkte, so muB3 die Gleichung

N-n=[g-p(p—10)+D-d+ E(mn—2d—Z(g;—1)—p)] M,
bestehen, wo zur Abkiirzung
M=gig5-..a:(b—2) (p—3)...(¢—7+0D
gesetzt ist. Setzen wir N = M - N’, so wird:
N n=g(p—1)nr—3)—d+1]+D - d+ E[mn—d—zn(n—3)—1—Z(g—n].

Sciferner N'=N"(1+Z(g;— 1), D=D" (1 +2Z(g;— 1)), E=E (1 +Z(¢;— 1)),
so folgt:
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N'=g(p—D)[m+5;00—DE@@—1]. D' =q(p—1) 2+ (g;—1)), E'=q:(p—1).

Es werden also die Stellen, in denen eine Berithrung von der Ordnung ¢;—1
stattfindet, auf der Grundkurve ausgeschnitten durch eine Kurve von der
Ordnung

N = 91(}—1)M[m+;(7Z—3)Z(gi—1)]’

von deren Schnittpunkten MDD in jeden Doppelpunkt, ME in jeden einfachen gemein-
samen Punkt der Kurven mter Ordnung fallen, falls

D=q(p—0E+2(@@—0) E=¢(p—1).

Firt=1,ist gy=¢g, M=p—1, Z(¢;— 1) = ¢;—1, so dal} diese Zahlen mit den am
Schlusse von § 5 gegebenen iibereinstimmen.

§ 10. Beriihrung an verschiedenen Stellen von teilweise gleicher Ordnung.

Schon in § 7 haben wir bemerkt, daB bei zwei Bertihrungspunkten die Zahl der Lésungen
sich auf die Hilfte reduziert, wenn die Ordnung der Beriithrung an beiden Punkten die
gleiche ist. Die Anzahl der dort auftretenden Punkte #%™, der einfachen Schnittpunkte der
berithrenden Kurven mit der Grundkurve, verringert also auch auf die Hilfte. Diese Punkte

t
gentigen der Gleichung (6) des § 8, wenn man dort v, — (g5 — 1) [ duy, durch v, ersetzt;
i

i z
jeder von ihnen kommt aber in den oberen Grenzen der Integrale f duy, zweimal vor; fiir die

‘ll.
Gesamtheit der einfachen Schnittpunkte besteht also die Gleichung:

z(h R)

(D 23 [duy=1d—D0@—2o,—¢(p—10(E—2) k.

Sollen nun bei drei Berithrungen die Zahlen ¢,, ¢, einander gleich sein, wihrend ¢4 da-
von verschieden bleibt, so geniigen die Punkte z den Gleichungen (indem v, wieder durch

t
v,—(g3—1) [ du, ersetzt wird):
"

g_

x 2
(2) @a(fdllh_f/h‘l‘(q:j_‘l)fduh +kh +2 :,éh)_—_o, 8:1‘2?4(?——-1)@——2)
e n

Wird # = x, so entsteht die Gleichung:

X
(3) Qs(?afd”h—ﬂh + 44, ‘I‘Zg
" b s
welche ¢38p=3¢'¢2p (p —1) (p —2) Losungen hat. Dies ist die Zahl der Kurven,
welche die Grundkurve an einer Stelle von der Ordnung ¢3 — 1 und an zwei Stellen je von
der Ordnung ¢— 1 beriihren. Ist aber auch ¢;= g, so fallen drei entsprechende Gleichungen

I
I/éh)—o,

zusammen, und die Zahl der gesuchten Kurven wird gleich ;gg 8p=%q6 p(p—1) (p—2).
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So kann man fortfahren zu schlieen. Wenn alle = Zahlen ¢ einander gleich sind, so wird
die Zahl der Losungen gleich

ggrp(P— D...(p—3+1),

Mo T :

und ihre Berithrungspunkte gentigen der Gleichung

F g1\ _, s_pr—2 (—0D...(p—7+1)

0, (gﬂf dup—vy+ Ay + (v — I)I;__ 1) =0, 8=¢ e
Ist insbesondere © = p, so wird die Zahl der Lésungen gleich ¢°7, d. h. gleich der Zahl
der Losungen des Teilungsproblems der Abelschen Funktionen, und in der Tat werden die

Gleichungen (1) § 9 in diesem Falle identisch mit den Gleichungen dieses Problems,
Durch Fortsetzung der vorstchend gemachten Schliisse kommt man offenbar zu folgen-

dem allgemeinen Satze:

Gegeben sci ein System von zur Grundkurve adjungierten Kurven #:'** Ordnung, das von

M=ny(gy— 1)+ %3(ga—1) ... + %5 (gs— 1)

Parametern abhingt, so dafl durch 4/ weitere Bedingungen ecine Kurve des Systems be-
stimmt wird, dann gibt es

L %m 2w, ex 2 (P—1) . . . (p—U—%y... % 1)
(9) K_'ql /S 60 K1!K2!...K5!
Kurven des Systems, welche die Grundkurve in %, Punkten von der Ordnung ¢;—1, in %,
Punkten von der Ordnung ¢, — 1, . . . in %, Punkten von der Ordnung ¢, — 1 beriihren,
und die Punkte, in denen eine Berithrung der Ordnung ¢, — 1 stattfindet, sind die Null-
punkte einer Funktion

x K-xr
0, (91- S duwy—v -k Cf(l.r))’ wo 3= P
(IO) ’ Z'”',‘ 3 Tgr 9
C’(lr) = gi—1 :(i_—— (97'— I) 'é}v v, = > f d”hv
p'—'I f=a] 1

wenn T =2 (¢;,— 1) »; + p und die Punkte 9, die freien Schnittpunkte einer beliebigen fest
gewihlten Kurve des Systems bedecuten.

Die Bestimmung der Berithrungspunkte hingt zuerst von einer Gleichung des Grades X
ab und dann von X Gleichungen vom Grade %;, K Gleichungen vom Grade %,, . . . K Glei-
chungen vom Grade x,.

Die Nullpunkte 4 der Funktion (10), d. h. die Stellen mit Berithrung der Ordnung
¢,— 1, genligen den p Gleichungen:

up K ys.i) K
(11) 2 “f du, = gr—(;:xr—l~)-(p~—2)...(p—2xi—l— ...

- [p—Dou—EE@—Dx—(e:—D} b+ 2. p—DA&]

Die Gesamtheit der einfachen Schnittpunkte #%* der beriihrenden Kurven mit der Grund-
kurve geniigt den Gleichungen
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(i R) p—
(12) P a,’uh=f((p—'r)wh—]('j)——z(q1 D)% Ay
n
Die Beriihrungspunkte gleicher Ordnung werden jeweils durch gewisse algebraische
Kurven auf der Grundkurve ausgeschnitten. Ist V, die Ordnung der Kurve fiir die Beriih-
rungspunkte der Ordnung ¢, — 1, von deren Schnittpunkten D, in jeden Doppelpunkt der
Grundkurve fallen und £, in jeden einfachen festen Punkt des Kurvensystems, so ist

(13) Nyn=K[m+d -D,+E (mn—2d—Z%q;+ Xn—p),

wenn man voraussetzt, daB die Bedingungen, denen die Kurven ' Ordnung unterworfen
sind, nur darin bestchen, daB sie durch feste Punkte der Grundkurve hindurchgehen.
Es wird

N= s o—nmt L= 06— — 2 @—u+ G—dlo—3)
Dr=%r_xr’ RS qé r )[(P I) (Qr I)_Z(Qz_ I)K +Qr_' I]

Die K (2¢;»; + p —Xx,;) einfachen Schnittpunkte %" werden von einer Kurve aus-
geschnitten, fiir welche die entsprechenden Zahlen folgende Werte haben:

N=K[m(p—0+ 0= Tu@—D] E=K(p—9),

D= K;p _;':> [21) 2— 2 % <71 )]

§ 11. Das zu § 9 gehirige Umkehrproblem.

Wie die Gleichungen (1) § 6 und § 8 ein Umkehrproblem aus der Theorie der Abelschen
Funktionen darstellen, so geben die Gleichungen (1) von § 9 zu einem analogen Probleme
Veranlassung. Die Lésung desselben gelingt, nachdem eine entsprechende Summe von
Integralen dritter Gattung als Funktionen der gegebenen GréBen v, dargestellt ist. Dazu
dient die leicht zu erweisende Formel:

K a2 0, (7 f duy—wy) - O, (9f d uh_"wh)
® > fal,=log—*, .
=10 @6(qfdllh'—wh) @é(qfduh—"(x)h)

x
Hier bedeuten #* die X Nullpunkte der Funktion 0, (g [ du,—w,) und £ die Nullpunkte
n

X
der Funktion ©; (g f duy, — o).
"
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In unserem Falle sollen die K oberen Grenzen x® mit den Punkten y,® zusammenfallen,
in denen eine Kurve des gegebenen Systems von der Ordnung (¢; — 1) beriihrt, so daf3 ¢
durch ¢, zu ersetzen ist, und nach (3) § 8

K=4ig}...¢%p(p—1)...(p —7+ 1)
(2) : S=g3gs... ¢z (p—N)(Pp—2)...(p—7+ 1)
get+qs-- -+ g —7+1

wh-—-'yh‘_‘/éh_‘ = p_I '_léh

zu nchmen ist, wihrend die in O4 eingehenden Konstanten 4 bekannt sind, nidmlich dieselben
Werte haben wie in der Gleichung (10) § 7. Die GroBen ¢ sind vollstindig willkiirlich,
und von ihnen hingen die GréBen ), in bekannter Weise ab. Wenn das Argument in
der Form ¢, %, — ), angenommen wird, so ist damit gesagt, daB die Punkte ¢£? einem
analogen Beriithrungsproblem gentigen.

Zur Vereinfachung der Gleichung (1) kann man insbesondere ;, = o annehmen, d. h.
unter den ¢ die Nullpunkte der Funktion ©, (¢, f du,) verstehen. Dadurch wiirde volle

Analogie mit der Glelchung (13) § 6 hergestellt und eine Beziehung zu den frither ein-
gefiihrten Punkten «® und zu den weiteren Schnittpunkten der Tangente von p. gewonnen
sein. Einfacher erreicht man dies, indem man die Funktion @, durch die 8* Potenz der
Funktion O ersetzt wie in § 4. Die Gleichung (1) wird dadurch:

n 9
K« Oy (g1 [ dup—wy) - [0 (g1 [ dup)]’
(3) ﬁ ‘/(;.)dl_‘[qﬂ:log : 9 ] : o y‘
& 0, (71 f duy,—wy) - [0 (¢ f d )]
# “

Ist der Index 7 bei den Punkten o gréBer als p, so ist er mod p zu reduzieren, wie in
Gleichung (11) § 6. Setzt man fur n und 9 nacheinander die Schnittpunkte einer Kurve
Y — Ay = o und einer Kurve y = o ein, so erhilt man X verschiedene Gleichungen, aus
denen in bekannter Weise (vgl. oben § 6) eine Gleichung vom Grade X abgeleitet werden
kann, deren Wurzeln die Werte einer algebraischen Funktion in den gesuchten X Punkten
gibt.

Zeichnet man in vorstehenden Gleichungen statt des Index 1 bei ¢, einen andern Index
aus (und dndert die Werte der in ®; eingehenden Konstanten entsprechend), so ergeben
sich entsprechende Gleichungen (je vom Grade X)) fiir die Stellen, in denen eine Beriihrung
von der Ordnung ¢, — 1, ¢g3— I, ... ¢, — I moglich ist.

Denken wir uns eine dieser Gleichungen geldst und einen Punkt y, entsprechend be-
stimmt. Alle Kurven des gegebenen Systems, welche die Grundkurve in 3, von der Ordnung
g1 — 1 beriihren, bilden ein System mit ¢y + ¢5... + ¢,— © Parametern; in ihm gibt
es also !

F=(gs— 1) ¢5...0:0(p—1)...(p—7+2)

Kurven, welche die Grundkurven in © — 1 weiteren Punkten bzw. von der Ordnung ¢, — 2,
gs— I, ...q,— 1 berithren. Unter diesen I' Kurven muB es aber eine geben, deren Berith-



33

rung an der betr. Stelle von der Ordnung ¢, — 1 (statt g, — 2) ist; d. h. es miissen zwei der
1" Kurven einander unendlich benachbart sein. Die Gleichung vom Grade I, durch welche
die I' Kurven bestimmt werden, hat somit eine Doppelwurzel, die rational bekannt ist, d. h.
sich rational durch die Koeffizienten der Gleichung 1" Grades und folglich rational durch
Waurzeln der Gleichung X' Grades ausdriicken 148t.

Man braucht nur eine der zu bildenden t Gleichungen K%*" Grades zu
lésen; durch die Wurzeln derselben lassen sich die Wurzeln der anderen
t—1 Gleichungen rational ausdriicken.

§ 12, Eine Verallgemeinerung des Problems der Teilung.

Die vorstehend gewonnenen Resultate vereinfachen sich (durch Reduktion der betr.
Gleichungen), falls T = p ist und die Zahlen ¢; einen gemeinsamen Teiler » zulassen. Neh-
men wir wieder an, da3 die Zahlen ¢; in Gruppen zu je %; einander gleich seien, ersetzen ¢;
durch ¢; - » (¢ =1, 2, . .. 6) und sind p — Z»; Zahlen gleich r, so kénnen die beiden Seiten
der p Gleichungen des Umkehrproblems je mit 7 dividiert werden, wenn man rechts zuvor
ganze Vielfache der Perioden hinzufiigt. So entstehen die p Gleichungen:

% y(lk) %3 y(2k) ¥g yz(rk) p—Z¥; z(k) I I
(I) 71 Zfd”h‘l‘%zfd”h'l"---+902fduh+ 5. fd”h="7’h+‘Ph»
1 n 1 n 1 u k=1 n r r
RI=10  i3 e A

Es gibt 72" wesentlich verschiedene Systeme von Perioden P, ; jedem solchen Systeme ent-
spricht eine Lésung der Gleichungen (1). Nach § 11 gibt es aber im ganzen »%? - X Lésungen,
falls gesetzt wird:

(2) K=q$mq§m.”qiua.P(p_I)...(p—zxi._*_I).

x !l ngl. %!

Die Punkte, in denen eine Beriihrung von der Ordnung » ¢g,— 1 stattfinden kann, sind nach
§ 10 die Nullpunkte einer Funktion

b 1 I g
CH (QQfduh_;vh_rPh'éh_l_ C;(f)), wo
® 3

Andererseits kann man die SchluBweise von § 10 direkt (d. h. vor Division mit ») anwenden,
und dann ist die Zahl der Lésungen gleich

2 2 %y > 2 2p—2Xw; , ?(ﬁ—l)...3.2.l
Y (nry ™ (g 7)™ ... (gp7) "er i N D
diese Zahl ist in der Tat gleich »2? - K. Geht man von diesem Ansatze aus, so miissen die-
jenigen Punkte, in denen eine Berithrung von der Ordnung 7g,— 1 stattfinden kann, als
Nullpunkte der Funktion

Miinchen Ak.Abh. 1933 (Lindemann) 5
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(s) 0.(r¢, [ drn—vn+ bn + C1?)
2 :
erscheinen, wobei:

Sl p—2K}fQ . C’(lg)= z}({?i_ 1) % Sela Ry Exl)—-(rg@— I)/é
3
7o p—1

= (7"; )k, + b I)Xi—’@g— 0] 4.

Diese Nullpunkte sind also dieselben, fiir welche das Produkt aller »2° Funktionen (3) ver-
schwindet. Ersetzt man in (5) das Integral

(6) fduh durch fa’uh—{—thTt]/—I—l—Zp.l i

so dndert smh die Funktion um einen Exponentialfaktor eV, wo

U=cergy(SpMi+7rg, 2 2w ay,
und zur Abkurzung i, - e

Mh'_ 790 f duh

e g I)]] A

Um den gleichen Faktor (wenn man ‘nur Mh durch Mh—ZP(‘) ersetzt) dndert sich auch
bei der Substitution (6) das Produkt der »*” Funktionen (3). Hieraus folgt, dal die Funk-
tion (5) bis auf einen Exponentxalfaktor gleich dem Produkte der »? Fak-

toren ist, welche aus (3) entstehen, wenn man fir - Ph alle wesentlich

voneinander verschiedenen Perlodensysteme einsetzt.

Den Gleichungen, von deren Losung das in (1) aufgestellte Problem abhingt, kommen
alle die Eigenschaften zu, welche aus der Theorie der Teilung der Abelschen Funktionen
bekannt sind; inshesondere gelten folgende Sitze: .

Diejenigen adjungierten Kurven, eines von Zx; (#¢;— 1) Parametern abhangenden Sy-
stems, welche die Grundkurve in %, Punkten von der Ordnung »¢, — 1, ... in %, Punkte
von der Oranung 7q¢s— 1 und in p —X%; Punkten von der Ordnung »-—1 beriihren,
werden bestimmt durch eine Gleichung vom Grade #%*, sodann durch 72’ Gleichungen
vom Grade X, ferner durch X Gleichungen, die bzw. von den Graden %, %,. . . %, sind.
Die erste Gleichung am Grade 7% ist eine Abelsche Gleichung; ihre Wurzeln lassen sich
rational durch eine von ihnen und eine Wurzel einer Gleichung vom Grade »2” — 1 aus-
driicken, welche letztere wieder auf Hllfsglelchungen von den Graden

v2p—-—1 yip—t
L S
T
zurlickzufithren sind, wenn 7 sich in der Form v{*, vj* ... durch die Primzahlen vy,

Vg, . . . ausdriicken 1if}t. Ausgezeichnet ist der Fall » = 2, in welchem die Gleichung vom
Grade 22 in zwei Gleichungen bzw.vom Grade 27! (2P — 1) und 2? ' (2” + 1) zerfillt, und
sich die Wurzeln der letzteren Gleichung durch die Wurzeln der ersteren rational ausdriicken
lassen.l

1 Vgl. Clebsch und Gordan, a.a. O. S, 231 ff.
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Fiir die so bestimmten berithrenden Kurven gelten analoge Sitze, wie sie Clebsch? fiir

den Fall des gewdhnlichen Teilungsproblems aufgestellt hat, z.'B.: Jedesmal, wenn die
Gleichungen

I py 1 1 peo I pn
SER - PRau PO B

bestehen, so kann man durch die Berithrungspunkte der zu den Perioden PJ’, ... P{

gehérigen Kurven eine adjungierte Kurve 7' Ordnung legen, welche die festen Punkte

des gegebenen Systems enthilt und die Grundkurve in 7%, Punkten von der Ordnung ¢, —1,
.., in 7%, Punkten von der Ordnung ¢,7—1 beriihrt.

§ 13. Adjungierte Kurven der Ordnung n— 3, welche die Grundkurve in mehreren
Punkten von verschiedener Ordnung beriihren.

Bisher wurden Systeme von adjungierten Kurven %" Ordnung betrachtet, von deren
Schnittpunkten mit der Grundkurve p durch die {ibrigen bestimmt sind. Das ist nicht der
Fall, wenn m < 2 — 3 ist. Wenn auch fiir 7 > 7 — 3 weniger als p Punkte durch die
tibrigen bestimmt sind, so kann man bekanntlich das gleiche Schnittpunktsystem stets auch
durch Kurven (7 — 3)*" Ordnung auf der Grundkurve anschneiden. Im folgenden wird
angenommen, dal p — p Schnittpunkte durch die iibrigen bestimmt sind;
dann hat das Kurvensystem p -+~ ¢ — p — 1 verinderliche Schnittpunkte mit der Grund-
kurve gemein, wenn es von ¢ — 1 Parametern abhingt und p-— ¢ -+ p — 1 feste Schnitt-
punkte. Bedeuten £ diese letzteren Schnittpunkte, so ist (2 p — 2 = Gesamtzahl der
Schnittpunkte) nach dem Abelschen Theoreme:

p+g—o—1 = p—g+e—1 D p—1  pd

(D) 3 [ du+ = fduh___zz‘ [ du, =,

i=1 10 i=1 pu

wenn B® die p — 1 Beriihrungspunkte irgendeiner Kurve (7 — 3)'" Ordnung bezeichnen.
Diese stehen bekanntlich zu den Punkten «® (Beriihrungspunkte der zu p. gehérigen Kurve

[ — 2]'**" Ordnung) in der Bezichung:
a(®) p—1  pd
(2 2 3 [ du=2 3 [du,=uv,

i=1 pn i=1 u
Sind 2? . . . % ganz beliebige Punkte, so verschwindet bekanntlich die Funktion
x (D)
( O([duy,—3 [ duw) fir x = 20,29, ... und @
3 h e h
“ alt

d.h. es besteht die Gleichung

1 Vgl. Crelles Journal Bd. 63 und Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie Bd. 1
S. 839 ff., 1876,
h*
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p—1 xd
@) e(= f du, + f duy) = o identisch fiir alle p—1 Punkte 2.

i=1 (@
Liegen aber die p Punkte £ auf einer Kurve (z — 3)**" Ordnung, so sagt das Verschwin-
den der Funktion (3) nichts aus, denndas Argument ist, wenn 2D 2@ dje weiteren p—2
Schnittpunkte bezeichnen, gleich

p D p—2 x(p+D
(5) fd”h f dupy= 2 f d”h‘*‘f d”h’l"f duy,
i=1 (i) i=p+1 4D ap+1)

d. h. von der Form des Argumentes der Funktion (3); letztere kann also nicht zur Bestim-
mung der iibrigen p Punkte dienen, wenn p — 2 Punkte gegeben sind. Nach dem Vorgange
von Clebsch und Gordan?! umgeht man die Schwierigkeit durch Einfilhrung eines will-
kiirlichen Punktes v oder mehrerer solcher Punkte.

Um nach Analogie zu dem Ansatze in § 5 zu verfahren, lassen wir ¢ — 1 von den freien
p 4+ ¢ — p — 1 Punkten in eine willkiirliche Stelle ¢ fallen.

Dann ist nach dem Abelschen Theorem

p—eo xM Q o

(6) > duh—{—(q—-—l)fduh— 3 [ duy=wvy,

i=1p i=1pn

wo 99 die Q = p -+ ¢ — p — 1 freien Schnittpunkte einer beliebigen Kurve bezeichnen.
Fiigt man auf beiden Seiten die auf p willkiirliche Punkte n® beziiglichen Integrale (die
durch cin p-faches Integral ersetzt werden mégen) hinzu, so entstehen die p Gleichungen

p—e x(®

(7) > fd”h+(?—1)fd”h+9fd”h—Uh"l‘Pfd”h

i=1u

Die p — p Punkte #® und der pfach zihlende Punkt y geniigen also der Gleichung

x n t
(®) @(fd”h_vh_Pfd”h"‘(9'—1>fd”h+éh)=0,
I 1 "

die an Stelle von (4) § 5 tritt. Soll nun einer der p — p Punkte # mit # zusammenfallen
und dadurch eine Beriihrung der Ordnung ¢ — 1 ermdglichen, so entsteht die Gleichung:

& 7
(9) ) (9] dY{/l_Z”l—pj du,+ &) = o.

Es gibt wieder ¢%p Losungen ¥@, die den p Gleichungen

¢p  y®
(10) 21 J @ = qw—~)+ ¢ ’éh+991 duy,

1= lt
geniigen. Da die Losungen unabhingig von dem vollig willkiirlichen Punkte % sein miissen,
so folgt, daB3 ¢p von den Punkten ¥ sich mit dem Punkte v verelmgen Die Anzahlder

1 Vgl a.a. 0. §60 Vgl auch Riemann, Uber das Verschwinden der ®-Funktion, Crelles ]ournal
Bd. 65, 1865; Ges. Werke S. 198. Die Einfithrung des willkiirlichen Punktes » bedingt das Verschwinden
der Differentialquotienten der ®-Funktion,
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adjungierten Kurven, von deren Schnittpunkten p-—p durch die iibrigen
bestimmt sind, und welche die Grundkurve in einem Punkte von der Ord-
nung ¢—1 berthren, ist daher gleich ¢%p—qgp.

Nach einer bekannten Formel® ist diese Anzahl gleich ¢ [# + (¢ — 1) (p — 1)], wenn
M dic Zahl der beweglichen Schnittpunkte des gegebenen Systems bedeutet. Bei uns ist
M=p+ g—p—1, wodurch in der Tat M + (g — 1) (p — 1) = ¢p — p wird.

Sollen an zwei Stellen Berithrungen von der Ordnung ¢; — 1 bzw. ¢, — I stattfinden,
so ist die Zahl der beweglichen Schnittpunkte gleich Q@ = ¢; + ¢, + p — p — 2. Bezeichnet
¥? einen der Berithrungspunkte (g, —1)%*" Ordnung und # einen beliebig als Beriihrungs-
punkt (g,—2)'" Ordnung gewihlten Punkt, sind ferner " die einfachen Schnittpunkte
der dem Index ! entsprechenden Kurven, so ist analog zu (2) § 7:

(l) p—o—1 z(hh) Q
(II) g1 ‘/‘duh-’-(g'z—'l)fduh'*‘ 2 fdﬂh—zde{)L~Uh

=1 pu R=1pn

fir i =1,2...(¢ip—q¢10).- Die Punkte ¥{’ sind also nach (9) unter den Nullpunkten der
Funktion

Y i %
(12) O (] din—o+ bt (u—1) [ din—p [ dua)
#© un I

enthalten, wenn wieder 4 einen willkiirlichen Punkt bezeichnet, und sie geniigen (indem das

auf 7 bezligliche Integral sich beiderseits forthebt) den p Gleichungen
dp—ae )

(13) = fd”h_91 17’11—(42—1)f d”h}—i—khQI(QI"—I)

i=1 I3

Summiert man die Gleichungen (11) nach dem Index #, so folgt:
qu oA g1 (bR
(14) 2 2 f duy,= g, [91 =— 1)""9] [”h—(gz"‘ 1) f d”h _‘99 -

i=1

Um die Punkte z als Nullpunkte einer Funktion ©4 darzustellen, mufl man ihre Anzahl
durch Hinzufiigen willkiirlicher Punkte so erginzen, dafl sie gleich 8p wird, wobet 3 gleich
dem Faktor von vy, in (14) zu nehmen ist:

(15) 0 =lgy 71— 1)—0]

Die Anzahl der Punkte z ist gleich (¢} p — g10) (p—p— 1) = ¢ p2— g1 pp— (p -+ 1)~
(g1 p—¢q10). Ist M die Anzahl der fehlenden Punkte, so muf} also

Sp=q:les (p—1)—pl=M + i p*—q1pp—(p+ 1) (g1 p—719) sein
oder M = o (¢, p—p—1) ¢1- Auf beiden Seiten der Gleichung (14) ist somit das Glied
1 .
M f du;, hinzuzufiigen. Die Punkte 2" sind folglich unter den 8p Nullpunkten der Funktion

1 Vgl. z. B. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie, Bd. 1, S. 1, S. 469, erste Auflage.
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(16) ®d(fduh ”h'*‘@z—l)fa’%q—PS 91(?1P_P~1)fd”h
Iz

Iz
e + i (p—2)—pq] A1)

enthalten, wo 8 durch (15) gegeben ist. Fiir einen der gesuchten Berithrungspunkte y, muf3
wieder x = ¢ werden; sie sind also unter den Nullpunkten der Funktion

X n !
(17) ®6(q2fd”h'—vh—'98—1gl (glﬁ—P—I)fd”h"f‘ 375 [9?‘*‘73(?_2)_9?1] 'éh)
w u ;

enthalten und gentigen nach § 3 den p Relationen:

o) "
(18) X [ dup=q.3v,— g2 [0 + 65 (p—2)—p i) kn+ 03 3 8+ 09291 (g1 £ —p—1) [ du,
I3 "

Wegen der Willkiirlichkeit des Punktes n miissen wieder pg,¢, (g1p—p—1) Nullpunkte
der Funktion (17) mit % zusammenfallen. Die Anzahl der brauchbaren Ldsungen ist daher
gleich

(19)  ¢38p—pq1920 (r—e—1) = qigsp (p—1)—02 7192 (91-+ 92 +¢ (o + 1) 142

Dies ist die Anzahl derjenigen adjungierten Kurven (#—3)'" Ordnung
eines Systems mit ¢4 + g3+ p-—p—2 beweglichen Schnittpunkten, welche
die Grundkurve in zwei Punkten bzw. von der Ordnung ¢;—1 und ¢,—1I
berihren.

Sollen héhere Berithrungen an drei Stellen stattfinden, so verfahren wir analog zu
§ 8. Nimmt man eine Kurve des Systems, welche die Grundkurve an einem beliebigen
Punkte # von der Ordnung ¢4 — 1 berthrt und auBlerdem an zwei Stellen bzw. von der
Ordnung ¢,— 1 und ¢, — 1, so geniigen ihre weiteren Schnittpunkte z den p Glei-
chungen
o NO NO S —

(20) %/ d”h+72f d”h"‘@s—‘l)f dup+ 2 f dupy=2 f dup= v,

k=1 pn h=1p

fir £ =1, 2, ... R, wenn Rdie in (19) gegebene Zahl bezeichnet und wenn wieder 9% die
Q= ¢y, + g3 + g5 + p — p — 3 Schnittpunkte einer beliebigen fest gewihlten Kurve des
Systems bezeichnen. Nach (18) befriedigen die Punkte »{°, nachdem beiderseits das von 7
abhingige Integral gestrichen ist, die p Gleichungen:
x of

(21) '21 f duy= g;98 ['Uh— (gs— 1) f d”h] U8 [71 + ¢ (Z’—z)—P%] &+ st'éh,

i=1p
wo R durch (19) und 3 durch (15) gegeben ist. Eine analoge Gleichung, bei der § durch &’
ersetzt sein moge, besteht fiir die Punkte ¥{?, wenn man ¢; mit ¢, vertauscht. Summiert
man also die Gleichungen (20) nach dem Index 7, so ergibt sich:
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z(l' h) t R Brs
2 Zf duy= (R"‘923—{71 8’) [”h (93"— I)f d“h] i C s
" i

WO

C=4qig} (g1t g2+ 2p—4)—pg192 (435 + 4}
2_9192(P 2)(?1+92—2)+PQ192(Q1 91+9§_92)-

Um diese Punkte z als Nullpunkte ciner Funktion 0, darzustellen, ‘muB e gleich dem

Faktor von v, + (1 — q3) f du;, gesetzt werden, also:
un

(23) e = R—gi8—g¥ =gigt (p—) (P—z) — 192 (p— I) (G149 0+ n172 0 (9 + 1),

Ferner miissen links und rechts entsprechende Integrale, die sich auf einen willkiirlichen
]

Punkt beziehen, hinzugefiigt werden oder statt dieser ein mehrfaches Integral 47 - f duy,.

"

Es ist ¢ die Zahl der Nullpunkte von ©,, also

ep=M+ R(p—p—2)=Rp—(335+418)p,

und hieraus

(24) M=08iqip(p—1)—0¢19:0(q1+92) 0+ 1) +p¢192 (6 + 1) (o - 2).

Die Punkte z sind dann enthalten unter den Nullpunkten der Funktion
. : i . e 1 ! 1
(25) 0. (f duyy—uv,+ (gs—1) [ duy—e ' M [ duy+ 1 C- &)
# Iz “

Ein dritter Beriihrungspunkt, und zwar von der Ordnung ¢g3—1, tritt ein, falls x = # wird,
d. h. fiir dicjenigen Nullpunkte der Funktion

» x g .
(26) ' ®e(g3fduh—vh-—-e“1Mf du, < 1C- &),
" o

welche nicht mit zusarhhiehfa]len. ‘Die Zahl derselben ist gleich Z;, wenn:

Zy=cqip—as M =qigi0;- f(ﬁ'—‘i)'(ﬁ—z)-—pqlqwa-(91q2+qlqa+qz.q3)¢(ﬁ_—l)
+P?19293"_(91+92f‘"93).(9.+I)P—Pg192?3<9+1)(9+2)-

Fahrt man in d1eser Weise fort zu schlxeBen, so kommt man zu folgendem allgemeinen
Satze:’ 5

Es sei ein System von zur Grundkurve adjungierten Kurve gegeben, welche die Grund-
kurve in ¢,-+¢s ...+ ¢,+p—p—r beweglichen Punkten schneiden, von denen p —p
durch die iibrigen bestimmt sind. In demselben gibt es Z, Kurven, welche die Grundkurve
in 7 Punkten bzw. von der Ordnung ¢; — 1, g,— 1, ... g, — I beriihren, wobei die Zahlen
71, 75 - - - ¢, voneinander verschieden seien, wobei ferner: ‘
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Gl e s e (o DD ) ()
—e1q2-- - fp(P—1) ... —7+ 2020102 - Geus
=+ DpP—1)...0—7+3)Zq192. .. Frs
+ D+ De+2)...(p+T—2)pZq
+ (D" e+ +2)...6+r—1)
=418 .. gt p(Pp—1)...(p—7T+ 1)

—1

— @192 g Z(—pe D). .o+ Dp(p—1)...(p—T+ i+ 2)ZTq105- - Fei-

i=0
Dabei ist mit Z¢,¢, . . . ¢; in bekannter Weise die Summe aller Produkte bezeichnet, die
aus den © Zahlen ¢; zu je 7 Faktoren gebildet werden konnen.

Die Punkte, in denen eine Beriihrung der Ordnung ¢, — 1 stattfindet, geniigen der
Gleichung

X N
(28) 0. (¢ f dwy— v+ C k4 M [ duy) = o,
H "

wo 7 einen willkiirlichen Punkt bezeichnet, mit dem eine M-fach auszumerzende Losung
zusammenfillt. Hierbei ist:

8 =a105 - 0t 1Py G (P=D)(p—2)...(p—7 +1)

i=7—3

(@83)  —q1 e 22D oA 40
oS D et ) Sy g g ) b (R — 2

G gl g g e (s (e Tk D2(gi——¢+1)
1—4

(28b) —91---qr—1qr+1-.-qt[{]{(—l)"p- et (=2} (=2
B — 90 Ga  Gr—1Trr1 o Femi—g) o+ D). .+ —3) Tt —a)]

T—2 ;
I RO e e [%‘(l,(— G L HE S B G e  E N
cGre e Gr—1Grr e Fe—ial oG+ 1. e+ T—T1)]

Zwischen diesen Zahlen besteht die Relation 3,,47p =Z,4¢,M,.3,,. Den Beweis liefert
man, indem man voraussetzt, der Satz sei richtig fiir T — 1 und ihn dann fiir © daraus
ableitet.

Wir nehmen also an, dall der Satz fiir t— 1 Berithrungspunkte bewiesen ist und sich auf
Berithrungen von den Ordnungen ¢;—1, ¢5—1,...¢,_,—1 bezieht, wozu das durch
die p Gleichungen

y(li) ugi) yg)—l Pp—o—wtl z(i’k)

(29) 91fdun+92fd”h+--- ‘i‘?r—lfd”h'i‘ o fd”n‘—‘vh
m 1 "

k=1 u
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gegebene Umkehrproblem gehort. Nach Voraussetzung ist die Zahl der Losungen
gleich

Z,_1=g§qg...q?_1p(p—-l) (p—2). s (P f2)

—3
(30) — 19 .gf_lifo —'el+D)...0+Dp(p—3)...(0—+i+3) 192 .- Goi s
— (D91 g e+ 1)...(0+v—2),

so daB der Index 7 in (29) die Werte 1, 2,...Z,_, annehmen kann. Die Punkte »{?, in
denen eine Beriihrung der Ordnung ¢,— 1 stattfinden kann, geniigen den p Gleichungen:

(i)
Zrg Yy

(3 I) 2‘1 f duh = rs 8r, —1 (ﬂh — e kh) + 93 81', —1 ’éh
i=1 u

-

und sind die Nullpunkte einer Funktion

X 7
(32> ®6,.’ s (71' f duh —u,} (B éh s Mr, 1 f d”h):
n n

deren weitere M, . Nullpunkte mit dem willkiirlichen Punkte v zusammenfallen. Der
Index » kann die Werte 1,2,...7—1 annchmen. Durch Addition der Z,_; Gleichungen
(31) und Beniitzung von (29) findet man fiir die Z_; (p —p—= +1) Punkte 2 die Be-
dingungen

i, k) —1
(33) 2 %' f duy=2_,v,— 21[93 8r, (= At &) + ?g 8r, —1 'éh]'
1 " r=
Den Faktor von v, bezeichnen wir aus sogleich ersichtlich werdenden Griinden mit

3. alsos
71

(34) 81’, = Zt—l — Zlqi 81‘, —1
r=

und hierin ist

28 u=0—04dg...at 1 (p—1(p—2)...(p—7+ 2)

o) —qlqz.--qr_lg[(—‘l)"(f—i—‘Z)P(p+1)---(9+2') (p—0)...(0—7434+9-

» Zody- il 1=al— C— 1 giing plob)lss(ps—3) Bas
Die Gleichung (33) wird somit

z(ir h)
(36) Z 2 f duh = Sr, t Un + [2 qi 8r, —1 C(r’ D 2 gg 81', r—l] éh'
I

Die Punkte z sind folglich unter den Nullpunkten einer Funktion ®, enthalten, wenn
8 durch 3, , ersetzt wird, und wenn die Zahl Z_, (p-—p—=-+1) durch Hinzufiigen

T, T

eines JM/-fach zéhlenden willkiirlichen Punktes 4 zu p - 3, , ergéinzt wird; es ist also:

(37) M=81,t'p_zr—1'(p_9_f+l)’

Miinchen Ak. Abh.1933 (Lindemann) 6
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und dieser Wert stimmt mit den oben in (28b) angegebenen Werten {iberein, wenn man
dort » gleich = nimmt.

Nach den allgemeinen Entwicklungen in § 3 kénnen die den Gleichungen (36) ge-
niigenden Punkte " und 7 als Nullpunkte ciner Funktion

x I
Qsm(f duy—ovy, +Ky— M, [ du; A)
I3 13

betrachtet werden, denn diese Nullpunkte geniigen den Bedingungen

i) 4 7
2 2 f duh +8r,1Mr,rf duh= 81',‘r(7}h__'[{h +Mr,rf duh + 'éh>’
[d © u

die mit (36) iibereinstimmen, wenn man setzt:
(38> ST,TKh = 81,1 * 'éh_— 2, gi 8r, 71 C(r, Z= 'éh + b.J 93 81‘, —1° 'éh'
Hierin ist:

Zggsr,r—l C(r’fn—ll) = 29§3r,r—1 it—2) 93---?3—1 (o= 2)eui(ps ) (g s—a )
r r
—4

—glqg...ql_,lfo[(—l)i('r——i—-z)p(p—l—l)...(é-l—z') (p—2)...(p—7+i+2)-

22— Geidl — @1 G2 Gea (— D) o). T —3) -
- 2(gi—q1) g2

288 =41 (p—1)(p—2)...(p—3+2)-(r—1) g,
4
-—‘9192---qr_li[j(——l)l(f-—i——Z)P(M—I)---(9+i) 1 D=k 05-3)%
g Gemi) — (D) ga Gy p et ). T —3) 2
Also:

?qf Cr0g, —F @8y = 1 (B—2) . P+ D) Z(gr—1)

—4
e ﬁ‘o(— De.. o+ (p—2)...(p—7+i+2) (g1 —g1) g2 - - Feis
+(—02q1q5. . gt 1)... (p+7—3) 3 (g1 — g0

Der rechts stchende Ausdruck ist gleich— C™? 3, +38,_,, d. h. gleich dem A usdruck

der oben mit 7.3, bezeichnet wurde, wenn man » durch t ersetzt. Aus (38) folgt
somit:

(39) K=y,

und die Punkte " geniigen der Gleichung

; ; x n
(40) 93, ,(f duy—vp+ e 'éh_Mr,rf dw,) = o.
N " #
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Soll jetzt ein weiterer Berithrungspunkt von der Ordnung ¢, — 1 auftreten, so hat

t

man o, zu ersetzen durch v, — (¢,— 1) f duy, so dab in # zunédchst ein Berithrungspunkt
1

der Ordnung ¢,— 2 angenommen wird, um dann diesen Punkt mit einem der Punkte

281 zusammenfallen zu lassen (wie oben im Falle *= 2 und © = 3). Die Beriihrungs-
punkte von der Ordnung ¢,— 1 sind demnach unter den Nullpunkten der Funktion

X 7
®6T, a (qr f duh ==y 2 G ) — Mt, T f duh)
14 14

enthalten, von denen A/, . mit v zusammenfallen miissen. Thre Anzahl ist nach § 3 gleich
728, — q. M, .3, d. h. gleich dem oben in (27) angegebenen Wert Z,. Vertauscht
man in 3, ,, C,,, M, . den ersten Index T mit », so erhilt man die Angaben des oben
ausgesprochenen allgemeinen Satzes, der also damit bewiesen ist.

In der Funktion @, sind in jedem Falle die Konstanten 4 zu bestimmen, wofiir oben in
§ 4 und § 7 die nétigen Anweisungen gegeben sind. Thr Wert hat nach den Entwick-
lungen in § 3 keinen Einflufl auf die Zahl der Lsungen. Thre Berechnung kann
wesentlich vereinfacht werden, indem man den willkiirlichen Punkt % mit dem ebenfalls
willkiirlichen Punkt p zusammenfallen 148t; dann fillt in den Argumenten der Funktion
0, das Glied mit dem Faktor A/ fort. Es-ist zu beachten, daf} in den Gleichungen (28) bis
(40) die Definition der Zahlen C und M sich um den Faktor 8 von der in den Glei-
chungen (16) bis (26) benutzten Definition unterscheidet.

Sind z. B. » der Zahlen ¢, einander gleich, so ist die Zahl Z_ durch »! zu dividieren, wie
es in § 10 geschah, Haben alle Zahlen ¢; einen gemeinsamen Teiler, so ergeben sich wieder
Verallgemeinerungen des Teilungsproblems. Wir betrachten als Beispiel die adjungierten
Kurven (7 — 3)'" Ordnung, welche die Grundkurve in p — 1 Punkten berithren. Hier ist
T=p—I,p=1,¢1=¢s...= g, 1 = 2. Die Zahl der Losungen wird

o _ B R R
A .
=——2p_1§‘(—1)i(’$)2”_"+22p—1
i=0
E et e e o o )

in der Tat das bekannte Resultat.

Als zweites Beispiel betrachten wir die Doppeltangenten einer Kurve 7' Ordnung mit
d Doppelpunkten, aber ohne Riickkehrpunkte. Eine gerade Linie kann durch eine feste
Kurve (2 — 4)'* Ordnung zu einer adjungierten Kurve (2 — 3)'*' Ordnung erginzt

werden. Er ist also ¢, =¢3=2, p—p=n—2, p=§ (n—2) (n—3)—d. Da die Zahl Z,
durch 1 - 2 dividiert werden muB, so wird nach (19):
t=8p(p—1)—8p(p—nt+2)+2(p—n+2)(p—n+3)
=8p(n—3)+2(p—n+2)(p—n+3)=2[(p+m*+ 5(p—n)+6] —242.
Ist @=o0, so ergibt sich die von Jacobi zuerst aufgestellte Zahl % n(n—2) (n*—o9).

Ebenso findet man fiir die Zahl die Wendepunkte: w = 6 p - 32 — 6.

6*
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§ 14. Das Brillsche Reziprozitatsgesetz.

,»Ist ein lineares System von » - 1 Kurven {; = o gegeben und gruppiert man dieselben
zu je 7 in lineare Untersysteme und sucht die Punkte, in denen die Grundkurve von einer
Kurve eines solchen Untersystems beriihrt wird von der Ordnung 7, so kann man durch
diese Punkte eine Kurve W = o0 legen, welche die Grundkurve aulerdem nur in den festen
Punkten des Systems trifft; wendet man den gleichen ProzeB auf die so erhaltenen » 4 1
Kurve W an, so kommt man zu den gegebenen Kurven ¢ zuriick.“

Diesen Satz hat Brill als Folgerung gewisser Determinantensitze aufgestellt.! Fiir den
Fall, daB3 die Kurve ¢ = o zur Grundkurve adjungiert wird, erscheint er hier als einfache
Folge der Gleichung (4) § 5.

& ]
(1) O(f duy+ (¢g—1) [ duy— v+ &) =o,
© 7

die auf der Grundkurve eine Korrespondenz zwischen den Punkten x und y begriindet. Zu
allgemeinerer Folgerung gibt die Gleichung

x y
(2) O(g [ dwy+7 [ duy—uv,+ &)=0
" I

Veranlassung. Nach den vorstehenden Ausfithrungen ergibt sich unmittelbar das folgende
Resultat:

Es sei gegeben ein lineares System von adjungierten Kurven ¢ =o,dasvong -+ » + p—1
Parametern abhingt. Unter den Kurven des Systems, welche die Grundkurve in einem
Punkte x von der Ordnung ¢ — 1 beriihren, gibt es »2p Kurven, welche die Grundkurve je
in einem Punkte ¥ von der Ordnung » — 1 beriihren; ihre Berithrungspunkte werden durch
eine Kurve W', = o ausgeschnitten, von deren weiteren Schnittpunkten (nach dem Schema
von § 3) 7 in jeden festen Punkt des gegebenen Systems fallen, also ¢7 in den Ausgangspunkt
x, d. h. die Kurve W', = o beriihrt die Grundkurve in x von der Ordnung ¢» — 1. Ebenso
gibt es unter den Kurven ¢ = o, welche die Grundkurve in y von der Ordnung » — 1 be-
rithren, ¢2p Kurven, die noch eine Berithrung der Ordnung ¢ — 1 mit der Grundkurve in
Punkten x eingehen. Letztere werden durch eine Kurve W', = o ausgeschnitten, die in x eine
Berithrung (g7 — 1)'** Ordnung hat. Das System aller Kurven ¥, = o hat also zu festen
einfachen Punkten die »?p Punkte y, und die einzelnen Kurven dieses Systems beriihren
die Grundkurve von der Ordnung »¢ — 1 in je einem Punkte x; die Anzahl dieser Kurven

1 Vgl. Brill, Math. Annalen Bd. 4 S. 527, 1871. Ich habe auf Grund des von Cayley und Brill
aufgestellten Korrespondenzprinzipes eine andere Ableitung gegeben, dabei gleichzeitig gezeigt, daB
sich eine solche Korrespondenz (nicht jede beliebige Korrespondenz) durch eine lineo-lineare Gleichung
zwischen den Ausdriicken ¢ und ¥ darstellen 1aB3t. Vgl. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber
Geometrie, Bd. 1 S. 465 ff. (1877) und t. 2 p. 176 ff. der franzbsischen Uecbersetzung. Im AnschluB
an die oben erwihnte Arbeit von Roch und an meine obige Gleichung (2) hat Hurwitz ge-
zeigt, daB man mittels @-Funktionen auch solche Korrespondenzen behandeln kann, die sich nicht
durch eine einzige algebraische Gleichung zwischen den Punkten x und y darstellen lassen, ferner auch
Korrespondenzen, die nur auf ,singuliren® Riemannschen Flichen méglich sind: Math. Annalen
Bd. 28, 1886.
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Y = o ist gleich »242p. Wendet man auf jeden dieser Punkte x die gleiche Betrachtung

an (d. h. sucht diejenigen Kurven ¥ = o, welche in ¥ von der Ordnung » — 1 beriihren und

auBerdem in einem andern Punkte von der Ordnung ¢ — 1), so kommt man zu den ur-

spriinglichen Kurven ¢ = o zuriick. Jede der letzteren zihlt dann g-fach. Entsprechendes

gilt, wenn man » mit ¢ und x mit y vertauscht. Fiir » = 1 ergibt sich der Brillsche Satz.
Ahnliche Sitze wird man aus der allgemeineren Gleichung

x v
@5(qfduh+rfa’uh—-vh+]{h)=0
Iz "

ableiten kénnen.

Unser Beweisgang setzt tiberall nur adjungierte Kurven voraus. Wie die rein alge-
braische Behandlung zeigt, gelten die Resultate zum Teil auch fiir nichtadjungierte
Kurvensysteme. Fiir letztere kann man durch Anwendung des von Clebsch und Gordan
behandelten erweiterten Umkehrproblems! dhnliche Betrachtungen mit Hilfe der zugehs-
rigen erweiterten ©-Funktionen durchfiihren, nachdem man auch hier @-Funktionen héo-
herer Ordnung eingefiihrt hat.

1 Wie man dieses Problem nach den Riemannschen Methoden zu behandeln hat, habe ich in
Bd. 1 S. 867 ff. der Vorlesungen iiber Geometrie gezeigt.

Verbesserungen.

Seite 6 Zeile 10 v.0.: lies 2§ statt 2§V,
Scite 12 Zeile 6 v. u.: lies & statt ;.
Seite 23 Zeile 9 v.o.: Auf der linken Seite der Gleichung (1) ist hinzuzufiigen:

—s &
> [ du,

i=1 u
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