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Uber gewisse Umordnungen von Permutationen IL.*
Von Heinrich Tietze in Miinchen.

Vorgelegt am 9. Juli 1943.

§ 3. Zusammenschliisse von Verbinden.

6. Eine in ciner bestimmten Anordnung genommene echte
oder unechte Teilmenge aus der Menge aller betrachteten NV
Elemente, wie sie durch (2) (vgl. Nr. 1) dargestellt wird, moge
ein ,,Block’* heillen. Mit O werde der leere ,,Nullbock* bezeich-
net. Wird aus zwei elementfremden Blocks A, B ein neuer Block
gebildet, in dem zuerst die Elemente von 4 und dann jene von
B (jeweils in ihrer Anordnung) kommen, so werde der entstan-
dene Block mit? [4, B] oder A + B bezeichnet; im analogen
Sinn sollen Summen von mehreren Summanden sowie das
Summenzeichen 2 verwendet werden.

7. Ein Block, dessen Elemente eine einzige Linie bilden (vgl.
Nr. 1), moége als ein ,,Verband' bezeichnet werden.* Wie in
Nr. 1 betrachten wir die in cinem Block 4 enthaltenen vollstin-
digen Linien, wobei wir sie in der Reihenfolge ihrer Anfangs-
clemente angcordnet denken. Fiir jede dieser Linien bilden dann
ihre (absteigend gcordneten) Elemente einen einzigen Verband.
Diese / =/(A4) Verbiande mogen der Reihe nach mit I}, ..., V¥

bezeichnet werden. Aufler dem bereits in Nr. 2 eingefiihrten
!

,konvertierten Block® X (A) = X V[, werde noch der zu
i=1
!
A gehorige ,,Linienblock® L (4) = > V] betrachtet.
=1

* Vgl. die in der Sitzung vom 4. Juni 1943 vorgelegte gleichbetitelte Note I,
S. 131—134.

3 Vgl. Gleichung (7) in Nr.3 (in Note I).

4 Wenn ein solcher Verband 77 als Teilblock in einem anderen Block A4
enthalten ist (4 = & + V4 C, wo £ und C auch = O scin kdnnen), dann
sprechen wir von einem ,,Verband in A* (in gleicher Bedeutung wie in
Nr. 4, wo von Verbiinden nur in diesem letzteren Sinn gesprochen wurde).
Miinchen Ak. Sh, 1942 10
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Jeder in 4 vorkommende Verband gehoért natiirlich einer
einzigen vollstindigen Linie und daher einem einzigen V¥ an
und findet sich daher als (vollstindiger oder unvollstindiger)
Verband sowohl in L (4) wie in K (A4).

8. In der Folge der aus einer Permutation P aller V Elemente
abgeleiteten Permutationen

P, PLPY L P (12)

wird fir jedes v = o (gemiB Nr. 3, Gleichung (7), (8)) P¥*! aus
P? mittels des (v +1)-sten ,,Fundamental-Blocks* #¥ = F (/")
vermoge
PY = RV __}_[jv, Pv—l-l I 4 + X (F‘J)

gewonnen.® Dabei folgt aus der Definition von F = F(P)
(Nr.3), daB in P = F + H der letzte vollstindige Verband in 7
zusammen mit dem ersten in // = /A (P) niemals einen einzigen
Verband bilden kann,® dafl also v (P) = v (&) + 2 (H) und
analog

v (PY) =v(F") v () (13)
ist. )

Wir fihren die (offenbar nicht-negativen) Zahlen ein:

A= (P — I (F) = o (P — f, (10
2y =1(F")—v (K (F%) =f-—v(K (£, (135)
2y =v (H") + v (K(F)—ov (P, (16)
2=z + 2 + 2, (17)

hierbei unter f wie oben (Nr. 1) die Anzahl der Kategorien ver-
standen, auf die die Elemente aufgeteilt sind; 2. werde als die
Anzahl der Zusammenschliisse z-ter Art beim Ubergang von
P’ zu PY7' bezeichnet (2 = 1, 2, 3). Dabei sprechen wir bei
jeder vollstindigen Linie in /Y von a—1 Zusammenschliissen
erster Art, wenn dicse Linie a vollstindige Verbinde aus F°

% Statt P0) (wie in Note 1) schreiben wir jetzt P¥ (wobei £ — PY sei).

® Hicraus und aus dem am Schiufl von Nr. 7 iiber & (A1) Gesagten folgt,
dab jeder vollstindige Verband in 2 (bzw. £Y) sich als vollstindiger oder un-
Mswnugrr Verband in Pl (bzw, PV} wiederfindet, woraus wieder z (74
Z v (P) und allgemein v (PVH1) < o (PY) folgt.
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*

umfaBt; wir sprechen, wenn V7§, V¥, ... (vgl. Nr.7) dic den
vollstandigen Linien in /¥ entsprechenden Verbande sind, von
b—1 Zusammenschliissen zweiter Art jedesmal, wenn 4 in X (FV)
aufeinanderfolgende unter diesen F§ zusammen einen einzigen
vollstdndigen Verband in K (#Y) bilden; und wir sprechen von
einem ZusammenschluB3 dritter Art, wenn der letzte vollstindige
Verband in AY zusammen mit dem ersten in K (/") einen ein-
zigen Verband in P'*! bildet.? Aus (14), (15), (16), (17) folgt
somit wegen (13)
v (PVT) = o (PY) — 2"

§ 4. Aus Lage- und Platz-Nummern eines Leitelements
sich ergebende Ungleichungen.

9. Wir greifen ein Element y als ,,Leitelement’ heraus, be-
zeichnen mit YY den vollstindigen Verband in 2Y, dem y an-
gehért (und der gemidf Anm. 6 notwendig in ¥YV*! als echter
oder unechter Teil enthalten ist), und mit

TR e e L (18)
diejenigen Werte von v (die ,,Lage-Nummern‘ von y), fir
welche VY zu FY = F (P) gehért. Ist dann (in der Bezeich-
nungsweise von Nr. 7) L (FY) = XN V),

r=1
v = v, in einem der Verbiinde V% als echter oder unechter Teil
enthalten. Es sei dies etwa der Verband VV: e Aus den ,,Platz-
Nummern*

dann ist VY fir

A A et 2 (19)

und den Unterschieden
Up = Vpg1 — Vi (20)
aufeinanderfolgender Lage-Nummern lassen sich nun Ab-

schitzungen fiir gewisse unter den Anzahlen.z (PY) gewinnen

(vgl. (27), (29), (31) in Nr. 11 und 12).

10. Hierzu betrachten wir die Folge der #¥ und setzen P” in
der Gestalt an8

? In diesem Fall ist ¥ = 1, sonst = o.

8 Wir lassen dabei vorerst den trivialen Fall beiseite, daf3 PY abgeschlossen
(s. Nr.5), somit 6 = o und /¥ = PV - R ist,
10*
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G—1
PY =3 FVt* L R, (21)
=0
wobei R = RY nicht leer (R =F O)und ¢ = ¢ (v) (= 1) méglichst
groB, also so gewihlt sei, daB R entweder ein echter Teil von
FYC oder R = F¥*° ist. Es ist also

c—1

P =R L K (FV) (22)
&X=0
und
' =R+ Q, (23)

wobei Q entweder ein echter (allenfalls leerer) Teil von K (/%)
oder

Q=K F)+GC (24)
ist. Unter Beachtung von (21), (14), bzw. von (22), (15), (16) er-
halt man dann, wenn v (R) = g (ausfihrlicher: v (RY) = o (v)) ge-
setzt wird:

G—1
(P =of+p+ 3 &,
%=0
G—1
. (Pv+c) — O'f + o — 2: (Z;+1 -+ g‘é'i‘”'), <2())
4 a=0

t1. Es werde nun spezicll angenommen, dafl v = v, sei, dal}
also ¥ in Y (und dann natiirlich in X (#"), also sicher nicht in
FYT* fir o< o £ o1 vorkommt, so daB v, = v+g ist.?
Der Fall v, = v - o tritt natiirlich immer dann cin, wenn (24)
gilt, also #”*% den ganzen Block K (/) umfafit. Daher muB,
falls vy, > v + o ist, K (#¥) = Q 4 @, und dabei der Verband
YY in Q; enthalten scin. Aus /(Qy) < v (Q) S v (K(FY) £f
ergibt sich dann, daf}
G
FYetl = p (PO = F (0 +3 K (F°™)  (262)
g=1
den ganzen Block Q) und also ¥ umfassen, dal3 somit v, =
v +6 -1 sein muB. Man erhilt somit ¢ <%, < 6 41 und daher
wegen 1 Zpund v (Q;) £ f gemil (25), (26a):

2 (P 2 —1) f+1, v@WO) <o+ 1)1 (@)

® Die hier auftretende zu v = vj, gemif3 Nr. 10 gehorige Zahl ¢ = o (vp)
werde gelegentlich auch mit o), bezeichnet.
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12. Wir machen die zusitzliche Voraussetzung

A =0 firoLae<o+1. (28)
Dann ist
g .
L) ==Y V‘f-,‘, V=V,;wov=yv,2t=1¢,
A=l
i
o N O
R (F = 20 Wy ginp
21
und wenn
5:Vj,—§—...~%— Vow T =R+ S
gesetzt wird, dann ist .

v(T) =ty oder =f £,
je nachdem v, ., =v 4+ ¢ oder =v + ¢ 4+ 11ist; es ist also allemal
v (T> = lp 41 + (uh—“ G)f
Andererseits ist
v(T)=0vR) +v(S)—HundoLf+1—t—2v(S) <z,
woraus unter Beachtung von (23), (28), (26) und Anm. g sich
v (PY) 25, 2 0 (P (29)
ergibt, wenn
=T (¥) = (tp,— 1) f + (& + G — 1) (30)
gesetzt wird.1® Wird £ = 1 angenommen, und beachtet man, dal3
vyentweder =v,_; + g, _; oder =v, | + ¢,_;+ 1 (vgl. Nr.11),
also v, = v,_, -+ 6,_, und somit
] (ka—l +Uk-—1) > (ka)
ist, so ergibt sich aus (29) und der Ungleichung, die sich aus (29)
fir £ — 1 anstatt £ ergibt, dal
e 20 (P 2 %, (31)
ist. Aus (20) und (31) erhdlt man die Aussagen:
(A) Wenn o (PY) = v (P"7°h) ist, dann ist der gemein-
same Wert dicser beiden Zahlen durch (30) gegeben. Insbeson-
dere fur stationires £ ist v (P) = 7, (3) (bei beliebigem y und £).

1 Im Falle eines abgeschlossenen /7Y (vgl. Anm. 8) st vy == v 40 41
=y, w4, g = f L — 2y, v (V) =0 (PVTO) = f und die Un-
gleichungen (29) gelten mit dem Gleichheitszeichen.
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(B) Wenn fur ein Element y die gemil (30) gebildeten Zahlen
7 (3) und 7, () einander gleich ausfallen, dann gibt ihr ge-
meinsamer Wert den Wert von v (PY) fur v = v, (¥).

§ 5. Aufspaltung einer Permutation in gewisse Teilblocks und die
darauf beziiglichen Verbands-Bedingungen fiir periodische Wiederkehr.

13. Sind V7, ..., V,, die vollstindigen Verbénde eines Blocks
m
4 =23 V,, so werde — 4 definiert durch
LL-_I m
—A4=3 V1n+1———p.
=1

und fir B 4 (— A) werde auch B — A geschrieben. Es ist
— A == A oder = A, je nachdem 2 > 1 oder m = 1 ist.

14. Fir jede Zahl m 2> f definieren wir ¢, » durch
m=gf+r, oxrf (32)

und = () durch:

7 () =g (¢ + 1) fiir » = 1, ¢ ungerade, desgleichen fiir » =
Jf—1>o0,q gerade; = (m) =2 g (g -+ 1)in allen anderen Fillen
mit » > 0; ® (m) =g bzw. 2 ¢ fr r=ound f =1 bzw. f > 1.

m
15. Fiir eine Permutation 2 = 3V, mit v (#) = m voll-
w=1

stindigen Verbénden V), definieren wir die Blocks!* Cr., Dy, fiir
v 2 o durch

r

Cu =(£ Vigeiu tgazsg+ 1), (33)

Dy = i’ o 12aZy9, (34)
w=r+1

Con=Cay Dy =Dy, (35)

Cha! = Clapfir1 Sa<q, Oy =—Ch  (36)

Dyt =Dy, firt Sa Lg—1, Dyt =—D% (37

und die Permutation P‘; durch

1t Die Blocks €Y entfallen (sind durch O zu ersetzen), wenn 7 = o ist.
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q
Pl= 23 (Ciu+ D) + Cipiny (38)
K=1

wobei fiir v = o offenbar P, = P wird. Dabei ist die Folge
V2P S N L

FEE

periodisch und der kleinste Wert p, fiir den
RES =R vzo) (39)
gilt, ist gegeben durch!? o = = (#) (vgl. Nr. 14). Dabei kommt,
wenn A, u den Ungleichungen 1 A Zg+1, 1 S g ent-
sprechend, sonst jedoch beliebig, ferner die Vorzeichen y = &+ 1,
3 = 4 1 unabhingig gewihlt werden, jede Kombination
i3 C)\ + 8 D 1 (40)
in der Folge der
Cy + Dy, (v=o0,1,2,...) (41)
vor, und zwar genau einmal, wenn wir uns in (41) auf 0 <v
< 7 (m) beschranken. Und wenn C}, + D}, durch (40) ge-
geben ist, dann ist'® '}, = v C, ., oder = — v (}, je nachdem
k< g+ 1 oder = ¢ -4 1 ist.

16. Wir fragen, wann
F(PY) = Cly + DY, (42)

also = y €, + 8 C ist. Dazu erweist es sich als notwendig und
hmrmchend daB unter den vollstindigen Verbanden in vy C; +
5D, kein spiter auftretender einem fritheren dem Rang nach
von unten benachbart!® und dalB3 auch der erste vollstindige Ver-

12 Hierzu und fiir das Folgende vgl. die niheren Ausfithrungen in §6,
Nr. 63-71 der in Anm. 2 genannten Arbeit im Jahresbericht der Deutschen
Math. Vereinigung, Bd. 53, Jahrgang 1943. Man hat dabei zu beachten,
daf — CY, = €}, dann und nur dann gilt, wenn » = 1 oder o ist, sowie
— D}, = DYy dann und nur dann wenn 7 = f— 1 ist (vgl. den SchluBsatz
von Nr. 13).

13 Den Fall eines abgeschlossenen /2 = 2, (mit ¢ = 1, » = 0), wo C; und
die C,, entfallen, lassen wir hier beiscite.

1 Von zwel Verbiinden gleicher Kategorie

: (i) — [a® (1)
= [H IR aﬂ_s_H], U= [GY b Ayl
heiBt &/ dem Range nach von unten benachbart zu 7, wenn y —= 3 — s ist.

Es heiflen U, I dem Rang nach benachbart, wenn entweder &” dem T7 oder
I”dem U von unten benachbart ist.
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band von €} keinem der Verbidnde in vy C;+- 8 D, dem Rang
nach von unten benachbart ist. Man erkennt dann, daf} die Glei-
chungen (42) fiir o £ v <« (;2) und dann wegen (39) von selbst
fir jedes v gelten, wenn die C,, D, dic folgenden ,,Verbands-
Bedingungen** 8 erfiillen?®:

1) In keinem D, desgleichen in keinem €, kommen zwei ein-
ander dem Rang nach benachbarte vollstindige Verbidnde vor;
2) kein vollstindiger Verband, der in einem €, an erster oder
letzter Stelle steht, ist cinem vollstindigen Verband eines D,
dem Rang nach von unten benachbart; 3) kein vollstindiger
Verband eines D, ist einem vollstindigen Verband eincs € dem
Rang nach von unten benachbart; 4) der Block ) bzw. ecin
Block €, mit einem A >>1 enthdlt weder als ersten noch als
letzten seiner vollstindigen Verbande einen Verband, der einem
vollstindigen Verband von (., bzw. von C;_; dem Rang nach
von unten benachbart ist.

17. Nun ist das Bestehen der Gleichung 7 (P) = I/ (P,) =

Co + D, =Cy 4 Dy offenbar notwendig und hinrcichend da-
fiir, dal P' = P} gilt; und ebenso ist das Bestehen von (42) fiir
jedes v gleichbedeutend mit P¥Y=2}. Die Bedingungen ¥ sind
also sicher hinreichend dafiir, daB P¥*7™ = PV fiir jedes v > o,
daB somit P stationir (und daher finit) ist. Die Uberlegungen,
dic zur Aufstellung der Bedingungen B fiihren, zeigen aber
auch, daB, wenn diese Bedingungen nicht erfiillt sind, not-
wendig fir wenigstens ein v < © () sich v (P¥™") < v (PY) und
daher v (PT) << v (P) ergeben mufl, P also nicht finit sein
kann. Somit:

(C) Die Bedingungen ¥ von Nr. 16 sind notwendig und hin-
reichend sowohl dafiir, dall P finit, als auch dafiir, dal3 P sta-
tiondr ist, woraus zugleich ersichtlich ist, daf3 sich dic Begriffe
finit und stationdr decken.

15 Im Falle » == o (vgl. Anm. 11) verbleibt von Bedingung 1) nur der auf
die Dy, beziigliche Teil 1%, es entfallen die Bedingungen 2), 3) sowie der auf
die Cy beziigliche Teil von 1), wihrend 4) zu ersetzen ist durch: 4*) Der Block
Dy bzw. ein Block Dy mit @ > 1 enthilt weder als ersten noch als letzten
seiner vollstindigen Verbinde einen Verband, der einem vollstindigen Ver-
band von D, bzw. von D, _; dem Rang nach von unten benachbart ist.
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18. Die genannten Uberlegungen zeigen aber auch, daB aus
dem Bestehen der Gleichungen

v (PY) =9 (PY) fir o Sv<<w(m) (43)

(wo m = v (P)) das Erfiilltsein der Verbands-Bedingungen 8
folgt. Wegen m = v (P) und v (P¥"") <o (PY) ist aber (43)
gleichbedeutend mit

v (P?) =wv(P) firp=rn(v(P)) (44)
sodal} wir sagen koénnen:

(D) Aus (44) folgt, dafl P stationdr ist.

§ 6. Das Auftreten eines Leitelements in den Fundamentalblocks Fv
einer stationdren Permutation.

19. Fur den Fall einer stationdren Permutation P sollen die
gemifl Nr. 15 definierten Blocks C},, D%, (v = 0) einfacher mit
C2, DY bezeichnet werden und es gelten dann wegen P) = P’
fiir die €y, Dy, PY dieselben Gleichungen, die fir die €7, D3,,
P? durch (38) und (42) gegeben sind. Wir wollen nun ein Ele-
ment ¥ (als Leitelement) betrachten, das in /7 = F (P) = C; -+ D,
auftritt, und wir fragen, in welchen ¥ = F (PY) = C} + D) das
Element 3 wicderkehrt, '8 Dabei wird zu unterscheiden sein, ob
yin C; oder in Dy auftritt, ob also die Platz-Nummer £, (vgl. (19).
Nr. 9), dic dem Elementyin /= L (F)zukommt, < 7 oder > 7 ist,

20. Im ersten Fall erkennt man aus (36), daB v = ¢ + 1 der
kleinste Wert v > o ist, fur welchen £ das Element y wieder
enthilt, und zwar wegen F17! = F (P11 = CI*! + DI+ und 17
Crt = — (C; mit der Platz-Nummer # =7 + 1 —# Im zweiten
Fall erkennt man aus (37), dal v = ¢ der kleinste Wert v > o ist,
fiir welchen #¥ das Element y wieder enthilt, und zwar wegen
F1=F (P") = C,.; — Dy mit der Platz-Nummer #, =/ + » +
-+ 1 — #. Daraus ergibt sich:

16 Dal} P stationir ist, hat zur Folge (vgl. die in § 5 besprochenen Uber-

legungen), dall fiir jedes v sich L (FY) = FVund K (V) = — FY =
=-— DY — C} ergibt.
' Nebenbei ist D{+! = — Dy bzw. = -+ D;, je nachdem ¢ > 1 oder

g =1 ist.
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(E) Bei einer stationdren Permutation gehért ein Element y
zu den Blocks Cy oder zu den Blocks D, je nachdem bei zwei
aufeinander folgenden, das Element y enthaltenden Fundamen-
talblocks #¥ die Summe ¢ - #, der Platz-Nummern von ¥ sich
< f oder > f ergibt.

Ubrigens ist im ersten Fall # =v; —v, =v; = ¢ -1, im
zweiten = ¢ und daher in beiden Félleng f +7» =(u—1) f 4+ ¢+
+ #,— 1, wie schon aus (4), Nr. 12 erhellt.

§ 7. Aus dem Gang eines Leitelements ableshares
Stabilitats-Kriterium.

21. Aus der Endlichkeit der Anzahl (= N!) aller méglichen
Permutationen unserer V Elemente ergibt sich, dafl in der

Folge (12) (Nr. 8) Wiederholungen auftreten miissen, derart, dafl
PV = pP¥ und dann in periodischer Wiederkehr

PV =PY firvz>p

ist, daf3 also (12) von einer gewissen Stelle v = @ an nur mehr
stationdre Permutationen enthilt. Je nachdem dann v (P¥) = f
oder > f ist, hat man es dabei mit abgeschlossenen oder mit
stabilen Permutationen zu tun (vgl. Nr. 5, Note I) und die Aus-
gangs-Permutation P soll im ersten Fall vom ,,Q-Typus"’, im
zweiten Fall vom ,,5t-Typus‘‘ heiBen.!® Wihrend aber die ab-
geschlossenen Permutationen sofort daran kenntlich sind, dal}
von jeder Kategorie alle Elemente in einem einzigen Verband
auftreten,!? ist einer stabilen Permutation ihre Stabilitidt nicht so
unmittelbar anzusehen; und den Anlafl zu unseren Untersuchun-
gen hat gerade die Frage gegeben nach einem Kriterium dafiir,
daf} eine vorgelegte Permutation zum Sz-Typus gehort, also cin
P¥ aus der Folge (12) stabil ist; und zwar nach einem solchen
Kriterium, das allein aus der Untersuchung der Folge der
Fundamentalblocks 7V = F (P”) bzw. der zugehorigen Linien-
blocks Z (FV) eine Entscheidung ermdglicht.20

18 In der in Anm. 2 und 12 erwihnten Arbeit wird vom Fall des Gelingens
bzw. MiBlingens gesprochen (vgl. Anm. 1).

19 Der Q-Typus fithrt also zu einem in der Folge der 7V leicht erkennbaren
Endergebnis.

20 Gerade ein solches aus den Z (/V) ablesbares Kriterium kommt bei dem
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22. Ein solches Kriterium verschaffen wir uns nun durch Be-
trachtung eines Leitelements y. Vorerst beachten wir jedoch
noch Folgendes.

Die Frage, welchem Typus eine Permutation P angehort, be-
zicht sich auf dicjenigen PV der Folge (12), die stationdr sind,
so daf3 wir fiir die genannte Frage die Permutation £ durch
irgend eine spitere P¥ (die dann wieder mit P bezeichnet werden
kann) aus der Folge (12) ersetzen und diese Permutation von
vorneherein als stationidr voraussetzen kénnen. Nun treten beim
Ubergang von FY¥ zu L (#Y) die Zusammenschlilsse erster Art
unmittelbar in Erscheinung und es ist 2" (und dann auch P) ge-
wil nicht stationir, wenn nicht 2z} = o ist. Wir wollen also vor-
aussetzen, es sei z] = o fiir alle jene Werte v = o, bis zu denen
wir die Betrachtungen fihren werden.

23. Weiters nehmen wir irgend ein Element y, das etwa flr
v=v, , (£=1)in F¥ (P) = F’ vorkommt, als Leitelement 2!
und bestimmen die Lage-Nummer v = v, (vgl. Nr. 9) des nich-
sten sowie die Lage-Nummer v =v,_, des iibernidchsten Funda-
mentalblocks 7Y, der y enthilt, sowie auBerdem die zugehorigen
Platz-Nummern ¢,_, ¢, #,,,. Berechnen wir dann 7,_, und 7,
aus (30), dann muB bei stationirem P gemifB (A), Nr. 12,

Tr—1 = T (45)

allgemein
Thip—1 = Tpyp fUr jedes p =0 (46)
sein. Wir wollen also voraussetzen, dal 7, = t,__; ausfalle, da

andernfalls 2 gewi3 nicht stationir sein kann. GeméiB Satz (B),
Nr. 12, ist dann =, = v (P) (im Falle cines stationdren P also

Spiel in Frage, das in Anm. 1 (Note 1) erwithnt wurde, da hier nur die Z (#V),
nicht aber die vollstindigen Permutationen (12) in Erscheinung treten. An
Hand der PV selbst wiirde es ja geniigen, PV bis zum Werte v = V/ zu bil-
den und von der (notwendig stationiren) Permutation PN/ festzustellen, ob
sie abgeschlossen oder stabil ist, — bei einigermaBen grofiem /V freilich ein
praktisch unausfithrbares Verfahren,

21 Es wird sich weiterhin zeigen, daB nur die Differenzen (20) eine Rolle
spiclen, daB man also mit der Numerierung der Fundamentalblocks an
irgend einer Stelle, wo y auftritt, neu (und mit beliebiger Anfangsnummer v)
beginnen kénnte. .
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auch gleich dem Wert von v (P) = ). Dem entsprechend setzen
wir gemal (32) 7, = ¢ f +# =m und bestimmen 7 (#2) ge-
mil Nr. 14,

24, Das weitere Verfahren zielt nun darauf ab, festzustellen,
ob PVr—1 stationir ist, und stiitzt sich dabei auf Satz (D), Nr.18.
Man kann dabei das Verfahren in zwei Gestalten weiterfithren:
bei einem ersten Modus wird nur von (D) Gebrauch gemacht,
bei einem zweiten Modus aullerdem noch von Satz (E), §6.

25. Bei dem Verfahren nach dem ersten Modus bilden wir mit
dem eben errechneten = (s2) fiir 2 =4—1, £und £+ 1 die Zahlen

Vfi =V + L (m) (47>

Falls PY fir v = v,_, stationdr ist, miissen dann gemif3 § 5 die
Gleichungen PYh = P%h (b =k —1, %, £+ 1) gelten und es muB
y in jedem der drei Blocks #Y fiir v =v,_,, v;, ,.; vorkommen.
Setzt man also das Verfahren der Bildung der 7V bis zu den
Werten (47) von v fort, so kénnen wir weiterhin die Annahme
machen, daB3 ¥ in den genannten drei Blocks auftritt (und daf3
es sich dabei um drei aufeinander folgende unter denjenigen
Blocks FY handelt, dic ¥ enthalten), da andernfalls Y1 gewil}
nicht stationar ist. Unter der gemachten Annahme sind also
durch (47) drei aufeinander folgende Zahlen der Folge (18) ge-
geben — sie mégen dementsprechend auch mit
Vie—ts Vpos Vpeod

bezeichnet werden, — und mit Hilfe der zu diesen ILage-Num-
mern gehorigen Platz-Nummern Zj._, f., f4.y, 1aBt sich fest-
stellen, ob die gemil (30) gebildeten zugehdrigen Zahlen <.
und 7. cinander gleich sind. Ist dies nicht der Fall, so ist dies
gemil § 4 wieder ein Zeichen dafiir, dall PY fiir v < v,._, nicht
stationér sein kann.

Demgemil setzen wir weiterhin 7., = 7,. voraus. Analog
wie in Nr. 23 gibt dann 7. gemif Satz (B) den Wert von v ()
fir v=v,.=v, 4 = (m). Fillt nun dieser Wert verschieden von
v (P%) = m aus (und zwar dann notwendig kleiner), dann
kann Pt nicht finit, also auch nicht stationir sein. Ergeben sich
aber gleiche Werte von o (PY) fir v =1v, und v =v,, dann



Uber gewisse Umordnungen von Permutationen II 147

folgt daraus gemiB Satz (D), Nr. 18, daBl Pk stationdr ist.
Und da wir natiirlich annchmen, dal3 2V nicht abgeschlossen ist
(weil nach dem in Nr. 21 Gesagten dicse Abgeschlossenheit un-
mittelbar erkennbar wire und jede Weiterfithrung unseres Ver-
fahrens tiber 2 hinaus Uberfliissig gemacht hitte), so ist dann
die Stabilitdt von P% und die Zugehorigkeit von P zum S¢-
Typus festgestellt.??

26. An Stelle des in Nr. 25 angegebenen ersten Modus ergibt
sich beim zweiten Modus eine Fortsetzung unseres Verfahrens,
wobei auch Satz (E), Nr. 20, herangezogen wird. Unter der An-
nahme, es sei P (oder wenigstens P fiir v =v,_,) stationdr, 146t
sich nimlich gemif} Satz (E) entscheiden, ob y in den Blocks €y
oder in den Blocks D, vorkommt: das erstere oder das letztere
trifft zu, je nachdem #,_, 4 7, < f oder > f ausfillt. Aus der
gemil Nr. 23 aus 7, = 7,_, = v (P) = m bestimmten Zahl
gewinnen wir sowohl ¢ gemil (32), als = () gemiB Nr. 14.
Nun wissen wir aus Nr. 20, dal3 bei stationirer Permutation die
in einem Block €, bzw. D, enthaltenen Elemente, wenn sie in
cinem FV sich vorfinden, dann das nachste Mal in ZY"9"! bzw.,
in £V wieder auftreten. Fiir die Lage-Nummern (18) gilt also
im ersten Fall (y in einem C,)

Yeqr =V, + g+ 1,
im zweiten Fall (y in einem D)

Vptr =V, + ¢,

woraus fur die in Nr. 25 mit v,, = v, + = () bezeichnete Lage-
Nummer im ersten Fall
7 (m)

* . J
LR i 48, C)

22 An verschiedenen Stellen des in Nr, 22-25 geschilderten Verfahrens
kénnen sich die betrachteten PV als nicht-stationiir erweisen, z. B, bei Auf-
treten von Zusammenschliissen erster Art (zY > o), oder wenn <, == 75,
Tpr == Tpe—1 oder Tpx == 7, ausfillt. Die Frage, zu welchem Typus 2 gehort,
ist dann dadurch zur Entscheidung zu bringen, daB man das Verfahren
(notigenfalls mehrmals) mit einem spiiteren 7Y an Stelle von £ wiederholt
(natiirlich mit einem solchen PV, das sich nicht schon als nicht-stationir er-
wiesen hat). Man muBl dann mit einer endlichen Anzahl von Schritten zum
Ziel kommen.
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im zweiten Fall
{
= (m) (48, D)
q
folgt. Statt also, wie dies dem Modus von Nr. 25 entspricht, alle
FY durchzuzihlen und gemiB (47) von den Nummern v, (2 =
bk—1, £, A4 1) zu den um = (m) groBeren Nummern fortzu-
schreiten, kann man sich zufolge der gemachten Bemerkung nur
um die Folge jener /¥ kiimmern, in denen y auftritt; man wird
dann nur diese Teilfolge numerieren und von den drei aufein-
ander folgenden Nummern £—1, £, £-+1 zu den gemil (48, C)
bzw. (48, D) vergroBerten Nummern A% —1, 4% £* 4 1 fort-
schreiten. Die mit den Blocks FY fur v =v, (& = £*— 1, £¥,
&*-+ 1) vorzunehmenden Feststellungen sind im {ibrigen ganz
die gleichen, wie sie in Nr. 25 beschrieben wurden.?3

E* =tk +

Zusatz bei der Korrektur. BeiHerleitung von Gleichung
(26) beachte man, wenn abkiirzend
a—1
R+ N K(F)=6"" (0<a<a) (49)
80
gesetzt wird, daBo (G )+ v (K (FV79)—o (G )y = v (HV*) +
+ o (K (F*)—o (P fiir o o <6 —1 ist wie aus der
evidenten allgemeinen Formel

v(B)+v()—v(B+C)=v(A+B)+v(C+D)—

—v(A+B+C+D) (50)
G—1
fir A= ) FY*f B=(G""% C=K(F"%), D=0 folgt.
f=0+1

Gemif (16) ist also
0(67%) + o (K(FEH)—0 (=5 (51)

sund wegen ¥ = R, G¥*° = P"*7 folgt daraus

G—1

o (P =o(R)+ (v (& (F) —37).

GemilB (13) gilt also (26).

23 Wegen eines Materials von Beispielen vgl. 1. c. 12,



