Sitzungsberichte

der

mathematisch-physikalischen Klasse

der

K. B. Akademie der Wissenschaften

zu Miinchen.

Band XXXVII. Jahrgang 1907.

AN
(B
1

/
g
N

[»]
VERS

Minchen
Verlag der K. B. Akademie der Wissenschaften
1908.

in Kommission des G. Franz'schen Verlaga (J. Roth),



211

‘Flichen eines dreifach unendlichen linearen Systems,
welche mit einer gegebenmen algebraischen Raum-
kurve eine Beriihrung 3. Ordnung eingehen.

Von Dr. Franz Thalreiter.

(Bingelanfen 6. Juli.)

Die Losung des vorliegenden Problems verlangt die Eli-
mination der Parameter », 2 und g, der homogenen Variabeln
z,, &y, Ty, z,, der Difterentiale dx,, dz,, dz,, dz, der Differen-
tiale zweiter und dritter Ordnung d*x,, d*z, d*z,. d*x, und
d*z,, d*z,, d*z,, d*z, aus folgenden Gleichungen:

o4+ xy +ly+pw=0
dp + zdy + Ady + pdo =0
o +xdiy +id'y + pdPw =0
B+ xdy + id¥y + pdPw=0
f=0, df=0, &*f =0, &f=0
g=0, dg=0 d*g=0, d*¢g=0.

Mit ¢, v, 7, @ sollen ganze homogene Funktionen von
derselben Ordnung s bezeichnet werden, mit [ und g zwei
ganze homogene Funktionen nt¢r bzw. m'¢ Ordnung.

Es soll hier dieselbe Methode angewandt werden, die
Herr Professor Lindemann in der Arbeit ,Sur les courbes
d'un systéme linéaire trois fois infini qui touchent une courbe
algébrique donnée par un contact du troisitme ordre*.!) ge-

1) Cf. Bulletin de la Socié¢té Mathématique de France, Tome dixi¢me,
pag. 21.
1907. Sitzungsb. d. math.-phys. KI. 15
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geben hat.  An Stelle der Kurven des dreifach unendlich
linearen Systems treten hier Flichen, wiihrend die gegebene
Kurve, mit der eine Berithrung 3. Ordnung erreicht werden
soll, 'mit einer algebraischen Raumkurve vertauscht wird.

In der Ebene wurden zu diesem Zwecke die Punkte be-
stimmt, in denen die Beriihrung stattfinden soll, und diese
wurden als Koinzidenzpunkte einer gewissen Korrespondenz ge-
funden. Ebenso kann auch im Raume die Korrespondenz an-
gegeben werden, vermdge deren jedem Punkt z die ihn ibhm
die Raumkurve berithrende Fliche eines Biischels oder Netzes
entspricht. Die beniitaten Siitze ilber Korrespondenz in der
Ebene konnen ohne weiteres auf den Raum iibertragen werden,
wie dies Herr Brill in der Arbeit ,Zur Theorie der Elimination
und der algebraischen Kurven*') gezeigt hat.

Nimmt man Ebenen statt der Flichen des dreifach un-
endlich linearen Systems, welche mit der Raumkurve eine
Beriithrung 3. Ordnung haben sollen, so kommt man auf das
Problem von Clebsch ,Uber die Wendungsberithrebenen der
Raumkurven“,?) so dai die hier behandelte Aufgabe die allge-
meinere ist, der sich als Spezialfall die von Clebsch unter-
ordnet.

Wie in der zitierten Arbeit des Herrn Professors Linde-
mann soll zuerst cine Bertthrung von der 1. Ordnung unter-
sucht werden.

§ I. Beriihrung I. Ordnung.

Die algebraische Raumkurve soll, um symbolisch rechnen
zu konnen, als Schnitt zweier algebraischer Fliichen dargestellt
werden:

f=0 oder f"(z, %, T z,)=0
und
g=0 oder g¢g™(z, , 7 z,) =0.

Ferner sollen die Definitionen gelten:
!) Mathematische Annalen, Band 4, pag. 622.
%) Crelles Journal, Band 63.
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1
m aI,'
Es miissen zuerst die Flichen eines Biischels:

Po (%) + 1, (@) =0 (0)]

bestimmt werden, welche die Raumkurve berithren. Zu diesem
Zwecke kann man die Berthrungspunkte der verlangten Fliichen
auf der Raumkurve suchen. Diese Punkte sind durch die
Korrespondenz gegeben:

") 76| _,
P (@) @, (2)

Setzt man in dieser Gleichung y; = z; + dx;, so wird:

(2)

2 Pory e wtORileg o

} p o dz; Y, ) dx;
P (2) P, (%)

Die dz; sind bestimmt durch die Gleichungen:
fidz, + fydzy + fydzg + fidz, =0
g, dx, -+ g, dzy + g dwg+ g, dz, = 0

und ferner durch die Idenditit:

=0.

(&)

%, A%, + %y d 2y + xgdxy + 2, dz, = 0, 4)
wenn zwischen den x; die Relation besteht:
%, 8, 4 2g %y + 23Ty + 2,2, = 1.
Aus den Gleichungen (3) und (4) erhiilt man:
0dz, = f, (395 — gy %)+ 9, (fy s — #3f8) — %, (395 — 9u1y)
0dzy = f,(gyn,— gy %) — 9, (fy—Fi%3) + 2, (fs9,— 95 1))
0dzy = f, (%49, — 93 %) — 9, (4o [, — 3 %) + %, 9y [ — 1)

0z, =, (3%, — %, 93) — 1, (9, % — %, 93) + f3 (9% — 95 %,)-
15*

4%
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Diese Werte fithren wir in obiger Determinante ein und
finden:

i (Pofy=) (pfg=)|

| Po(@) 7, (%) 1 &

Setzen wir jetzt:

q’o(x) Eal ﬂ;, P (I) = ﬂ;v

f@=az, g@@)=10br,
also
(pofgx)=mn-m-s-(aabx)at="ar="lm-!

(pfgr)=m-m-s-(Babx) =" az=1b7",
so geht Gleichung (5) itber in:
[(aabx)p.—(abx)aJar=' b~ "at=1 i1 = 0.

Hier kann nun der Faktor x, =1, z, 4 », 7, + %37y + 2,7,
leicht abgespalten werden durch Anwendung der Relation:?)

Be(aabx) — x (aabp)+b.(aaxp) — a.(abx f) + alabx f)=0.
Und da a*» =0, b» =0, », =1, so wird die Gl (5):
(@bap)ar—1bm-lat=) fr=1=0.

Die gesuchten Bertihrungspunkte sind also die
Schnittpunkte der durch f=0 und g = 0 dargestellten
Raumkurve mit der Jacobischen Fliiche beziiglich der
Fliichen des Systems:

f=0, g=0, =0, ¢, =0

') Diese Formel kann leicht aus der entsprechenden fiir terniire
Formen gewonnen werden.
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§ 2. Berithrung 2. Ordnung.

Gegeben ist ein zweifach unendliches lineares System:
pt+iy+pxr=0 )

wo
p=a}, y=4p, 1=7r
und
19¢ 13y 13y
P =Sa VT som YT 5o

Die Gleichung der Fliche von der Ordnung s, welche
obigem System angehort und die Kurve f=0 und ¢ =0 in
einem Punkt z beriihrt, ist, wenn y der variable Punkt ist:

92

Fave@ + Forp)vy)+Faew)z@) =0 ()
[(aaBy)pe='ri-'a
+ (au’ya)y:"u;"‘ﬂ"—}-(aa'aﬂ)a;"ﬁ:‘ 'pJap=la’r-t=0

wobei folgende Definitionen eingefiihrt werden sollen:

oder

3)

ar=b=cr=0
und i
ar=br=cr=0.

Diese Gleichung (3) kann man auch in der Form schreiben:

@) v®» 1) 0 (U
7@ @ n@ @ 9@ ’
P3(@) W@ (@) fi(@®)  glx) =0. 1)
@) @ @) [ 9@
7@ w@ @ L@ aE@
Man hat ferner noch die Relationen:

(@) = 7,0, + 2,03 + Ty, + 2,0,

Y(@) =z, +Tyyy + Tyyy + 2y,

2®) =2, 1, + x32y + Ty 2s + T ke

o) =a,f, + 23 fy + @y fy +2,f, =0
9(@) = 2,9, + Ty 9, + 239 + 2,9, = 0.
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Setzt man nun:
y=z+2dz + d*z,

so gehen die Glieder der 1. Horizontalreihe obiger Determi-
nante iiber in:

(S—l)a;—7a3'| (s_l)ﬁ;—iﬁg" (5_1)7:_275“

(n—1)ar—2a?

dx? (m T l)a:'—za.;z:'

Wir berechnen zuerst den Ausdruck ¢®a? :
o?a? = (afgx)=(aaa'x)(abb x)ar " br=tar-rbm=". (5)
Und es ist:
L a:(abb'x) = (abl'a) —b;(abxa) + b(ab xa) — a (b » a).
Il b.(aad ) =xfaaa'b)—a.(aaxb)+ a;(aa’xb)— a;(aa xb).
Wendet man dies auf den Ausdruck (5) an, so wird, da
die Glieder mit den Faktoren a und b verschwinden:
lad, == a P b b (@' b) (ab' xa)
+ asbe(aa zb) (ab'xa) — a.b(ad xb)(ab xa)
—apn (aaa'b)(bb' xa) — a,x;(aa’ xb) (abl a) (6)
+ %2 (aad b)(abb a) + a:x; (ad xb) (abl a)
— aga (ad xb) bV xa)+ a®(aa'xa)(bb = a)].
Durch Anwendung der Formel Il geht das 1. Glied iiber in:

ar=2pr =@’ =1y B2 (aaa'b) (aaa’ x) + azby(aaxb)(aaa'b)

— azb(aad'b)(ad zb) + a;b(aaa’b)(aa’ xb)].

In diesem Ausdruck verschwindet das 1. und 2. Glied
identisch wegen a";= 0 und b = 0, das 3. und 4. Glied heben
sich mit dem zweiten und dritten des Ausdruckes (6) auf und
das 4. Glied von (6) geht durch Vertauschung von " und ¥’
in das 5. Glied iiber. Also wird:
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o’al =ar—r—2am—' b= [x2(aaa'd)(abb a)
+ a%(aa’'xb)(bb'xa) — 2a,x, (aa' xb)(ablb'a) M
—a,a (aa'zxb)(bb'xa)+ a_ x (aa'xb)(abb a)].
Diese Relation kann noch weiter vereinfacht werden;
durch Vertauschung von @ und b und indem man die halbe

Summe des alten und neuen Ausdruckes bildet, geht das letzte
Glied iber in:

ar=tr=2ar—'hm=1x (aa'xb)(abb'a)
ar=p=tar=tbm -ty (abb'a)[a,(aa’xb) —b, (ea'xa))

1
T ¥
=dar-2r=2am—'bm=1x (abb'a)[a,(aa'xb) — x (aaa'd)];

Ebenso erzielt man durch Vertauschung von a und b:
ar=tor-tam=tbm=la (aa'xb) (b xa)
=jar—tpr—tan=1hm=1(bb' xa)[a, (aa' xb) —b, (aa'xa)]
=4ar"r-2am=1pm - (bb' xa)[(a,(aa'xb) — x (aaa’D)].
Der Ausdruck (7) erhilt jetzt die Form:
otal =ar—2pn-2am-'h =1 [1x2(aaa'b)(abl a)
tat(aa' xb) (bl xa) + a x (aa' xb)(abb a)].
Fiir die 4. und 5. Kolonne der Determinante (4) pag. (5)

litit sich der Ausdruck (8) noch mehr umformen. Setzt man
zuerst a = ¢, dann kommt:

(n—1)ar=2pr=2am=Vhm—1en~1x (aa'xb)(cbl’ a)
=4 —Nar—2-2cr—2ar=1bm=tx_-(chba) [(aa'xc)ec,
—(ca'xb)a, —(aa'xc)b,]
=ln—1a-2br-2cr=2am-1b 1 x(caa’ b)(cbb'a).

Und weil noch die Gleichungen gelten:
f=0 und df =0,
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so wird schlieBlich:
0tci enmt=lar-tr—er—tam == 2(caa’ b) (chb @) (9)
Setzt man aber in (8):
a=c,
so verschwindet das 3. Glied identisch und es bleibt:
o¥c2 crt=lar" - 2am b~ 22 (c'aa'b)(c'bb'a). (10)
Multipliziert man die vier letzten Reihen der Deter-
minante (4) mit:
(s—1)(abd') (aa'xb)ar-2b2—2am—1b " "x_,
(s —1)(abb)y(aa’xb)ar—2b2=2a 1" x,,
(s —1)(abb')y(aa'xb)ar-2br—2am=1bm~1x,,
(s—1)(abd’),(aa’xb)ar—2br-2a =1 b~ 1x_,
und zieht diese Produkte von den Gliedern der 1. Reihe ab,
so werden diese:
Y(—1)(aaa'b)(abb'a)ar—2b"—2am~"b "l at—2x2,
L (s—1)(Baa'b)(Bbb'a)ar—2br=2am =1 b= g1 = 2x?,
Ye—=1D@aa'b)(ybbayar—>br—2a =1 bm—1y1 22,
n+-2s—2
6

F(m—1)(c'aa’b)(c'bb' a)ar =2hr~2am=1hm =" ¢m—2x2,

(caa'b)(cbba)ar—2r—2am—thm—Ter—2x2,

Durch diese Operationen ist der Faktor x»? vollstindig
abgespalten, und die »; kommen in den Gliedern der Deter-
minante nicht mehr vor.

Die Punkte unserer Raumkurve, in denen eine
Fliche des Biischels (1) pag. (215) eine Berithrung von
der 2. Ordnung mit ihr hat, sind ihre Schnittpunkte
mit folgender Fliche:
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s—1)b s—1)¥ (s—1)X ”7‘12;734 m—1)G |

P ¥y % h 9 l

Py Yy X 15 s — )
! Ps Yy s fs 9s

P Y, Xa fc A |

wo:
& =(aaa'b)(abba)ar—2br—2am 1o " tar?
V= (paab)(fbb' a)az—2br—2am=1bm=" -2
X=(raa'd)(ybb'a)ar—2br—2a 1o " y1—=2
Ad=(caa'b)(cbb a)ar—2br—2ar "o cr?

G =(c'aa'b)(c'bb'a)ar—2b*—a—1hm e m =2,

In dem Ausdruck (5) pag. 216 wurden zu seiner Berech-
nung die Symbole @, b der Form a? = 4" . .. in den Formeln I
und II zusammengefafit. Statt dessen kann dies auch in anderer
Weise noch geschehen. Hier soll z. B. von den Formeln:

a;(abb'x) = x.(abb'a’) — b;(abxa’) + b.(abxa’)
—a,(bb'xa’)
bi(aaa'x) = x.(aaa'b’) — az(aaxb’) + ar(aa'xl’)

—a.laa' =l

11

LVe

ausgegangen werden.

Fithrt man in analoger Weise wie vorher die Rechnung
durch, so findet man, daB die Fliche (11) von vorher jetzt
durch folgende Fliiche ersetzt wird:

=D =¥ s—1)X, -1 " TG
Ty "y X A 9
= 2
0 Y's 13 fs Ys | B
[ P Wy s fs 9s ‘

A A P2 i % |
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wo die Definitionen gelten:
Dy = (aaa’b)(abba)a —2b " tar—'hr—1at~?
Y= (Baa'b)(fbb'a’)am—2bm—2ar—"hn—1 2
Xi=@aal)(ybba)ar—2bm—2ar—1bn—1y~2
A =(caa'b)(cbb'a’)a 2bm—2ar—"n—1en—2
Gr=(caa’b)(c'bb'a’)a =2 m—2ar—1lp— 2,
Setzt man nun s=1, so geht das Flichenbiischel (1)
pag. 215 in das KEbenenbiischel iiber:
@+ Afe 4 1y =0,
und die Gleichungen (11) und (12) werden:

m=16Gyen—"F aGyrg =0

==
e 3—) Gilpyrf) —(n =1 di(pyrg) = 0.

Durch Umrechnung kann man aber zeigen, dab:

a4
4y = 3 umd G = 5
Fir den Fall s=1 sind also die beiden Fliichen (11)
und (12) identisch.

§ 3. Beriihrung 3. Ordnung.

Nach den vorausgehenden Resultaten kann man leicht
die Gleichung einer Fliche von der s'® Ordnung aufstellen,
welche dem 3fach unendlich linearen System:

p@)+ 2y @)+ Ay@) +po@) =0

angehort, und welche die Raumkurve f=10 und g = 0 in
einem gegebenen Punkt z von der 2. Ordnung berithrt. Diese
Gleichung ist bei variabeln y:
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L)1) B 1) 1 () 0 0
(s-1)b -1)¥ (s-1)X (s-1)Q '-’iz;i"d (m-1)G
P Y X1 W, f] A =0 (1)
Ps Vs X3 g fi Ys
"oy Yy Xs Wy fs 9s
E P Y N wy A A

Die GroBen &, ¥, X, 4 und G sind durch (11) pag. 219
definiert, und es sei noch:

o@) =28, Q=(aa'b)(Obb'a)ar—2r—2am 14182,

Diese Gleichung (1) wird befriedigt firy =2, y =z +dz
und y =2z + 2dz + d*z, wie man durch Anwendung der
vorausgehenden Betrachtungen sehen kann.

Nehmen wir: y =z + 3dz + 3d*z + d*x, um eine Be-
rithrung 3. Ordnung zu erzielen, so transformieren sich die
Elemente der 1. Reihe in:

3(—1)at"2a,, a, +(s—1)(s — 2)ar"%a3,

3(m—1)ar—a, a, + (n—1)(n—2)ar~3%a,, @
Sm—1)a 2a; a, + (m—1)(m—1)a»3a;3.

Multipliziert man (8) pag. 217 mit a2~* und differenziert,
so kommt:

20" %a, a, + 0*(s—2)at~3+ 2pdoal~%al, (3)
=(n—2)ar 2" h a2 (aaa’b)(abb'a)a,,
+ (m—Dar=2br-2am=2p1at~2x2(aaa'b)(abb'a)a,,
44 —2)a@r 2 tam = b ad 3w (aaab)(abb'a)a,,
+(n—2)ar—3bn-2am=" b al(aa' xb)(bb' xa)a,,
+(m—1an=2br=2am 2" at(aa xb)(bb' xa)a),,

+ §es-ar a1V ar - (aa %) (Wb xa)a,,
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+2(n—2)ar*bram-1bm " at "« (aa'x ) (abb'a)a,

+2(m-1)ay b2 2a 2t~ x (aa’'xb)(a bl a)a,

+(s—)ar 2 tar bt a2 (aa'xb)(a bb' a)a,,.

Es ist weiter:

ea, a = (acc'x)a, cr=t¢m-!
= [(acc'a)x, — (acxa)c, +(ac'xa)c, —(cc'xa)a,Jor —1em—!
wobei aber immer gilt:
c»=0 'und ¢™ = 0.

Relation (3) geht dann iber in:
20%t~%a, a,, + 0(s—2)a*3al, + 20%doaltal, (4)
=(n-2)ar=3br-2am b lat ik encm - (aaa' b)(abb'a)(acc' x)
+(m—1)ar=2hn2am=2h =t @ =25 cn=1 ¢V aaa'b)(abb'a)(a'cc’ )
+3(s-2)ar-3bn—2am-1hm a3k en = ™ (aaa'd) (abb'a) (acc'a)
=3(s-2)ar—3br2am bt at2x2cr " e (aaa'b) (abl' a) (cc' xa)
+(n—2)a"‘°b""a"""b"'"u' Lro(aa’'xb)(bb' xa)

+(m-1)ar-2br-2am=2bm~tata, - o(aa'=b)(bb'xa)

+§sar-2hn-tom-1 pm-! a';‘ a, -eo(aa'xb)(bb'xa)
+2(n-2)ar-3br—-2am=-1bmtar~ x cn T em - (aa'xb)(abb' a)(acc' x)
+2(m-1)ar=2bn =221 ad "'kt~ ¢ (aa’ xb)(abb'a)(a‘cc x)
+ (@ =-1Dartin-2am-1pm—"altuled e Yaa'x b)(abb' a)(acc a)
=(s-1)ar-3br-2am-thm=tar-x r=1cm=(aa'xb)(abb'a)(cc' xa).

Dies kann man anders schreiben:
20%a%a,, a,, 4 03(s— 2)(1""’(1a +2¢%doat~2al, )

322,‘: " i ..n+s

FE—1)PV it A4 (p-l-Bd(p = (m—1)x2 DV 2(m—1)x DV,

KD (2n 45— B)x, P
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Hier bezeichnen A und B Grifien, welche die Symbole a
nicht mehr enthalten und wir setzen:
@' = (aaa'b)(abb'a)(ace'a)ar—3bn 2am— oot 3cn e, (5%)
P = (aaa'b)(abb'a)(xcc'a)ar—3bn—2am bt ~2en =gl
D = (xaa'b)(abb'a)(xcc'a)ar= b 2a 1o lal " e M =S R g,
wo:

R, = (ab'),(xaa'b)(xcc'a)ar—3br—2am-1hm=1gr=l¢m—1,

PV = (aa’'xD)(abl'a)(acc'a)ar-2hr a1 h =1 en=Tem—tat 2,

PV = (aaa'b)(abb'a)(xcc'a’)ar=2br"2am=2b " en—tem " at 2,

PV = (xaa'b)(abb'a)(xec'a)ar=2In-2am=2bm=1en "l mlat 2 =3P,

WO
P, = (ab'h),(xaa’'b)(xcc'a’)ar—2bn—2am=2hm -1 en=tem ),
Den Ausdruck fiir @yv wollen wir noch weiter behandeln.
Es ist:
PV = (abl'a)[(xcc'a)(aaa’'b)+ (bec'a)(aa’xa)+ (axba)(a‘cc'a)]c. I1.
Das 1. Glied wird gleich ®", das dritte verschwindet durch
Vertauschung von a’ mit ¢’ identisch, und es bedeutet:
I =az-3pn-2am-1b" Vet~ 2cn—2cm ",
Dann ist:
PV =" —1(bec'a)(aa’xa)[(abl'a)c. — (ach’'a)b,] - 11.
=-—@"—1(bec'a)(ua'xa)[a.(abb’'c) —a.(bb'ac)
+ b, (abac)] - IT
=" & (bec'a)(aa'xa)(cbab)ar3brtam b mler2em st
dn. :i]as 3. Glied verschwindet wegen b = 0 und das 1. Glied
wird:

}(aa'xa)(abb'c) (bec'a)
=}[(aa’xa)(abb'c) - (ca'xa)(abl'a) - (ba'xa)(aab'c)}(hec'a) = 0.
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Definieren wir noch:
DV =(hec a)(aa’xa)(ch'ab)ar =30 2am=1hm-1cn=2¢m =1 gt~
= X8iqi, ")
so geht die rechte Seite des Ausdruckes (5) itber in:
s 2n +3s—8
2

L5 P

= P —
9 X‘l

&

2P+ (2n4s—5)x, P

e ©)

+
+ A9+ Bdep—(m—1)x2dV" 4+ 2(m— 1) x_ PV,
Studiert man den Ausdruck a!~*a}_, so kommt:
ol ai~t=(aaa'x)(abb'x)(acc'x)ar -1 =" @M1} m=1gn=l¢m=1qs "
=lx2(aaa’b)(abb’a)(acc'x)ar=2hn-2a™=2m -t en-1em a2 =3 (7)
+ % (aa'xb)(abb'a) (acc' x)ar-2br—2am—2hm-ler—lgm—1q1~2
+ A+ B dg.
Durch Anwendung der Relation:
(acc'®)a cr=tem—t={(acc'a)x — (cc'xa)a Jer-"em=!  (8)
erhiilt man:
o't a) =3P — 12D L DV o P A+ Bde ©)
=P =P+ PV +x, @+ A'g + Bdy

Multipliziert man die Gleichung (5) bzw. (6) mit 3 (s —1)

und zieht davon die mit }(s— 1)(s —2) multiplizierte Gl. (9)
ab, so erhiilt man das Resultat:

30%(s—1)at%a, a, + 0*(s—1)(s— 2)aital,
=—3(s—1)o*doai%a + A"p+ B"dp + tﬁl{)si—ﬁ D'yl
—36—1)(n+s—38)P"x+ }(s —1)(6n4 25— 13) P,
+1s—1)2s —1)PVa —F(m — 1)(s — 1) 2 P!
+8(m—1)(s — 1)x, DV,
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Auf dieselbe Weise erzielt man andere Relationen, die
aus (10) hervorgehen, indem man a durch g, y, 6 nacheinander
ersetzt. Nimmt man aber d an Stelle von a(d = a* = 0),

so gehen die Ausdriicke (5°) iiber in:
A'=(daa'b)(dbb'a)(dec' a)ar-3b"—2dr=3a ™1™ en—1e¢m—'=0 (11)
S=(daa'b)(dbba)(zcc'a)ar =3 -2di=ta T el g
A =(xaa'b)(dbl a)(xcc'a)ar—3r=2dr—'am -t m=lertem -t = X R, f;
A¥=(bec'a)(aa'xd)(ch ab)ar=3br=2dv1am—t b=l en=2¢m=l = A"
J"'=(:Iaa’b)(dbb’a)(xcc‘a‘)a; P tdp=Ca b= e}
A=(xaa’'b)(dbba)(xcc'a’)ar -2 —2dv—tam-2pm=tcn=lgm=l,

Dat /A identisch verschwindet, sicht man sofort hei Ver-
tauschung der Symbole a und d. Vertauscht man in 4 b
mit d, so wird:

A" = Y (xec'a)(dbla)[(xaa'b)d:
— (xaa'd)h Jan=3 b2 dr=2 a1 hm 1 gnel gml

=1 (xcc'a)(dbb'a)[(xa'bd)a,
— (@a'bd)x Jar-tbr-2 dr=am - hm—t en =l gt

=} A"

+ 3 (xa'bd)(xcc'a)(dbb’ a)ar2 bt di-ta ™ b enl el
Letzteres Glied ist aber Null, da:
} [(xa'bd)(xecc'a) — (xa'ad)(xcc'b) — (xa'ba)(xcc' d)]
= }(xa'bd)(xcc'a)=0
Ebenso behandelt man A4V':

AV = ¥ (xcc'a’) (dbb'a)[(xaa'b)a,

— (raa'd)b,Jaz b=t dzta bty !
=} (xcc'a’)(dbl'a)[(xa’'bd)a, — (xabd)a,
—(aa'bd)x Jar-2bn-2dn—tar-2bm=ter=
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Das 3. Glied ist gleich 4V!) das 2. verschwindet bei Ver-
tauschung von a’ und ¢’ identisch, und geht bei Vertauschung
von a mit d in A" itber. Also wird:

A = } x, VY,
Gleichung (10) nimmt dann die Form an:
3*(n—Nar—*a, ap, +0*(n —1)(n—2)a"—3a’,
= —3(n—1o*doar~%al —}(n—1)(n—2)4"x* (12)
— 3 (m—1)(n—1)x2 4",
Ebenso erhiilt man ihnliche Relationen, wenn noch
a=d'(d™=a™=0) in (10) gesetzt wird:
G'=(d'aa'b)(d'bb' a)(d'cc'a)ar—3r=2am=1bim=1 gn=lgm—1 =3 (189)
G"=(d'aa'b)(d'bb'a)(xcc'a) an-3jn—2qm-1 bim—hen=l erld=g?
G = (xaa'b)(d'bV'a) (xcc' @) ay3bn=2am="hm-Ten-1 gm=1 gm—-1 =
GY =(bec'a)aa'zd')(cb ab)ar=3br-2am=1hm-ler="cm=t dm=1 =
GVl =(d aa'b)(d'bV'a)(xcc'a’)ar—2lp—2am=2bm—"cr=l gm=1 d m—2
GV =(xaa'b)(d'bl'a)(xcc'a)ay=2hr2am—2hm-ter-tgm=1dm=1 = 0
G, GV und G'" verschwinden identisch, wie man durch
Vertauschung der Symbole 4' mit d’, a’ mit d' und ' mit d’
sieht, so dal man fiir Gleichung (10) erreicht:
3°(m —1)am%a;, a,, + o*(m—1)(m—2) ar-3a3 (14)
=—3m—1)e*doar2a}, —§(m—1)(n+m—3)x2G"
IR A -1y G,
Nach denselben Methoden wie bei § 2 kann man die
Glieder
—8(—1)e*doas?d} ..., —8(n —1)o*doar2a}

dz’
—8(m—1)g*doa*a?,



F. Thalreiter: Flichen cines dreifach linearen Systems. 227

vernachliissigen, wie auch in Hiunsicht auf f =0, df=0 und
g=0, dg =0 diejenigen, welche die Faktoren ¢ und d¢
u. s. w. enthalten.

Damit auch die Glieder, welche @**, ¥, X" und Q'
enthalten, wegfallen, mufs man von dem 4. und 5. der Aus-
driicke (2) abziehen:

1 =D (6n425—13) 4% =1 (s— 1)(6n+ 25— 13) 4" »2,
15 —1)(6n+ 25 —13) G x, = 0.

Ebenso entfernt man @V ..., bzw. @¥11_  _ durch Sub-
traktion von:

.s:;i @s—1) AV x2 = s—}l @s—1) 4“2,

Frd (9e— 1)@ N 0,
4_ x

bzw. 3(m — 1) (s — 1) #e AV = (m — 1) (s — 1) A" 2,
3(m —1)(s—1)%,GV"' = 0.
Auf diese Weise erhalten die Glieder der 1. Reihe unserer
Determinante folgende Form:
1e—D(s—2)3d' —3(s— 1)(n+ s— ) x> D"
—3m—1)(s— 1) P12,
16— (E—2) ¥ — (s —1)(n +s—3) 2P
—3m—-1)(s—1P"",
1E—1)(—2x X — 3(s—1)in+s— 3)x X"
—F§m—1)(s—1) XV, (15)
IE—DE—2)2 2 —§(s— D(n+s—3)x2 Q"
—§(m—1)(s—1)QV' 2,
- [Be—DFm—=2)+3(—1)Bn+2s—T)] x4
—3m—1)(n + 25 —3)x2 AV,
tm—1)(m—2)x3G' — 3 (m —1)(m + n —3) x> G
— 3 (m—1) %G,

1907. Sitzungsb. d. math.-phys. K1 16
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Die Determinante selbst nimmt den Wert an:
D=}x4  3x2B—3(m-1)xC (16)
wenn man setzt:

rag ! 7 K r 0 t-G 1
(s— 1D (s—)¥ (s— )X (s—1)Q o'd (m—1)G

A= (0] ¥y 4 y fl 9 . (17)
Ps Y 43 Wy 15 Ys ’
Ps Yy X3 Wy fs 9s !
T ¥ X W, fi 9s !

| o oy o X" o' rd* oG"
(s—1)P —D¥ (s—1)X (s—1)2 o' 4 (m—1)0

B=| Py L X1 w, 1y A , (18)
' Vs A wy [y %
Ps Vs X3 Wy fs 9s
Pu Yy N wy fi Ys |

(s-1)@Y! (s- )PV (s-1)X V! (s-1)2V1 o AV (m-1)GY!
(s-1)P (-D¥ (s-DX (s-1)2 o'd (m-1)G

c=| M ¥ 2 o 9| a9)

Py Y3 13 )y fs 9y ?

Py Y'y As W, fs 95 i

P Vs Xa w, f‘ A |
ferner:
r=(—1)(—2). o= (m—1)(m+n-3),

92s —
t=(@m—(m 2), g'=f_+.’;3_s~ ,3’
- (20)

o m(s— 1)+ 8—3), r=i::l‘.,

r=}3[n—-1)n—-2)+ s—1EBn+25—7)].
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Es bleibt noch iibrig. von den Determinanten I und €
cinen Faktor x, abzuspalten. Setzt man:
d"=e¢r=f" und d™=¢"=f",
I'=M.N,
M= pt e e e,
Ne="g2-Vlz=1 gm=! dm-Tgm=l fm=1,
ferner:
| o(aaa'b)(ablia)... r(daa'b)(abl'a), o(d‘aa'l)db'a) |
\‘(s D(aec'f)(aff'e) ... o'(dee'f)(dff e),(m=1)d ece')(d[["e)

Fe a,a, .. d,d,, did, i
; aga, o dyd., dyd, '
| aga, X dyd,, dsd, l
| a,a, .. d,d., did, i

Die zweite, dritte und vierte Kolonne dieser Determinante
sind wie die erste gebaut, nur ist das Symbol a bzw. durch
die Symbole B, y, & ersetat.

Es wird dann:
B=E-(xcc'a)b.e.f.- IT;
nun wendet man die Idenditiit an:
(zcc'a)e, = ar(xcc'e) — cz(xcae) + ¢, (xc'ae) — x (cc'ae).

Dadurch wird B in eine Summe von vier Gliedern trans-
formiert. Das zweite und dritte Glied dieser Summe ver-
schwinden, weil sie die Faktoren ¢ = 0 und ¢* = 0 ent-
halten: das 1. Glied ist gleich B, wie man erkennt, wenn man
a mit e, b mit f, @' mit ¢ und »' mit f* vertauscht. Man
erhilt also:

B=1}-x-E-(ecca)bfe Il (1)

Ebenso behandelt man die Determinante C:
16*
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C=F-(xcc'a’)bre f:- 11"
wo:
Illl — A[il S AYII,

e 9=2 3~20,8—2 §5—2 n—=2Fn—2 n—1 In—2 on—2 (k-2
M = % ﬂ; 4 (,; a; bz C; d: e /: N

e 'm=2hm=2'm=1 I'm—2,m—2 f'm—-2
N 5 YY=Rgims) Gt gh=tfm=2,

und F aus F hervorgeht, wenn in J man ersetzt » durch o,

o durch m — 1, und o durch (s—1). ’
Durch Anwendung der Idenditiit:

(xec'a’)e; = ay(xec'e’) — ci(xca’e’) + c.(xc'a’e’) — x (cc'a’e’)

geht die Determinante C, in ihnlicher Weise wie oben B,

itber in:
C=1u,-F(e'eca' )b f;- I 22)
Das Resultat unserer Untersuchung ist also:
Die Punkte, in denen eine Raumkurve von eciner
Fliiche des linearen Systems:

@) +xyp@) + 2@+ po@ =0
von der 3. Ordnung beriihrt wird, sind ihre Schnitt-
punkte mit der Fliiche:

D=A4—-3B,—3m—1)C,=0 (23)
wo A, B, C durch die Ausdriicke (17), (21) und (22) definiert
sind, und:

B=%x'B, C=x.-C,

gesetzt ist.

Setzt man in der Fliche (23) s =1, so erhiilt man eine
Fliche von der Ordnung 6m 4 6n — 20, welche die
Kurve f=0, y=0in den nm(6m + 62 —20) Berithrungs-
punkten von Wendungsberithrebenen schneidet.

Die Gleichung dieser Fliche erscheint in der Form:
Tom=-2)- 4-G' - (bec'a) R - [(n-2)(daa’b)(dbb' a)(d'ee’ ) (d' [ ¢)

~(m+n-3)(d'aa’b)(d'bb'a)(dee' f)(dff'e)] (24)

—(m-1)(c'cc’a’)S-[(daa'b)(dbVa)(d' ee' f)(d [ ¢)

—(aa'W (@b a)(dee' (dff' )] = 0.
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Hier sollen die Definitionen gelten:
R= a:—ﬂ b: 2 c:—l d:—? e:—s,:—? a’:‘—l bl"m—l 0;"' -1 d;u -2 e;m 1 /;m—l’
S=an-2in-2en-tdn-ten-2fr-2gm-2m=l gm=l gm -2 gm-2fm-l

und fiir 4 und G* gelten die Bezeichnungen von p. 219 und 226.

Die Gleichung (24) kann aber noch weiter vereinfacht
werden, da die beiden Glieder in der 2. und 3. Summe durch
Vertauschung von a mit ¢, b mit f, @’ mit ¢’ und ' mit [*
ineinander iibergehen. Es wird Gleichung (24) jetzt in der
Gestalt erscheinen:

Y(m —2)AG' — [(m+2n—5)(ecc'a)R+4-2(m—1)(c'cc'a’)S |
-(daa'b)(dbba)(d'ee'f)(d'ff'e) = 0.

(25)

Dies ist die Gleichung der Clebsch'schen Fliche in sym-
bolischer Form. Die Unsymetrie rithrt davon her, daB der
Ausdruck (5) p. 216 in verschiedener Weise behandelt werden
kann, wie am Schlusse von § 2.



