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Uber einen Satz des Herrn Serge Bernstein.
Von G. Mittag-Leffler.

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 4. Dezember 1915,

Herr Serge Bernstein hat einen wichtigen Satz ausge-
sprochen, der in engem Zusammenhange mit den Resultaten
meiner fritheren Arbeiten steht. Sein Satz lautet:

,Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf
eine Funktion I'(z) der reellen Verinderlichen z auf einer
Strecke A I3 analytisch ist, besteht darin, daf die Funktion in
eine Reihe von Polynomen entwickelbar ist:

1 FO=LEe+h@+- - +hE+ -
worin P, (z) ein Polynom bedeutet, das hichstens vom Grade » 1st
und auf der Strecke A I gleichmiiBig der Ungleichung geniigt:

(2) P (2) < Mo (e<1).*Y)

1) Comptes Rendus del’ Académ. des Sciences de Paris, 27 Février 1911.

Herr Bernstein hat dem Beweise seines Satzes die folgenden
Arbeiten gewidmet:

»our l'ordre de la meilleure approximation des fonetions continues
par des polynomes de degré donné.” Mdémoire couronné par la classe
des sciences de I'Acad. Royale de Belgique dans sa séance du 15 Décembre
1911. Bruxelles 1912.

»Sur une propriété des polynomes.” Mitteilungen der math. Gesell-
schaft in Charkow.

,Uber die beste Approximation der kontinuierlichen Funktionen
durch Polynome gegebenen Grades. Mitteilungen der math. Gesellschaft
in Charkow (2), 13, 8. 49—194 (Russisch). .

»Sur la définition et les propriétés des fonctions analytiques d'une
variable réelle. Math. Ann., Bd. 75, S. 449--468.



420 G. Mittag-Teffler

Der erste Teil dieses Satzes, néimlich die Notwendigkeit
der Bedingung, ist in den Formeln enthalten, die in den
Noten 31) und 42) meiner Arbeit ,Sur la représentation ana-
Iytique d’'une branche uniforme d’une fonetion monogéne® so-
wie in meinen fritheren Verdffentlichungen®?) abgeleitet sind.

In der Tat habe ich gezeigt, daBi es beliebig viele ana-
lytische Funktionen f(u; a) gibt, ,erzeugende Funktionen®,
wie ich sie nannte (# bedeutet die Variable, a einen positiven
Parameter), die folgende Eigenschaft besitzen:

,Die Funktion v = f(u; a) ist fir « <, wobei R>1,
aber hinreichend nahe an 1 ist, eine regulire Funktion von u,
fiir welche f(0; a) =0, f(1; a)=1. Durchliuft « die Peri-
pherie des Kreises '#| = R, so durchliuft v eine geschlossene
Kurve — sie heifie V., —, welche die Strecke (0, 1) umschliefst
und zu dieser Geraden symmetrisch ist. Diese Kurve umschmiegt
die Strecke (0, 1) immer enger, wenn « nach Null strebt.”

Eine solche Funktion ist*)
1

= f=1—a"; 0<a<l.

—pu) :
Fine andere ist die des Herrn Fredholm®)

log (1 —fu)
log (1— ) °

B v=f(u;a)= (1

(1) v=f(u; a) = a=1—p 0<p<I.

Ich habe frither auch noch andere Funktionen dieser Art
untersucht. ®)

1) Acta Mathematica, Bd. 24, 1900.

2) Acta Mathematica, Bd. 26, 1902, S. 365, 366.

Siehe auch G. Mittag-Leffler, ,Uber die analytische Darstellung
eines eindeutigen Zweiges einer monogenen Funktion.® Miinchener Be-
richte, 6. Mirz 1915, S. 133 —137.

3) Siehe z B. ,0m en generalisering af potensserien.* Ofversigt
af Kgl. Svenska Vet. Akad. Handl. 9 Mars 1898%; _Om den analytiska
framstillningen af en allmiin monogen funktion, 3: dje meddel.*; Ofversigt
af Kgl. Svenska Vet. Akad. Handl. 14 Sept. 1898.

4) Note 4, S. 365. Miinchener Berichte, 1. ¢., 8. 134 —136.

9 Note 4, S. 366. Miinchener Berichte, 1. ¢., S. 137.

6) A a. O,
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Wiihlt man in (3) und (4) R << ;),
)
Null beliebig nahe kommen kann, so bleibt die Funktion f (u; a),
wie man sieht, fiir ju| = R reguliir.

wober « dem Wert

Es werde nun vorausgesetzt, dali die Funktion I'(¢— 4),
gleichviel, ob z-— A reell ist oder nicht, auf der von den
Punkten A4 und 5 begrenzten Strecke mit Kinschluf der End-
punkte reguliir ist.

Bezeichnet « einen beliebigen Punkt der Strecke A4 5 und
setzt man 2 — A4 = (x — A)f(u; a), so wird F'(2) bel hinreichend
kleiner Wahl von « fiir [« < I? eine 7
reguliire Funktion von # sein, Als
Funktion von # betrachtet ist die
Funktion 77(2) im Inneren und auf
der Begrenzung des Bereiches (I3— A)-V, reguliir.

Es 1st folglich

I'((x— A)f(u; a)
(5) @ (3"1"((56— A) [ q))) w P (1),

w=0 !

= I'0) + 2 P

r=1
wobet die Reihe PB(u) fiir « < I konvergiert.

Andererseits ist in geniigend kleiner Umgebung des Punk-
tes A

(6) Fz—d) =Pz — 4),
wo P(z— A) eine nach positiven Potenzen von (¢ — A) fort-
schreitende Reihe bedeutet. Hieraus folgt, wenn man /(05 a) = 0
berticksichtigt, fiir geniigend kleines w die Gleichung
(7)) PB) = F(z — A) fu; @) = P ((x — A) f(u; a)).

Der Weierstraische Satz iiber iterierte Reihen?!) liefert
nun die Entwicklung
(8) g13((-77 — A) f(u; (1)) = Po () 4+ Pl (x) U

- +...+Pn(x)u”+...’

1) Werke, Bd. 2, S. 205—208.
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in der P, (z) ein Polynom von hichstens n-tem Gradel) vorstellt
und die in der Umgebung des Punktes u = 0 konvergent ist.

Die Gleichung (5) liefert also in der Umgebung des Punktes
w=20
© I —A)fu; @) = P(u) = Py(x) + P, (x)u
+oos Pa@)un +
Die Reihe P(u) konvergiert, wie wir gesehen haben, fiir
lu| <R. Dasselbe gilt also von der Reihe (8).

Verstehen wir nun unter ¢ die GroBe lim ' B(w)|, so ist

nach dem Satz von Cauchy-Weierstrab | =%
(10) 1P@)<gR "=go"; o<1.

Andererseits ist wegen f(1; a) =1
(1) Fla—d)=Py@) + P,@ + - Pul@) + -+

Durch die Aufstellung der Formeln (10) und (11) ist der
Beweis fiir den ersten Teil des Bernsteinschen Satzes erbracht.

1) Im Falle der erzeugenden Funktion
1

pf=1l—a" 0<a<1

o
= pu

. . (alx— A aln — A)n—1
ist  Pn(z) = FW(4) n! -+ 1! ]‘("—])(A))) ( — !

3) flus @) =

an—2) (a(n—2)+41) . o (afz —A)n—2
4 o Fo=2)(4) g2 e T

a(u+1 a—{—n—z afr— A)
LE— (H—l) - 1! ’

Im Falle log(1— )
. ogl—fw) 4. 0=
(4) f(u; (l)— 100'(1 ﬂ) 1 ﬂl 0 /’<1

ﬂn

erhilt man dagegen
r— A\ n—1
)

: __ﬂf T J’__A " (7)) ga(n—1)
Pofa) =" S| FOd () (=, T ) O FOT @) (7
—4
Wny (D)
+ 0, 7O )" 4|
wobei Z(A41)(i42)-G+n—1)=2"4CW" 4. 0™ 4

1
][=log1':p,.
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Um auch den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, mufs
man Betrachtungen anderer Art zu Hilfe nehmen, die, wie
mir scheint, mit ihrem eigentlichen Kerne einem elementaren,
lingst bekannten Teile der Theorie der analytischen Funk-
tionen angehoren.?)

¥is besteht nidmlich folgender Satz:

,Es bezeichne
(12) c=¢+ting=acosp + ibsing
einen Punkt der Ellipse
(13) ELT 1 @—r=1)

a? b®
mit den Brennpunkten 41 und — 1. Dann ist der absolute
Wert der Funktion
(14) () =z+ Vet —1
{die Wurzel sei so bestimmi, daB sie fiir reelle # > 1 positiv
ist) konstant und gleich a + b, wenn z die Ellipse beschreibt.
Auf der Strecke (— 1, + 1) ist |y (¢) =1.“

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar. Er ist
in den folgenden Formeln enthalten:

w(2)y=uacosp + ibsinp +
Va?costp + 2iabcosgsing — b?sin?qp — 1
=acosp + ibsing 4+
Vatcosp + 2iabcosg sing — b®sin®p — af + b?
=acosg + ibsing +

(15). Vb2 cos?p + 2iab cose singp — a®sin? g
f P f ¥
=acosy + ibsing + bcosp + iasing
= (a + b)e'

lp(@) =atb
1/1(2’)=,a+1/22—1 =Z+i]/1—22
@) =1; —1<z<+41.

1) Siehe aufier den Arbeiten des Herrn Bernstein die bemerkens-
werte Vereinfachung, die Herr Marcel Riesz vor kurzem dem Beweis des
T'undamentalsatzes gegeben hat, aus dem bei Herrn Bernstein der zweite
Teil seines Satzes fliefit (Acta Mathematica, Bd. 40).
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Man setze nun zur groBeren Hinfachheit
(16) A=—1; B=+41,
was der Allgemeinheit des Beweises lkeinen Kintrag tut, und
betrachte die Iunktion:

P _
(l/'(,f))" =1 (')

Sie ist in dem von der Doppellinie (— 1, -+ 1) begrenzten
Bereich regulir. Da nun P, (2) ein 1’olynom ist, (y(2))* da-
gegen nicht, so kann ¢(¢) sich nicht auf eine Konstante
reduzieren. Der groBite Wert von |¢(2) befindet sich also
auf der Linie (— 1, 4+ 1). Wie wir gesehen haben, ist ¢ (2)
hier gleich 1

(17)

Ferner setzten wir voraus

(2) Po(z) <Mgr; —1<e<+41; o<1,
Also ist

(18) p(z) <Mo";, —1<e< 4 1.

Es mbge nun 2 die Ellipse (13) durchlaufen. Bekanntlich
kommt a + b, das grofer als 1 ist, dem Werte 1 beliebig nahe,
wenn man die Ellipse hinreichend schmal wihlt. Setzt man also

(19) (@a4+b)o<<r<li,
so erhidlt man
(20) \P.(e) < Mr,

so lange z im Inne1eu oder auf der Ellipse bleibt.
Die Reihe LP,,(,Q) ist folglich in diesem Bereich fiir z

n=1
gleichmiifiig konvergent. Die in dem Bereiche durch die Reihe
dargestellte Funktion ist also hier analytisch und regulir, wo-
mit auch der zweite Teil des Bernsteinschen Satzes bewiesen ist.



