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Hyperholische Raumgeometrie und geodétische
Abbildungen der hyperbolischen Ebene.

Von Heinrich Liebhmann.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 7. Mai 1921.

Zu den grundlegenden Siitzen der hyperbolischen (nicht-
cuklidischen) Raumgeometrie gehort der Satz: Die Summe
der Kantenwinkel im Paralleldreikant betrigt zwei
Rechte (). Aus ihm folgt dann die Giltigkeit der eukli-
dischen Geometrie auf der Grenzkugel, woraus weiter J. Bolyai
und N. J. Lobatschefskij ganz unabhiingig voneinander
die Trigonometrie der hyperholischen Ebene abgeleitet haben.
Neben dieser (jetzt zuriickgetretenen) Bedeutung kommt ihr
noch eine andere zu.

Man kann durch elementare Konstruktionen eine winkel-
treue Abbildung der hyperbolischen Ebene auf die Grenz-
kugel herstellen, wobei den Geraden Kreishogen entsprechen?).
Man kann aber auch, wie wir unten (§ 4, Nr. 1) sehen werden,
durch eine andere, viel elementarere IKonstruktion-Zentral-
projektion vom unendlich fernen Mittelpunkt P_ der Grenz-
kugel aus die geoditische Abbildung gewinnen, bei der den
Geraden der Ebene Grenzkreisbogen der Grenzkugel entsprechen.
(Mit anderer Einfithrung sind diese Abbildungen als ,Poin-
carésche Abbildung® und ,Cayley-Kleinsche MaBbestim-
mung“ bekannt.)

1) Jahresherichte der Deutschen Mathematikervereinigung 24 (1014),
S. 304—309.

Sitzangsh. d. math.-phys. K1 Jahrg. 1921, 16



998 1. Ticbmann

Die vereinfachte Ableitung des Satzes iiber die Kanten-
winkelsumme im Paralleldreikant und seiner wichtigsten Folgen,
aufierdem die erwihnte geodiitische Abbildung bilden zusammen
den Gegenstand der folgenden Ausfithrungen. Es folgt am
Schluf noch der Hinweis auf eine paradoxe Erscheinung.

§ I. Sitze und Konstruktionen der hyperbolischen Geometrie?).

Die hier zu wihlende Art der Begriindung der Haupt-
eigenschaft des Paralleldreikantes erfordert gewisse Vorkennt-
nisse, die zunichst zusammengestellt werden sollen. Dabei ist
vor allem Wert darauf zu legen, daly spiiterhin niemals Kon-
struktionen verwendet werden, fiir die zugiingliche und zuver-
lissige Beweise nicht vorliegen. Diese an sich selbstverstiind-
liche Forderung mufl hier mit Riicksicht auf § 3, Nr. 3 ganz
besonders betont werden.

1. Die Transitivitit. Mit Hilbert sagen wir von zwei
parallelen (stets in einer Ebene gelegenen) Halbstrahlen /4, Z,:
sie haben ein ,Ende P, gemein. Dieses Wort wird voll
gerechtfertigt durch die der Beziehung ,parallel* zukommende
Transitivitit, das heifit durch den Satz: Sind 7, und 7,
hy und %y parallel, dann sind auch /, und /%, parallel. Diese
Transitivitdt gilt auch im Raum, und es ist daran zu erinnern,
daf die durch einen beliebigen Punkt P und die parallelen
Halbstrahlen 4, und 7, gelegten Ebenen (P, 4,) und (P, 1,),
wenn sie nicht gerade zusammenfallen, wenn also P nicht in
der Ebene (h;, /,) liegt, einander nach einem zu %, und 7,
parallelen Halbstrahl schneiden.

2. Die geometrischen Grundaufgaben. Die folgenden
drei Grundaufgaben konnen elementar geometrisch und ins-
besondere, ohne dafi man fiir die Beweise der Konstruktionen
die Raumgeometrie heranzuzichen braucht, gelést werden.

Die Konstruktion des gemeinsamen Lotes zweier einander
nicht schneidenden und nicht parallelen Geraden.

1) Vgl. hierzu den Abschnitt C (Elementare nicht-euklidische Geo
metrie) des Artikels TIT A B9 (Zacharias) der Mathem. Fnzyklopiidie.



Hyperbolische Raumgeometrie ete. 229

Das Parallelenziehen, also die Aufgabe, durch P den zu %
parallelen Halbstrahl zu ziehen, wofiir man in leicht verstind-
licher Ausdrucksweise (Nr. 1) auch sagen kann: P mit dem
Ende P, von . zu verbinden.

Die Aufgabe: Gegeben PP und zwei von P ausgehende
Halbstrahlen 2 und %,. Es soll I} auf &, so bestimmt wer-
den, dab der eine der beiden von I, ausgehenden zu F, P
senkrechten Halbstrahlen zu /% parallel ist. In der Ausdrucks-
weise von Lobatschefskij heifit die Losung dieser Aufgabe
die Konstruktion des Lotes p == PI| zum vorgeschriebenen
Parallelwinkel I7(p), dem Winkel der Halbstrahlen %, 7.

Hiernach kann z. B. die folgende Aufgabe der Raum-
geometrie gelost werden: Gegeben zwei Punkte &, H und
zweil von ihnen ausgehende Halbstrahlen g (G &) und & (HH ,);
es soll die Gerade G, I{, konstruiert werden, d. h. die Ge-
rade, die in einem Sinn durchlaufen zu ¢, im Gegensinn durch-
laufen, zu % parallel ist. Um die Aufgabe zu losen, hat man
nur I mit (¢ zu verbinden (Parallelenzichen!) durch 4', dann
den Winkel (%, 2') zu halbieren (Halbierungslinie /%,) und
dann die dritte Grundaufgabe zu losen. Die auf HIF| in F|
senkrecht stehende Gerade verbindet G, mit H_.

3. Korrespondierende Punktepaare. Mit Beniitzung
von Winkelhalbierenden kann man den zwischen zwei Par-
allelen %, h, gelegenen, zu /A, und %, parallelen ,mittleren*
Parallelhalbstrahl finden, zu dem %, und %, symmetrisch liegen.
Mit Hilfe dieser Geraden, die man wohl als ,Halbierungslinie
des Nullwinkels, den 7,, A, in ihrem gemeinsamen Ende I’_
einschliefen, bezeichnen kann, kionnen beliebig viele Paare
korrespondierender Punkte P, P, auf 2, und %, gefunden
werden, das sind Punkte auf %, und 7,, die zur Mittelparallelen
symmetrisch liegen.

Was unter ,Mittelstrahl* von %, und %, zu verstehen ist,
wenn /o, h, einander (in S) schneiden oder ein gemeinsames
Lot L, L, besitzen, leuchtet ein: Im ersten Fall die Halbie-
rungslinie des Winkels (%, %;), im zweiten Fall die Mittel-
senkrechte von L, L,. Korrespondierend heifien auch dann

16"
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zwei Punkte P, von 4, und P, von h,, wenn sie symmetrisch
zum Mittelstrahl liegen.

Besonders hervorzuheben ist der von J. Bolyal bewiesene
und mit so viel Erfolg in seiner absoluten Geometrie verwen-
dete Satz von der Transitivitit der Korrespondenz-
beziehung: Ks seien A, h,, h; drei Halbstrahlen eines
S-Biischels (Gerade durch S), eines [-Biischels (Gerade, die auf
einer weiteren gegebenen Geraden [ senkrecht stehen) oder
P_-biischels (parallele Halbstrahlen). Ks seien ferner I I,
korrespondierende Punkte auf A,, /, und P, P; korrespondie-
rende Punkte auf /,, /y; dann sind P, Py korrespondierende
Punkte auf %, und %,. (Bewiesen wird dieser grundlegende
Satz durch Einfiihrung der Mittelsenkrechten der Seiten des
Dreiecks P, P, P,).

§ 2. Ebenenpaare mit ihren Fallgeraden.

1. Einfithrung. Wenn zwei Ebenen F,, I, gegeben
sind, dann kaun man von jedem Punkt I, der Ebene [7, das
Lot P, F, auf F, und wieder I, I, auf I fillen. P, I’ be-
stimmen dann ein Fallgerade (genauer gesagt, da I, I} einen
Sinn des Durchlaufens vorschreibt, einen ,Fallhalbstrahl®) f,
der durch P, und die Lage der Ebenen [, I, vollstindig
bestimmt ist, in der ,Fallebene* IN (P, I, I')) liegt, und der,
senkrecht auf I, projiziert, als Grundriff einen korrespon-
dierenden Iallhalbstrahl f, ergiebt.

Konstruiert man mit Hilfe zweier ,Fallebenen“ I, 15"
von I, E, die Paare f, f,; f{, f, von Fallgeraden, so erhiilt
man ein Vierkant mit vier rechten Winkeln.

Diese #uBerst einfache Beziehung wird uns spiiter (§ 3,
Nr. 1) den Satz von der Winkelsumme im Paralleldreikant liefern.

Liegen zwei Ebenen vor, so geniigt ein Paar f, f, von
Fallgeraden, um die Lagebeziechung von I, I, zu kenn-
zeichnen. Den drei Moglichkeiten fiir die Lage von f], f,
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(S-Paar, [-Paar, P_-Paar, §1, Nr. 3) entsprechen drei Mog-
lichkeiten fiir IZ,, F,, die der Reihe nach zu erdrtern sind.
2. s-Paare. Schneiden £}, f; einander in einem Punkt S,
so haben E,, Ii, die Gerade s gemein, die auf der Fallebene I
in 8’ senkrecht steht. Die Ebene bilden dann, wie wir sagen
wollen, ein s-Paar. Es sei noch betont, daB es in diesem Fall
in jeder der beiden Ebenen zwel Parallelenbiischel gibt, die
Parallelen in der anderen Ebene besitzen, sie werden gebildet
von den durch die Enden 7' von s gehenden Geraden.

Auch ist auf die Umkehrung hinzuweisen: s sei P, irgend
ein Punkt in E,, P, irgend ein Punkt in £,. Wenn es dann
durch P, in I5, zwei Halbstrahlen gibt (P, R, P, T_), zu
denen in I, durch P, parallele Halbstrahlen vorhanden sind
(P,R,, P,T,), dann liegt die nach § 1, Nr. 2 zu kon-
struierende Gerade I?_ 7', in beiden Ebenen, die Ebenen haben
also eine Gerade s gemein, woraus dann folgt, daB korrespon-
dierende Fallgeraden einander auf s schneiden.

3. [-Paare. Haben f], f, ein gemeinsames Lot L, L,,
dann ist L, L, zugleich das gemeinsame Lot der beiden Ebenen
%, Bi,. Man kann in diesem Fall E, I, durch Drehung
von [7 und £ um die Gerade I, die Triigerin von L, L, er-
zeugen. Kin solches Paar soll ,l-Paar® heifien.

Weun E,, I, ein [-Paar bilden, so gibt es kein Paar
paralleler Geraden ¢, (in 1)), g, (in £4,). In der Tat, es miissen
Y1y Yo In einer Ebene liegen, die sowohl £, wie 14, schneidet.
Fillt man auf diese Ebene /7 von L, und L, aus die Lote, so
folgt weiter durch Verwendung von Symmetrie-Eigenschaften,
daf die Verbindungslinie der FuBpunkte dieser Lote g, und g,
senkrecht schneidet, daf also g, g, ihrerseits ein /-Paar von
Geraden sind, nicht parallel sein kinnen.

4. P_-Paare. Zu besonderen Erdrterungen gibt die dritte
Moglichkeit Anlali: f], f, haben ein Ende S, gemein. Ks sei
dann I’ ein nicht auf f, gelegener Punkt von E,, so kann
der von P[" ausgehende Fallhalbstrahl f; mit f; zusammen
weder ein S-Paar noch ein /-Paar bilden; denn im ersten Falle
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wiirden die beiden Ebenen ein /-Paar, im zweiten ein s-Paar
bilden. Also ist f," entweder zu f] und f; parallel, geht durch

S., oder £ ist zu dem im Gegensinn zur Fallrichtung durch-

Jaufenen f; parallel, verbindet also, wie wir sagen kinnen,
P mit dem Gegenende G, von f|,

1 @

Dat dies unmiglich ist, leuchtet ein, mufk aber noch be-
griindet werden. Durch jeden Puukt P, von I, ginge dann
ein zu f; paralleler Halbstrahl P, S] und ein zu f;" paralleler
Halbstrahl P, . Ebenso ginge dann durch jeden Punkt I’
von F, ein zu ]‘1 paralleler Halbstrahl P, S, und ein zu f;

paralleler Halbstrahl P, G_. Die Ebenen hiitten also nach

Nr. 2 dieses Paragraphen die Gerade S_ ) gemein, besiifien
=} o* x D !

elne gemeinsame Gerade, was unmdglich ist.

Ein solches Ebenenpaar soll ,P -Paar® heifien.

5. Ubersicht. Die Ergebnisse von Nr. 2—4 dieses Para-
graphen kinnen wir zusammenfassen und erweitern: Zweilibenen
haben entweder eine Gerade s gemein, oder sie besitzen ein
gemeinsames Lot, oder sie sind ein P -Paar. Die zu den
beiden Ebenen senkrechten Iihenen (I‘allebonen) stehen im
ersten Fall simtlich auf s senkrecht, im zweiten I'all gehen
sie simtlich durch L, L,, im dritten Fall gehen sie alle durch I,

Wir konnen das Ergebnis auch so fassen: Zu jedem Achsen-
biischel (s-Biischel) von Ebenen gehort ein Biischel von Ortho-
gonalebenen, die alle Ebenen des ersten Biischels, daher auch
seine Achse s senkrecht schneiden, umgekehrt gehirt zu jedem
,Lotbiischel“ ein orthogonales , Achsenbiischel*.

Der Begriff der P_-Biischel, den wir jetzt besprechen,
bedarf einiger Bemerkungen.

Um ein L _-Bischel von Ebenen zu charakterisieren,
braucht man eine Ebene F, und in ihr ein Biischel paralleler
Halbstrahlen, das wir kurz mit P_ hezeichnen diirfen. Will
man durch einen Punkt £, die dem Biischel angehérige Ebene 17,
bestimmen, so hat man /’, aus ecinerseits das Lot P, I, auf
I, zu fillen, anderseits P, mit I, zu verbinden (§ 1, Nr. 2).
Dxe auf der Ebene (I, I, I)) lings I, I’, senkrechte Kbene
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ist die gesuchte I,. Die hier beniitzte ,Fallebene* I (P, It P )
bestimmt zusammen mit P, das zum ersten Biischel ortho-
gonale P_-Biischel.

6. Korrespondierende Punkte auf Fall-Linien. Es
seien f,, [, korrespondierende Fallhalbstrahlen auf E;, I, (§ 2

Nr. 1), ferner f;, f; . ... die korrespondierenden Fallhalb-

strahlen auf den weiteren Ebenen des durch I, [, bestimm-
ten Fbeneunbiischels. Die f' bilden dann ihrerseits ein in der
Fallebene I’ gelegenes Halbstrahlenbiischel, und wir konnen
zu einem beliebigen Punkt P auf f die zugehorigen korre-
spondierenden Punkte (§ 1, Nr.3) P;, Py .. . auf f}, f; .
konstruieren, wissen auch, daf wenn P/, P, und P, P, ein-
ander auf £, f, und ], f; zugeordnet sind, I, P, zugeordnete
Punkte auf f; f; sein miissen (Transitivitit, § 1, Nr. 3). Genau
so konnen wir zu P auf den Fallehenen I, I/’ . . . des
Paares I4,, I/, die korrespondierenden Punkte bestimmen.

7. Drehzylinder und Grenzkugel. Im allgemeinen
Falle, dann nimlich, wenn eines der beiden Biischel ein
s-Biischel ist, das andere ein /-Biischel, gehdren die durch
Fortsetzung der Konstruktionen gewonnenen Reihen korre-
spondierender Punkte einem Drehzylinder an, dessen Achse s

und dessen Radius » = P S| ist und jede Reihe korrespon-

dierender Punkte gehort entweder einem Kreis vom Radius #
an (P/ P, P;...) oder einer Abstandslinie (¥', P, P ...).

Da auf einem Drehzylinder die Parallelkreise — Schnitte
der Ebenen senkrecht zur Achse — und Meridiane — Schnitte
der durch die Achse gehenden Ebenen (hier Abstandslinien,
in der euklidischen Geometrie die (geraden) Mantellinien ein-
ander senkrecht durchsetzen und je zwel Parallelkreise auf den
Meridianen gleiche Stiicke abschneiden, ebenso je zwei Meri-
diane auf den Parallelkreisen, so ergibt sich, daf auf den
Drehzylinder des hyperbolischen Raumes die euklidische Geo-
metrie gilt. Den Geraden der Ebene entsprechen Schrauben-
linien,



234 H. Licbmann

Diese Betrachtung ist leicht tiefer zu begriinden®).

Das ist hier nicht die Aufgabe, vielmehr soll dies nur ein
Wegweiser sein, zu dem spiiter (§ 3, Nr. 2) zu beweisenden
Satz, daBt anf der Grenzkugel die euklidische Geometrie gilt.

Wenn niimlich die beiden zueinauder orthogonalen Iibenen-
biischel P_-Biischel sind, so werden aus den Meridianen und
Parallellkreisen Grenzkreise (Orte korrespondierender Punkte
auf Parallelen) aus dem Drehzylinder eine Fliche, die die Ge-
samtheit der jetzt simtlich ein gemeinsames Ende enthalten-
den Fallgeraden senkrecht schneidet. Die Drehzylinder haben
zwei Biischel von Symmetrieebenen, die Ebenen durch die
Achse und die Ebenen senkrecht zur Achse. [Wesentlich fiir
die beschriebene Ausartung des Drehzylinders, die Grenz-
kugel, wird sein, daB alle Ebenen durch P_ Symmetrie-
ebenen sind (vgl. § 3, Nr. 2) und nicht nur die Meridiane und
Parallelkreise, sondern auch die Schraubenlinien zu Grenz-
kreisen ausarten.] Die Vermutung, dali auch dann noch die
euklidische Geometrie gelten wird, liegt sehr nahe.

§ 3. Die Geometrie auf der Grenzkugel.

1. Die Winkelsumme im Paralleldreikant. Die in
§ 2, Nr. 1 eingefithrten rechtwinkligen Vierkante konnen jetzt
beniitzt werden, um zu beweisen, dafy die Summe der Kanten-
winkel im Paralleldreikant zweil Rechte () betriigt.

Wir beginnen mit dem an der Kante g, rechtwinkligen
Paralleldreikant (¢, ¢,, gs), dessen Ebenen mit F,, I,,, I,
bezeichnet werden mogen. Auf der zu 1/, liings ¢, senkrechten
Ebene I, ist g, korrespondierende Fullgerade zu g, auf F,
(§2, Nr. 4). Zu g4, einem Fallhalbstrahl der Ebene I, . . .
konstruiert man dann den korrespondierenden g, auf I, und
hat damit ein rechtwinkliges Parallelvierkant (g,, g,, g5, 7,)
erhalten.

In dem durch I, und E,, bestimmten Biischel von P, -
Ebenen (§ 2, Nr. 4) gibt es eine Symmetricebene, zu der I,

) Vgl auch die Betrachtung tber dus Krimmungsmaf, § 4, Nr. 4.
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L,, symmetrisch liegen, ebenso besitzen K, und F "eine
Symmetrieebene durch P, . Diese beiden Symmetrieebenen
schneiden einander senkrecht nach einer Geraden, die ehen-
falls durch P_ geht, das heibt zu g,, g,, g9,, g, parallel ist
und die auBerdem im Mittelpunkt B des aus vier korrespon-
dierenden Punkten P, P, P, P, gebildeten symmetrischen Vier-
ecks auf der Ebene des Vierecks senkrecht steht. Da P, P_,
d. 1. g, und g,, ¢;, g, simtlich zu M P_ parallel sind, so
folgt weiter aus
PM=PM=PM=PM

und

P MP,=%P MP=<XP MP=%P MP, =

T
)
da auch P, und P,, P, und P, Paare korrespondierender
Punkte (§ 1, Nr. 2) auf den Parallelen g, und g,, g, und g, sind.

(Im allgemeinen Fall, § 2, Nr. 2 und 3, sind ¢,9,, 9,9,
zueinander windschief!)

Hieraus folgt dann die Kongruenz der Tetraeder (P, P, P, P,)
und (Py P, P, P}, also die Kongruenz der Paralleldreikante
(91 99 95) und (g4, g,, 9,), deren jedes also die Winkelsumme
3 (@) = @ besitzt.

Ist das Paralleldreikant nicht rechtwinklig und etwa bei
g, der grofite Kantenwinkel, so zerspaltet man in zwel an
der Kante %, rechtwinklige Paralleldreikante (g,, g¢,, %,) und
(9ys 95, hy), wobel R, die senkrechte Projektion von g, auf
die Ebene (g,, g5) ist. Fiir (g, ¢,, g5) ergibt sich dann die
Summe der Kantenwinkel

Damit ist der allgemeine Satz bewiesen.

Die Summe der Kantenwinkel im Paralleldreikant
betrigt zwei Rechte.

2. Die Symmetrie-Eigenschaft der Grenzkugel. Die
Grenzkugel ist hier zuniichst definiert durch einen Punkt P,
und einen von P ausgehenden Halbstrahl g, (Hauptachse) rr,.
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Alle weiteren Punkte I’,, I’; . .. sind definiert als korrespon-
dierende Punkte zu P, (§1, Nr. 3) auf den zu g, parallelen
(Nebenachsen) g,, g5 . . .

Wir wollen zeigen, daB diese Nebenachsen mit der Haupt-
achse gleichberechtigt sind, d. h. daf P auch der zu P, (auf g,)
korrespondierende Punkt von g, ist. Diese erweiterte Tran-
sitivitit der Korrespondenzbeziehung folgt leicht aus
der fiir die Ebene in § 1, Nr. 3 erwiesenen. Man braucht nur,
wie am SchluB der vorigen Nummer g, auf (g, gs) zu proji-
zieren und den zu P, korrespondierenden Punkt ¢, auf dieser
Projektion 2, zu beachten, desgleichen den zu P, im Sinne
von § 2, Nr. 6 korrespondierenden ()3, der auf der zu g, kor-
respondierenden, zur ,Fallebene* (g,, /) lings gy, senkrechten
Ebene liegt. Es bilden dann P, ¢, P, @, ein symmetrisches
Viereck korrespondierender Punkte, also sind insbesondere

Q,, P, korrespondierende Punkte auf 4, g,,
ebenso @, P, o » o Ny 9

Daher sind (§ 1, Nr. 3) die Punkte P, P; ebenfalls korre-
spondierend auf g,, g,.

Wenn man also, von P, und g, ausgehend, dieselbe Kon-
struktion ausfithrt, wie zuvor von P, und g, aus, so erhilt
auf jedem zu ¢, und g, parallelen Halbstrahl g, wieder den-
selben Punkt P,.

Alle Achsen sind also gleichberechtigte Sym-
metrieachsen (Drehachsen) der Grenzkugel.

Hieraus in Verbindung mit dem Satz von der Winkel-
summe im Paralleldreikant, der sich auf das von drei (durch
P_ enthaltende Diametralebenen ausgeschnittene) Grenzkreis-
bogen gebildete Dreieck iibertriigt, folgt die Giltigkeit der
euklidischen Geometrie auf der Grenzkugel.

3. Riickblick. Die Verwendung der Kigenschaften der
aus Fallgeraden gebildeten rechtwinkligen Vierkante, der
P_-Biischel von Ebenen (§ 2, Nr. 5) und die gehorige Heran-
ziehung von Spiegelbildern (Symmetrien) gibt einen viel natiir-
licheren Zugang zu den Fundamentalsitzen als die klassische
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auch in die Lehrbiicher iibergegangenen Beweise, die, mit
Schopenhauers temperamentvollem Wort zu reden, an die
,Mausefallenbeweise des Euklid“ erinnern.

Die Bedeutung der P_-Biischel hat, wie ich nachtriglich
feststellte, auch Max Simon?) voll gewiirdigt, indessen sind
seine Betrachtungen, die mit der ,absoluten Gieometrie“ des
Johann Bolyai zwar meist die orakelhafte Kiirze, nirgends
jedoch die bindende Beweiskraft gemein haben, in der Fach-
literatur unbemerkt geblieben. Simon verfiigte gewifi iiber
eine bedeutende, den von Gaufs sehr scharf ,Bootier” benannten,
die die Kongruenzsitze vom euklidischen Parallelenpostulat
nicht trennen konnen, unzugingliche nichteuklidische Vor-
stellungskraft. Es ist daher sehr zu bedauern, daf nur das
genannte ,Bruchstiick aus einer griBeren Arbeit, deren Druck
1892 durch den Tod Kroneckers unterblieben ist“, an die
Offentlichkeit kam. Das ist um so mehr zu bedauern, als um
dieselbe Zeit das Journal fiir reine und angewandte Mathe-
matik (Bd. 112, 1893) einem ,Beweis des Parallelenpostulates®
von H. Schmidt (?) seine Spalten gedffnet hat! Dieser Be-
weis segelt unter harmloser Flagge, das ist zuzugeben, und
sucht sein erhabenes Ziel ein wenig zu verstecken.

§ 4. Gnomonische Abbildung der Grenzkugel.

1. Kigenschaften der Abbildung. Eine gegebene, die
Grenzkugel I7 in P, beriihrende Tangentialebene 7', eine Ebene
also, die in ) auf der Achse P, P_ senkrecht steht, wollen
wir mit /' durch ,gnomonische Projektion von P_ aus“ in
Beziehung setzen, wir wollen also jedem Punkt @ von 7' den
Schnittpunkt I’ des Halbstrahls ¢ P_ mit F' zuordnen.

Die Bilder P der ¢ fiillen dann nicht F vollstindig aus,
sondern liegen innerhalb eines Fundamentalkreises (FF),
auf den die folgende Konstruktion fithrt., Wir betrachten in

1) Die Geometrie der Zwischenebene und der Grenzfliiche. Jalres-
bericht d. D. Math. Ver. 7 (1899), S. 67—76. (leich der Beweis des
ersten Satzes ist unverstiindlich.
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T emen Halbstrahl P ¢, und beachten die gnomonischen
Projektionen der Punkie dieses Halbstrahls auf I. Sie liegen
siimtlich innerhalb des Grenzkreisbogens (Diametralschnittes)
von I, der durch P, und die Spur P’ der Geraden P_ Q)
auf I" begrenzt ist, und dessen Liinge, nebenbel bemerkt, ge-
rade die nichteuklidische Streckeneinheit ist (die Quadratwurzel
aus dem absoluten Betrag des negativen KritmmungsmaBes).
Diese Konstruktion lehrt also: Die Bilder der Punkte @
auf I' liegen alle innerhalb eines Kreises (I'k) mit
dem Mittelpunkt P, und dem Halbmesser Py P’ = 1.
Dabei ist die Strecke P, P’ selbstverstiindlich auf I7 zu messen,
die Sehne (P, P") ist kleiner als 1.

Den Geraden (&) in 7 entsprechen bei der gnomonischen
Projektion auf 7' Schnitte mit Ebenen durch P_, also Grenz-
kreisbogen (g), die auf dem I’k enden in den Schnittpunkten 12'S’
der Verbindungsgeraden von I, mit den Knden IS, von /.
Einem R_-Biischel von Geraden in 7' entspricht auf I ein
Biischel von Grenzkreishogen ¢, die den Punkt R' des Ik
gemein haben.

2. Bilder der {-Biischel. Um zu zeigen, dal auch den
[-Biischeln von Geraden der 7-Ebene, den Geraden (%) also,
die alle auf einer Geraden [ senkrecht stehen, bhei der Abbil-
dung wieder Biischel von g entsprechen, fiihren wir folgende
Konstruktion aus: Wir fillen auf ¢ von P, aus das Lot Iy L. = q,
errichten in I die Senkrechte auf 7" und erteilen ihr (vgl. die
dritte Grundaufgabe, § 1, Nr. 2) eine solche Liinge L L, = ¢/,
daf die Verhindungslinie von L, mit P_, die iibrigens in der
Ebene P P, L L' liegt, auf L L, senkrecht steht. Die aufer-
halb des I'k gelegene Spur von L, P, auf I7 wollen wir mit
L bezeichnen und den ,darstellenden Punkt von [* benennen.

Dann kann man iiber die Bilder der zu [ senkrechten in
T gelegenen Geraden auf I' aussagen, daf3 sie auf Grenzkreisen
liegen, die durch L gehen. In der Tat schneiden die durch
die Achse LIL])m gelegten Ebenen, die die gnomonische Ab-

bildung vermitteln, /* nach Grenzkreisen durch 1, und 7" ent-
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weder iiberhaupt nicht oder nach Geraden, die auf I senkrecht
stehen. Einem [-Biischel in 7 entspricht also ein
g-Biischel auf F, dessen Grundpunkt I, aubierhalb des
Ik liegt.

Die Bilder der Enden K M_ von ! auf I’ sind, wie wir
schon wissen, zwel Punkte K‘, M’ des I’k (Nr. 1 am SchluR),
und die beiden L mit X' und M’ verbindenden Grenzkreis-
bogen auf I” kinnen den I'k nicht zum zweiten Mal treffen,
denn ihre im Innern des I'k gelegenen Teile wiiren dann die
Bilder von Geraden der Ebene 1, die auf ! senkrecht stehen
und mit 7 ein Ende K_ oder M, gemein haben. Da es solche
Geraden nicht gibt, miissen die L mit K‘ und M’ verbinden-
den Grenzkreishogen Tangenten des Fundamentalkreises sein.

Hieraus folgt also:

Sind K’ und M' die Bilder der Enden K_, M_ von I
auf I, so ist L der Schuittpunkt der auf ¥ an den I
in K’ und M’ gelegten g-Tangenten, also der Pol der
S-Kante K’JM' des I'k, die das Bild von [ ist.

Insbesondere folgt daraus auch: Wenn zwel Gerade in 7'
einander senkrecht schneiden, dann haben ihre Bilder auf F
die Eigenschaft, daf jedes iiber den Ik hinaus verlingert den
Pol der andern hinsichitlich des Fundamentalkreises enthiilt.

3. Analytische Darstellung?). Is sei PyQ = r der
Abstand eines Punktes @ in T von P, — dem Berithrungspunkt
von 7' und Aunfangspunkt eines (ebenen) Polarkoordinaten-
systems — und Iy P’ = o der geodiitische, auf der Grenzkugel
zu messende Abstand des Punktes I’ (Bildpunkt von @) von P,
dann ist
e
= '_*‘_'e:_,,-

Es sei g die Liinge des von P, auf die Gerade [ gefiiliten
Lotes P, L, ferner L im Sinne von Nr. 2 der ,darstellende

1) o ==thr

1) Vgl. hierzu aufier dem bei § 1 genannten Artikel von Zacharias

z. B. Kap. Il und V von Liebmann, Nichteuklidische Geometrie, zweite
Auflage (Leipzig 1912).
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Punkt dieser Geraden auf F. Dann kann man den Grenz-
kreisbogen o = P, L durch q ausdriicken, indem man das Lot
P L, =1 auf die Achse fillt und anderseits beriicksichtigt,
dat ¢ einem Viereck mit drei rechten Winkeln £, L L, L, an-
gehort, indem man die Seiten Py L = ¢ und

1z, —¢ 1@+ 1@ =)

kennt. Man erhiilt
el 4 et
2) Q=sht=shq.c/zq=éqr_r_r;3—_—q=cthq.
Fithrt man nun noch auf 7" und I’ die Polarwinkel ein,
¢ fir Punkte, v fiir die von P, auf die Geraden gefiillten
Lote, so sind die Welerstrafischen Punktkoordinaten eines

Punktes @ (», ¢):
3) p=chr, z=shrcosp, y=shrsineg,

und die Weierstrafschen Linienkoordinaten einer durch
PyL =1 und den Winkel v dieses Lotes mit der Anfangs-
richtung bestimmten Geraden:

4) w=38shq, w=chqcosy, v=chgsmy.

Als rechtwinklige Koordinaten des zugeordneten I’ er-
hiilt man dann

x
5) E=opcosp =1thrcosp = -—,
p
. . 2
n=opsing=~¢thr singp = ‘1/7,

und die rechtwinkligen Koordinaten des darstellenden Punktes /.
einer Geraden (Nr. 2 dieses Paragraphen) werden
u

6) $=Qcosw=ct/eq-cosv/'=u_,

v

y=op siny =cthqg sy = w
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Die Formeln 5) und 6) stehen an der Spitze der analy-
tischen Behandlung der Cayley-Kleinschen MaBhestimmung.

Die Gleichung, welche die Koordinaten (z, y, p) der Punkte
der Geraden (u,, v,, w,) erfiillen, lautet

g+ Yyvy—pw, =0,
oder also nach 5) und 6)
E& +ny,—1 =0,
und bringt in dieser Form zum Ausdruck, daf L der Pol des
Bildes der Geraden [ ist hinsichtlich des durch
24P —1=0
dargestellten Fundamentalkreises.

4. Konvexe Flichen mit negativem Kriimmungs-
malk. Zum Schlufi sei noch eine Bemerkung iiber das Kriim-
mungsmaB von Flichen im hyperbolischen oder pseudosphii-
rischen Raum gestattet mit Riicksicht auf § 2 Nr. 7.

Das aus der quadratischen Differentialform fiir das Linien-
element dst = Edu* + 2 Fdudv 4 Gdv?

berechnete GauBsche Krimmungsmaf verliert im pseudosphii-
rischen Raum die bekannte durch die Formel

1
o
R, R,
ausgedriickte Bedeutung, die dieser Invariante der I, 7| G im
euklidischen Raum zukommt.
Man erhilt vielmehr nach Bianchi') fiir Flichen im
Raume konstanter negativer Krtimmung (— 1: a?) die Beziehung

KE=1 (chtR' Gt —1),
a~ a a

die, wie Bianchi auch hervorhebt, daran gekniipft ist, dafi die
Hauptnormalschnitte im Bezugspunkt wirklich Kriimmungs-

1) Vgl. hierzu Bianchi (Lukat), Differentialgeometrie (Leipzig 1899),
Kap. XXII, S, 623.
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radien besitzen. Wird der ,Zykl*, der den Hauptnormalschnitt
im Bezugspunkt oskuliert, eine Abstandslinie, eine Kurve also,
die der Ort der Endpunkte gleichlanger Strecken I ist, die
auf einer Geraden senkrecht stehen, so ist in I/ einzusetzen

R . in R
cth( -+ 2) =th o,

a

Danach enthilt man z. B. bei einem Drehzylinder vom
Radius r:

o (ath e _1> =0
a- a a

und bei der Grenzkugel wegen
R =R,=o
und ctho =1

ebenfalls K = 0. Wir erkennen in Ergiinzung von § 2, Nr. 7
die Abwickelbarkeit der genannten Flichen auf die euklidische
Ebene jetzt auch daraus, daB das Kriimmungsma8 zu Null wird.

Ganz allgemein konnen wir iiber die Fliichen vom Kriim-
mungsmal K = 0 im pseudosphiirischen Raum auf Grund der
mitgeteilten Beziehungen aussagen: Sie sind konvex und es
muf} sein

Pr=1, d. h R, =R,

cth g‘ cth e
a a

der eine Hauptschnitt wird also von einem Kreis (Radius R)),
der andere von einer Abstandslinie oskuliert, deren Nullachse
im Mittelpunkt des genannten Kreises auf der Flichennormale
senkrecht steht.

Den von Gaub ,gefiirchteten® Gegnern der pseudosphii-
rischen Geometrie, die, wie eine in den letzten Jahren gefiihrte
Diskussion zeigt, noch nicht ausgestorben sind, mochte ich

eine Paradoxie unterbreiten.
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Die Abstandsfliichen (Orter der Endpunkte von Strecken
konstanter Linge /, die auf einer gemeinsamen ,Nullebene®
- senkrecht stehen) sind in der euklidischen Raumgeometrie selbst-
verstiindlich Ebenen. Im pseudosphiirischen Raum aber erhilt
man ganz gewili konvexe Flichen (Hypersphiren), deren
Dupinsche Indicatrix wegen der Rotationssymmetrie der Fliche
um jede Normale ein Kreis, deren Tangentialebenen Stiitz-
ebenen sind, nicht Schnittebenen wie hei Fliichen negativer
Kriimmung im euklidischen Raum.

Die Berechnung des Kriimmungsmafes gibt aber den kon-
stanten negativen Wert

K = 1~,<H{5’ / —1) =—~71 -
a? 7 l

a’ech?

Die Hypersphiiren sind also konvexe Flichen mit
negativem Kriimmungsmag.

Sitzungsb, d. math.-phys. K1. Jahrg, 1921, 17



