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Über Dirichlets Teilerproblem. 

Von Edmund Landau in Göttingen. 

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 3. Juli 1915. 

Es bezeichne T{ri) die Anzahl der Teiler von n und r(x) 

für x > 0 die summatorische Funktion1) 

M W 
r (x) — £ T(n) = £ = £ l. 

lm<x 

Di richtet2) hatte 

(1) T(X) = x\ogx -j- (2C—\)x 0(V"x) 

bewiesen, wo C die Eulersche Konstante bezeichnet. Erst 
Yorono'i3) gelang es, (1) zu verbessern und zwar zu 

a 
(2) T(X) xlogx + (2 6' — l)a; + 0(Ya; log#). 

Der Vorono'ische Beweis von (2) ist etwa 40 Seiten lang; ein 
späterer, ganz verschiedener Beweis von mir4), der gleichfalls 

u 
1) £ bedeute 0. 

« = 1 
2) Uber die Bestimmung der mittleren Werthe in der Zalüentheorie 

[Abhandlungen der Königlichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
Jahrgang 1849, mathematische Abhandlungen, S. G9 —83; Werke, Bd, II, 
S. 49 — 66], S. 73 bzw. 56. 

3) Sur un problème du calcul des fonctions asymptotiques [Journal 
für die reine und angewandte Mathematik, Bd. CXXVI (1903), S. 241 — 282]. 

4) Die Bedeutung der Pfeifferschen Methode für die analytische 
Zahlentheorie [Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissen- 
schaften in Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. CXXI 
(1912), Abt. lia, S. 2195-2332], S. 2206-2246. 

Sitzungal). <1. math.-phys Kl. Jalirg. 1915. 21 
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im Gebiete der reellen Analysis verläuft, erfordert weniger 
Rechnungen, ist aber auch noch recht lang. Meine Behand- 
lung1) dieses Problems (im Rahmen einer allgemeineren Unter- 
suchung) mit den Mitteln der komplexen Funktionentheorie 
hatte zwar auch über (1) hinausgeführt, aber nur bis fast 

zu (2), nämlich bis zu 0 (x^ +') bei jedem e > 0. Dafür hatte 
diese komplexe Methode das über 

[*] 
rt(«) = 5j Z*(»)= £1 (A- > 2) 

n=l )/i J... mic x 

(Anzahl der Zerlegungen aller Zahlen bis x in lc Faktoren) 
Bekannte zu 

(3) ck (x) = x (6*_i log'1-1 x-j- [- b0) + 0 (aAH + ) 

bei jedem e>0 verschärft; die b sind hierbei Konstanten. 
Nunmehr ist es mir gelungen, durch Verschmelzung meiner 

beiden alten Methoden und einige weitere Kunstgriffe einen 
Weg mit komplexer Funktionentheorie zu finden, der den 
ersten kurzen Beweis von (2) ergibt und für lc > 2 das bisher 
beste Ergebnis (3) zu 

(4) Tk(x) = x{bk-1 log4“’ x -f ■ ••-(- b0) -p 0 (aAH log'1“1 x) 

verschärft. 

Und zwar werde ich nicht lc — 2 besonders, sondern gleich- 
zeitig alle lc >2 behandeln; das Ziel (4) enthält ja (2) genau 
als Spezialfäll lc = 2. Es sei also lc eine feste ganze Zahl > 2. 

Hilfssatz I: Es gibt eine absolute Konstante c derart, daß 

für alle U > 0 und alle v?=0 

I u 

j jjtrhj du <c 
0 

ist. 

ff Über die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen [Nach- 
richten von der Königdichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 
mathematisch-physikalische Klasse, Jahrg. 1912, S. 687 —771], S. 695—720. 
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Beweis: Stellt z. B., übrigens mit c= 18 1^2, auf S. 381 
meiner Besprechung der Wigertschen Abhandlung Sur quelques 

fonctions arithmétiques [Acta Mathematics, Bd. XXXVII (1914), 
S. 113—140j in den Göttingischen gelehrten Anzeigen, Jahr- 
gang 1915, S. 377—414. Die Behauptung deckt sich offenbar1) 
mit dem (ebenda nicht vorgekommenen) Spezialfall y — — J 
des Hilfssatzes 10 meiner oben erwähnten Abhandlung aus den 
Göttinger Nachrichten und ist fast wörtlich wie dieser Hilfs- 
satz beweisbar; was eben 1. c. geschah. 

Hilfssatz 2: Es sei w > 0. Dann sind die 7c -J— 1 Integrale 

IVs + k 

s(s
 + 1) ' ’ ' (s + fy 

ds — H(w), 

2 — 00 * 

1+ 
ws+k-\ 

s\s -f 1) • • • (s -f k — 1) 
ds — iJj (w), 

l + CO I 

— ds — (w) 
s 

absolut konvergent und zwar bei festem w0 > 0 für 0 <iv <. iv0 

gleichmäßig, so daß jede dieser Funktionen stetig und (von der 

zweiten an) die Ableitung der vorangehenden ist. Also insbesondere: 

H{iv) ist k Male differentiierbar, und zwar ist: 

H^(w) = Hk{w). 

Beweis: s werde = o + ti gesetzt. Bekanntlich2) ist bei 
festem n und sogar (was beim Beweise von Hilfssatz 3 ange- 

*) Abgesehen von dem unerheblichen Werte der absoluten Kon- 
stanten c. 

-) Vgl. z. 13. S. 702 meiner Arbeit aus den Göttinger Nachrichten. 
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wendet werden wird) bei festem ai und festem a2 > n1 für 
Oj < o < o2 gleichmäßig 

(5)   = 0(^-°), 
Sn 

cos — r(s) 
also für a = 

(cos f r(s) 

1 ^ / - * -1 
- = 0\t + 

= 0(ri), 

folglich jeder der /r + 1 Integranden absolut genommen gleich 

(V = 7c,..., 1, 0) mal einer Funktion von t, welche 0 {fr ’) ist. 

Hilfssatz 3: Es ist für w > 0 erstens 
1 . 1 , . 
   ; h CO 1 

2 ‘ 2/c 

(6) H(w) = 
ws+k 

S 71 
cos — r(s) 

s(s + 1) ■ • • (s + Je) 
cls 

— — + — 00 t 
2 1 2 o /v 

1 1 I •   h a> t 
2 2/c ^ 

r\ 
(7) 

1 iS+7c 

J_ 1 
~ ~2 - ~2k 

und zweitens 

sn Y s(s + 1) ■ • • (s + Je) 
cos -g-rc®)1 

-vT ds 

(8) 

2 2/c 

iî«(w) = 

-f œt 

(cos ™ r(s)j 

— ds. 
s 

1 1 
 CO t 
2 2/c 

Beweis: 1) Ich wende den Cauchyschen Satz auf den 
Integranden in (6), (7) und das Rechteck mit den Ecken 

J - Ui, I + Ti, 
1 , 1 ... 
2±2I~U‘ 

wo T > 0, II> 0 ist. Dasselbe enthält keinen Pol des 
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Integranden. (Diese Pole sind ja 1, 3, 5, ... ad inf., sowie 
die negativen ungeraden Zahlen > — 7c.) (6) und (7) werden 
also aus Symmetriegründen bewiesen sein, wenn ich für 

1 1 ^ 3 

gleichmäßig 

lim 
t = X SJI 

cos — / (5) «(*+!)•••(« + *) 0 

zeige; dies folgt aber nach (5) so: 

s* r, , cos — / (s) 

 1  = o(/€ 
" s(s + 1) • • • (s + 7c) v 

= 0\t 2 .— — — 1 - (in 

= 0\t 2 * -I+4+-J = o\t 2 

2) Dieselbe Betrachtung beim Rechteck mit den Ecken 

3 rj. 3 i 1 1 1 
J~Ul’ j + Tt, -- — + Ti, z-2lc-Ui 

ergibt wegen der für - — ^ < o < — gleichmäßigen Ab- 

schätzung 

die Behauptung über Hk(iv) — H(k) (w). 

Hilfssatz 4: Bei wachsendem w ist 

H(iv) — 0 {w 2 2't+,i). 

71« (w) = 0 (w9 ~9k). 
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Beweis: Bekanntlich1) ist bei festem o, wenn ax eine kom- 
plexe, nur von a abhängige Konstante bezeichnet, 

sn r(c\ cos r(s) 

~-o — «(logi-I) 
= axt- e 1+0 

Folglich ist, wenn a2 und a3 zwei nur von 7c abhängige kom- 

plexe Konstanten bezeichnen, für o = — — ~ 

1 1' 

SJZ s(s + !) ' • ' (s + h
) cos ^+(s) 1 

fc (— o) — ft — 1   
= a, + ! > e 

/«<* (log< — 1) 
1 + 0 

2 7c 

 TT —kti (logt — 1) _ . 
(9) = a2t 

2 e +0\t * 

und für o = — 9v 

1 

cosY T(s) 

(10) 

1 /(Ô-")-1 -*«0og«-l)/ (\ \\ 

— kti (log t 1 ) 
= ci^t ~ c -J- O ). 

— 4- - 7T7 + /c * * 
Der Integrand in (7) ist 2 2,1 w mal dem Aus- 

1_J « 
druck (9); der Integrand in (8) ist w'2 2k w mal dem Aus- 
druck (10). Also wird offenbar Hilfssatz 4 bewiesen sein, 
wenn es gelingt, für iv > 0, T > 0 

l 

ai) ! Jo +Klos(-,-iloe’':)^|<^ = A (7c) 

') Ygl. z. B. S. 701 meiner Arbeit aus den Göttinger Nachrichten 
n .zi t . . 

für während ^ = 2c2 e 2 ^1 + O ^ ) J trivial ist. Übrigens 
cos — 

ergibt sich ax sogar als absolute Konstante, was aber unerheblich ist. 
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zu beweisen, wo A nicht von iv und T abhängt. Da nun 

ist, so ist (11) nach Hilfssatz 1 wahr, sogar mit dem absolut 
£ 

konstanten A = —-=■. 
V 2 

Hilfssatz 5: Es sei w > 1, 0 < v < iv, A,H(w) die hte Dif- 

ferenz hei jeweiligem Fortschreiten um v: 

Behauptet wird die Existenz zweier nur von h, nicht von v, w 

abhängiger Konstanten A1, A2, so daß 

T k 7 

U k 0 

(12) 1 = 11 (w + *«) — Q j H(w + (k— 1) v) 

I + •■• + (- l)k
H(w). 

A„H(w) <AlW 
2 2fc 

A„H(iv) <A2V'‘UA 2* 

is/!. 

Beweis: Nach Hilfssatz 4 ist für w > 1 

(13) If(w) <J3M> 
2 2,‘ 

und 

(14) H(k){w) < A4w
2 2,t 

1) Nach (12) und (13) ist 

A„H(W)\<AA{W-\-kiv) - + (/r + k w) 

+ ••• + («</ + k w) 2 2fc + *J = Hj 

2) Wegen 

//• 

» + » "’l + o «7t_)+» 
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ist nach (14) 
i _ ! 1 _ 1 

j Av H(iv) I < vk Ai («• -j- Je iv)2 2,1 = A„ vk w ~ -k. 

Hilfssatz 6 : Es ist 

2 + x i 

f I 711 J 
y I s-\-lc 

s (s + 1) • • • (s + ^) 
ds = \w.^y—1)fc für y> l' 

0 für 0 < y < 1. 

Beweis: Steht z. B. auf S. 380 meiner Besprechung der 
Wiger tschen Arbeit. 

Es ist für o > 1 

V T"(w) Z(S) = ZJ 
n=\ ns 

Die Riemannsche Funhtionalgleichung 

(15) £ ( 1 — s) = 2 cos *1 \s) C (s) 
1-71 ) " 

gibt demnach 

1 r*^1 —s)’ 
(2 Ti')'15 

Z(s) = J 
also für o < 0 

(16) Z(s) = 

(cOSyB(s)J 

2'1 STi . \“ n 
cos 7+) ' "-1 

£ Tl‘(n) (2kjikn)\ 

Ich setze für x > 0 zur Abkürzung 
, X X\ 

1 M 
**-l 

<P (x) = ^ Ek (n) (x — M)
4
 = J cZa:, J <7æ2 • • • J rfc (a:*) ha*. 

’ » = 
1
 O 0 

Dann ergibt Hilfssatz 6 für x > 0 
2+001 2-fee* 

a;s+,£ ®_ ï'iAn) 7 

2+er * 

=|]ïU»)i 

a: \s+,c 

w, 

H=I 
2jiiJ s(s+l)---(s+/,:) 

2—« i 
f/s 

s(s+l)---(s4/c) ", Ws 

1 M fx \ k 
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Nun werde der Gauch y sehe Satz auf das Rechteck mit 
den Ecken 

2 — Ui, 2 -p Ti, 
2 1 21+ Ti’ -2+2\~m 

(wo 27> 0, U > 0 ist) und den Integranden 

(17) 
ZS+& ry, 

s(s + 1) • • ■ (s + 7c) [S) 

angewendet. Darin liegt der Pol 7cter Ordnung s = 1 und der 
Pol erster Ordnung s = 0 mit der Residuensumme 

R(x) = xk+1 (r/fc_i log7'“1 x -j- • • • ■+ gn) + gxk, 

wo git-i, , <J reelle Konstanten bezeichnen (die nur von 7c 
und ihrem Index abhängen). Das Integral über die wage- 
rechten Rechtecksseiten strebt gegen Null, da bekanntlichl) für 

o > — -p i gleichmäßig 
Ci 6 fv 

ç(s) — o (y_ -fc), 

also für — -p — < o < 2 gleichmäßig der Integrand (17) 
Z L le 

O [t 2 11 ') =o{t 2) = o(l) 

ist. Demnach ist 

1 , 1 — -J CO I 
2 2k 

folglich nach (16) 

1 1 
“Ï + Tk+a,< 

1 1 T £s+,: 1 
2 ni 2k J s (s -p 1 ) • • ■ (s-p 7c) ( sn 

1,1. cos T\S) 
-T+2*—' V 2 

A (2***»)*ds. 
»i = i n 

1) Man pflegt es aus (15) abzuleiten. 
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Hier ist Vertauschung von Summation und Integration er- 
laubt, da 

xs+k 1 I ^ Tk(n) 

»C»+i)-(»+*> LosÇr^y ■=. 
V —(2knkn)s 

^ n 

-<C'("A) u 
o\t 

ist. Demnach ist 

F(x) = - 

- — +1 + 00* 
2 ‘ 2k' 

sS Tk(n) 1 
2i+jt+k>_i+*»^j MH-I 

n=l 

(2* ri'' wr)s+‘ 

cos^r^y s(s+1)'”(s+7c) 

1.1 4- —- — co * 
2 ‘ 2 fc 

(18) 

nach (6). 

2I+'‘ + Aa
7tl+

Ä2 ^‘-L1 

n = 1 
i t ¥Sm‘n*nx), 

Nun setze ich für *>1, indem z die Bedeutung xk+l hat, 

Ag F(X) = Fix + hz) - (jWc + (Ä -1)*) + •■• + (-1 )k
F(x). 

Dann ist nach (12) und (18) für x > 1 

 ±  - Tk(n) 
2'+fc+*J7r1+'fJ " nk+l 

n — 1 

AM F(X) = — >H(iv), 

worin w = 2knknx, v = 2knknz gesetzt ist. Nach Hilfssatz 5 
ist demnach 

4,.F(®) = 0E5§7Min.(» 2 ~k'x 2 24 ,_,n*a!*+1 w2 2*tf2 2k
j 

n=l«‘+1' 

_■ i_,  i_, fc(ic—n i_j_ i_ i \ 
O 11 ». ■ O O ». * ». ». I 1 O OL O O I. I 

/ 
) =0 

*(*-1) . 1 1 
£ 4+ 1 2 
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Bekanntlich ist, nämlich als leichte Folge der rohesten Ab- 
schätzung rk(x) = 0 (x log'£"’ x), 

M Tk (n) _ . = 0 (tf >■ log'1-' y) für l < 1 

und 
Tk(n) 

» — M +1 

(19) liefert also 

; = 0 (yx log'1 ^1 y) für l > 1 ; 

*(>-i) . 1 1 . ft—1 /1 1 \ 

AtF{x) = 0\x*+
l 2
 2*+n-iU 2k) log'1'1 X 

+ 0 (x 2 2* + ft+*+l( 2 2ft)log*-l x) 

= 0(xk~x log*"1#) = log'“-1#). 

n *-n 
x < f < x -j- kxk+l) , 

Nun ist 

A,R(x) = ak 

also, wegen 

Ii{k)(x) =x(bk-1 logk~I x H   + b„) + b, 

Az li ix) = zk (x (bk-1 log'! £B d (- b0) + b + 0 (z log'“-1 x)) 

= zkx(bk-\ logfc—1 x + ■ • • bn) -f- 0 (zk+l log4-1 x), 

Az <ß(x) = AzF(x) + AzR(x) 

(20) = zkx(bk~I \ogk~lx -f- • ■ ■ b0) -f- 0(zkF log1-1#). 
Wegen 

x-f-g xj-|-g xk—1+* 

Az <l>(x) = j dx, I* . . . J" (xk) dxk 

ist x x* æ/c—1 

(21) zkTk(x) < Azd>(x)<zkzk(x + *«). 

Aus (20) und (21) folgt erstens 

(22) zk (x) < x (bk -i log'1“1 X • • • + b„) -)- 0 [xk+l log'1"1 x), 

zweitens 
k-1\ ( -~l 

Tk -)- kxk+')> x(bk-1 log*1"1 x + • • • + £>„) + 0\aft+1 log4"1 x), 

d. h., x 4- kxk+x =y als neue Variable eingeführt, 
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k-\ ,\\k-l 

Tl, (y)>(y + o(?/fc+>))(ô*_,(logy + o(y
k
+' ')) H Mo 

/ fc-1 
-)- O \yk+l log'“-1 y 

[yk+l log'1-1 y). (23) = y (6fc_ 1 log'1-12/4 h &0) + 0 \2/,c+1 log'1 1 y 

(22) und (23) besagen zusammen ; 

(4) Tk(x) = x(h - i log'£ x 4 H &o) + (a;,<+‘ log'1-' * 

Der Spezialfall h — 2 der Identität (18) steht (wenn auch 
mit längerem Beweis) schon1) in der Voronoïschen Arbeit Sur 

une fonction transcendante et ses applications à la sommation de 

quelques séries2), S. 497, Z. 3 y. u. Voronoï hat aber nicht 
bemerkt, daß der lange direkte Beweis von (2) in seiner anderen 
Arbeit (aus Crelles Journal) durch die obige kurze Schluh- 
weise von (18) aus ersetzt werden kann; die von mir ver- 
wandten asymptotischen Abschätzungen3) der Funktionen H(iv) 

und Hw(to) kommen4 *) in jener Arbeit (aus den Annales de 
l’Ecole Normale) vor, soweit es sich um seinen Fall lc = 2 handelt. 

Göttingen, den 21. Juni 1915. 

4 Der Leser, welcher die gliedweise Übereinstimmung beider For- 
meln verifizieren will, muß sich z. B. durch Anwendung des Cauchyschen 
Satzes davon überzeugen, daß (für h = 2) mein H(w) gleich — 2JTî mal 
der Residuensumme des Integranden in den Polen 1, 3, 5, . . . ist, und 
daß diese Residuensumme 

4 w2>-+3
 / { ; 1 \ / 1 1\\ 

^£(2Ä)7 (2Ä+3)!(log«® + 2C- (.1+ 2 + "■ + äj) - ( 1 + a + • ' ■ + jjj+g) ) 

4 2 
ist, also in Voronoïscher Bezeichnung = , w -|- , (f8(w) —1]3(?«)). 

2) Annales scientifiques de l’Ecole Normale supérieure, Ser. Ill, 
Bd. XXI (1904), S. 207—267 und S. 459—533. 

8) Nicht etwa die Fassung des obigen Hilfssatzes 5 und seine An- 
wendung, woringerade mein (der Pfeifferschen Methode entnommener) 
Ausgangspunkt besteht. 

4) Wenn man den in der drittletzten Fußnote angedeuteten Über- 
gang von H(tc) zu Yorono'is Funktionen hinzunimmt. 


