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Uber die Grundlagen der Theorie der Fakultatenreihen.
Von Edmund Landau.

(Eingelauftn S. Ftbrvar.)

Einleitung.

Man verdankt Herrn Nielsen eine Anzahl interessanter
Arbeiten Uber Fakultatenreihen, d. h. Reihen von der Form

@ 0= £00(s+ 1)."T* + »)’

wo a0, «j, a2, ... komplexe Konstanten sind und x eine kom-
plexe Variable bezeichnet.) Herr Nielsen hat seine Unter-
suchungen im dritten Teile des kurzlich erschienenen Werkes
~Handbuch der Theorie der Gammafunktion“ g im Zusammen-
hang dargestellt.
Die wichtigste Grundlage der Theorie der Fakultatenreihen
besteht im folgenden
Satz I: Wenn Q(x) fur einen Wert x = x0 konvergiert,
so konvergiert Q{x) fiur jedes x = xt, welches die
Ungleichheitsbedingung

<RCr,)>3i(*0)
erfullt.

*) Eine Reihe von der Gestalt 2j —, T-~T\--—--ji 4 ~\ wirde das-
e 0® il

selbe bedeuten; esistjedoch zweckmé&Rig, die Schreibweise (1) anzuwenden.
*) Leipzig (Teubner), 1906, S. 237 ff.
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HN(*F—2)... (z—n)= *V
W=0 »! n=o0 \ n J

Herr Nielsen, der auch Uber diese Reihen mehrere interessante
Untersuchungen publiziert hat,1) war hier nicht bis zum Beweise
des Analogons zum Satze |, also der Existenz der Konvergenz-
halbebene, gelangt, obgleich ein solcher bereits auf ganz ein-
fachem Wege von Herrn Bendixson2 gefihrt war. In § 6 be-
handle ich kurz zwei allgemeinere, schon von Herrn Jensen3)
erwahnte Klassen von Reihen, namlich

£ n
»=o(Xt W) (x +A>%--- Xt 1)

und
(2) VO y) (=Y - (F— ),
wo Yi> Ys> - - - Gi® Folge positiver, monoton ins Unendliche

wachsender GroRen ist, fur welche

n=1Yn

divergiert.d Fuir die Reihen (2) hatte bereits Herr Bendixson 5
die von Herrn Jensen ausgesprochene Existenz der Konvergenz-
halbebene, sowie die gleichmafige Konvergenz in der Umgebung
jeder Stelle dieser Halbebene bewiesen; doch ist der in 8 6
des Folgenden hierfir gegebene Beweis etwas einfacher, und

D Literatur s. ,Handbuch etc.“, S. 124 ff. und 225 ff.

2 ,Sur une extenaion k Tinfini de la formule d'interpolation de
Gauss“, Acta mathematica, Bd. 9, 1887, S. 15—20. Herr Nielsen schreibt
mir in einer nachtréglichen Note auf S. 325 seines Buches irrtumlich
diesen Satz zu.

» lc (s. S 153, Anm. 2), S. 71—72.

4) Es ist nicht allgemeiner, von einer Folge reeller, monoton ins
Unendliche wachsender GroRBen zu sprechen, fur welche die Uber alle

1
(mit etwaiger Ausnahme Von 0) erstreckte Summe i(JE) % divergiert.
n=

s) Lc., S 15—23.
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ich beweise auch neue Satze Uber diese Reihen. In § 7 be-
handle ich einige Eigenschaften der Integrale von der Gestalt

1

welche mit den Fakultatenreihen eng verwandt sind; diese
Integrale sind schon mehrfach untersucht worden, und Herr
Pincherle *) hat ihrer Theorie eine umfassende Darstellung ge-
widmet, zu welcher ich einige Bemerkungen und Zusétze mache.

§ 1
Herr Dedekind% hat folgenden Konvergenzsatz bewiesen
und Herr Jensen8§ hat ihn wiedergefunden:

Hilfssatz 1. Wenn 60, 6, ... und 9, cv ... zwei Folgen
komplexer GroBen sind, und wenn die beiden un-
endlichen Reihen

und

®

kn— on+ 11
H=0

konvergieren, so konvergiert die Reihe
3) S U
n=20

Beweis: Beide Autoren beweisen diesen Satz mit Hilfe
des Abelschen Kunstgriffes der partiellen Summation folgender-
mafen:

1) ,Sur les fonctions déterminantes”, Annales scientifiques de I’école
normale supérieure, Ser. 3, Bd. 22, 1905, S. 9—68.

*) Vgl. die von ihm herausgegebenen Vorlesungen Dirichlets Uber
Zahlentheorie, 2. Aufl., 1871, S. 373. Fur reelle Werte der GroBen bn,
war der Satz schon von du Bois-Reymond (,Neue Lehrsatze uber die
Summen unendlicher Reihen“, Antrittsprogramm, Freiburg 1870, S. 10)
bewiesen worden.

8 lc. (s. S 153, Anm. 2), S. 69.
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Wenn

gesetzt wird, so ergibt sieb

t t
2 nth= S (Bn-—-—-Bn- )
n=0 n=0

t
@ = SOB h(c, —cn+ 1) + BtCt+i.
n=

Nach Voraussetzung konvergiert

also auch
S O @J)j
N=0
so dafl3 .
Iim
t—®

existiert; ferner existiert nach Voraussetzung

lim Bti

<= 00
so daR insbesondere fir alle n

\Bn\<B
ist, wo B eine von n unabhangige Konstante bezeichnet. Wegen

IBn(Cn-—Cn+ 1) | B\[cn - Cn+ Ij
ist also die Reihe

n:OBh(cn 1)
konvergent; auf der rechten Seite von (4) nahern sich also
beide Glieder fUr t= <t einem Grenzwert; damit ist die Kon-
vergenz der Reihe (3), also der Hilfssatz 1 bewiesen.
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Herr Dedekindl) beweist mit Hilfe der Transformations-
formel (4) auch folgenden

Hilfssatz 2: Es sei erstens

hbn = 1Bt
«=0

far alle t— 0, 1,2, ... unterhalb einer endlichen
Schranke B gelegen; es sei zweitens

limen= 0,
F»=»

und es sei drittens die Reihe

®
El G-—0*l |
*»:0

konvergent. Dann konvergiert die Reihe

3) fj bnen
0

»=
Beweis: Wie oben ergibt sich wegen
1Bn(en CHpi) 1™">B 1on oo,

da} das erste Glied auf der rechten Seite von (4) sich fur
t= 00 einem Grenzwerte nahert, und wegen der beiden ersten
Voraussetzungen ist

lim Bto-fi = 0,

/= oo

so daB aus (4) die Konvergenz der Reihe (3) folgt.
Jeder der beideh Hilfssétze 1 und 2 fuhrt nun leicht zum

Satz 1:2 Wenn”eine Fakultatenreihe

® w Q-
* ) = . - -
@ B( )_,ZEOXrB*-lr p) (* + »0
1) 1c., S. 371. Fur Reihen mit reellen Gliedern ist der Hilfssatz 2

auch schon von du Bois-Reymond (L c., S. 10) bewiesen worden.
*) S. S. 161; Xqund X\sollen weder Null noch ganzzahlig negativ sein.
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fur x = x0 konvergiert und wenn
M{xIl)> X (x 0
ist, so konvergiert die Reihe flir x= xv

Wenn man den Beweis auf Grund des Hilfssatzes 2 fiihrt
— was hier geschehen soll —, so braucht man nicht die Kon-
vergenz von fi(x0) vorauszusetzen; sondern es genigt, anzu-
nehmen, dal fur alle t= 0, 1, 2, . ..

t n! aM
<B
,5)*0(*0+ 1)---(x0+ n)
ist.
Beweis: Es werde

M an _ _ SpOo+ 1) .--fro+ m)
xo(*o+ 1) .- (xo+ ») " Fi(*i+ 1)---(*i+ »)

gesetzt. Dann ist nach Voraussetzung fur alle t

£y <8

Ferner ist
, L1 ao(?0-H)-- *o(*o+ 1) =(@o'+w+ 1)
e"+, (L, D)me (K + «)
*»0*0+ 1) (1 xo+ n+ A
e (*I+») V + » +
G oCos eCaE M i
xi(*i+ 1) -m(*1+ n) xx-}fo-f- 1
Bekanntlich ist fur jedes von 0, — 1, — 2, ... verschiedene x

n\

(6)

eine endliche, von Null verschiedene Zahl; also erhalt man, in-
dem man die Gleichung (6) fur x0 und xx ansetzt und dividiert,
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(*, + 1)... (xt+ ») r (x Oy

Ml—9= EW. i
n*o)l'

Aus (7) folgt zunéchst wegen R(xx— x”~ > 0, dal

lim] |= 0O
limecH =0
n=Q

ist, womit die zweite Voraussetzung des Hilfesatzes 2 erfullt
ist. Ferner folgt aus (5) und (7), dal

lim Jc, —oi In,+9< D= rJ?i) .
n:a>| I ﬁ r (x0) l«l 01

ist, also von einer gewissen Stelle an
[Cn— G+ < 2 [Ej~rj ] *,-*0 Pl +»*I-*0); £

hieraus ergiebt sich die Konvergenz von

00

EJo 1)

so dall auch die dritte Voraussetzung des Hilfssatzes 2 erfullt
ist. Derselbe liefert also die Konvergenz von

---------------------- — = B(*)

£Ebnen= t —
M=o H=o0*, («! + 1)...(a?t+ n) x

und damit den Satz I.

Aus Satz | folgt, wie schon in der Einleitung angegeben,
die von Herrn Jensen entdeckte Tatsache:

Wenn eine Fakultatenreihe gegeben ist, so sind nur
folgende drei Falle moglich:)

*) Hierbei ist nur von den Zahlen die Rede, welche von0, — 1, —2,...
verschieden sind.
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1. Sie konvergiert Uberall.

2. Sie konvergiert nirgends.

3. Es gibt eine reelle Zahl 2, so daR die Reihe flr 9t@?) > 1
konvergiert, fur 8t(x) < X divergiert.

Was das Verhalten der Reihe auf der tGrenzgeraden* oder
~Konvergenzgeraden* SR(@) = A betrifft, so gibt es Reihen,
welche dort Uberall konvergieren, solche, die dort nirgends und
solche, die weder nirgends, noch Uberall auf dieser Geraden
konvergieren. Beispiele dieser Mdglichkeiten werden weiter
untenl angegeben werden.

Hilfssatz 3:9 Es seien i0, 6If ... Konstanten, 9, cbo...
Funktionen einer komplexen Variabein x, welche in
einem gewissen Gebiete® regular sind; es sei erstens
fur alle t= 0,1, 2 ...

E bn
H=t?
zweitens konvergiere in ® cn gleichmafig gegen O;

drittens sei in © die Reihe

%)

E | Qw1
M=0
gleichméaRig konvergent. Dann ist die Reihe
aB
E bn CH

=0
gleichmafig in ® konvergent.

Beweis: Aus der Gleichung

t t
4) E Bocn= E Bh(c* d¥ 1) 4" a4
n=0 M= 0

D) S S 172-173.

2 Dieser Hilfssatz ist von Herrn Cahen auf S. 79 Beiner oben (auf
S. 153, Anm. 4) zitierten Arbeit bewiesen worden. Herr Cahen stitzt auf
ihn den Nachweis seines Satzes, dal eine Dirichletsche Reihe in ihrem
Konvergenzbereiche eine analytische Funktion darstellt.
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folgt wegen
1-B» (E» M+ 1) 1 | M4+l p
I 115?2-® le<+i |

ohne weiteres die Richtigkeit der Behauptung.

Satz Il: Eine Fakultatenreihe ist in einer gewissen
Umgebung jeder (von 0, — 1, — 2, ... verschiedenen)
Stelle im Innern ihrer Konvergenzhalbebene gleich-
mafRig konvergent.

Es genigt offenbar zu beweisen: wenn Q(x) fir xQ kon-

vergiert, so konvergiert Q(x) gleichméaRig fur alle x = u-\- vi,

welche die Ungleichungen erflllen r

+ + — r»<viya n
wo VY,, Y8, y9 drei positive GroRen bezeichnen (y, <y g, die so
klein gewahlt sind, dal? das obige Rechteck keinen der Punkte
0, — 1, — 2, ... im Innern oder auf dem Rande enthalt. In
der Tat lanst sich jede (von 0, — 1, ... verschiedene) Stelle
der Konvergenzhalbebene in ein solches Rechteck ® einschlieen.

Beweis: Es werde

»la» N SQ(Sq+l) - - - (R<)+ »)
*0(*0-M )...(*0+ »)" “ »(* + D...(*+»)

gesetzt. Dann handelt es sich auf Grund des Hilfssatzes 3 ledig-
lich darum, nachzuweisen, dal? in ® gleichmafig

limen= 0
=0

ist, und daR die Reihe
E 10» 4-11
M=0
in ® gleichmaRig konvergiert.
Wenn eine ganze Zahl y oberhalb der drei Zahlen [x0l,

xo+ Yil y# un™ Ixo4" yol gewahlt wird, so ist in ®
Uberall
Ix I= Ju+ vii< Ju|-f\w i<y,
ebenso
i*0l< r-
1906. Sitsnngsb. d. math.-phya. KI. 11

I' Ufa.
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Es sei ferner R so gewahlt, dal} in

©)

ist. Da fur jy j™ £
1 +y = crIlF (10 )

ist,) erhdlt man fur v> 2y und alle x in @

> xn4-v
n <R

1+ 12_* Ep
B+ v v 2 T
X+ Vv 1+ -
X -j- Vv

also fir n> 2yund alle x in

-n S 7+«r*Sn

(9) n X° -+ - r=2y+ | v= 1
r=2r+1X+ V

Aus (8) und (9) folgt, dal fur alle n von einer gewissen Stelle
an und alle x in ®

(10) K= n OF" ceirog=
v=oX 45 Vv n%

ist. Dies liefert zunéchst, dafl in ® gleichmafig

limen= 0
»=00
ist. In Verbindung mit der ldentitat
X_ — X_O
Cn Cr+1 — Cu X -Il n-!l 71

ergibt sich ferner aus (10), daf? fir alle n von einer gewissen
Stelle an und alle x in @

) Denn =y log(l + y) |=

[ y\ Iyla lyla
% 2 012 2(1X|Iyl)<—|y|*'
*) Hierinist | |14 \ ]J< 1
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LY 5 %)
ist, so daR die Reihe
X) 10~ OwvHl
»&) I

in @ gleichmafig konvergiert. Damit ist der Satz Il bewiesen.

Nun besagt ein bekannter Satz von Weierstra:) Wenn
fj(4 --- analytische Funktionen sind, welche in
einem zusammenhangenden Gebiete @ der #-Ebene
regular sind, und wenn die unendliche Reihe

£4()

in einer gewissen Umgebung jeder Stelle von © gleich-
mafRig konvergiert, so stellt diese Reihe in ® eine ana-
lytische Funktion f (x) dar; ferner ist die durch k-
maliges gliedweises Differentiieren (&= 1,2, ...) gebil-
dete Reihe

*) ,Zur Funktionenlehre”, Monatsberichte der Kgl. Pr. Akademie der
Wissenschaften zu Berlin, 1880, S. 723—726; Abhandlungen zur Funk-
tionenlehre, 1886, S. 73—78; Werke, Bd. 2, 1895, S. 205—209. Herr
Morera folgerte im Jahre 1886 (,Un teorema fondamentale nella teorica
delle funzioni di una variabile complessa“, Rendiconti del R. istituto
Lombardo, Ser. 2, Bd. 19, S. 306 und *Sulla rappresentazione delle fun-
zioni di una variabile complessa per mezzo di espressioni analitiche
infinite", Atti della R. Accademia delle scienze di Torino, Bd. 21, S. 894
bis 897) diesen Satz aus der von ihm entdeckten Umkehrung des Cauchy-
schen Integralsatzes. Herr Painlevé fihrte im Jahre 1887 («Sur les
ligues singuliéres des fonctions analytiques”, Annales de la faculté des
sciences de Toulouse, Bd. 2, S. 11—12) den Nachweis des WeierstraB3-
schen Satzes mit Hilfe des Cauchysehen Satzes. Es ist jedenfalls Uber-
flissig. dal Herr Cahen (L c., S. 85—86) in der Theorie der Dirichlet-
schen Reihen nach dem Beweise der gleichmaRigen Konvergenz in einer
Umgebung jeder Stelle der Konvergenzhalbebene noch besonders beweist,
dal3 die durch gliedweises Differentiieren entstehenden Reihen konver-
gieren. Weierstra, Herr Morera und Herr Painlevé bemerken ubrigens
auch, daR die Reihe (11) in einer gewissen Umgebung jeder Stelle des

gegebenen Gebietes gleichmafliig konvergiert.
ll*
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(10 i1 a

in ® konvergent und = ).
Aus diesem Satz folgt in Verbindung mit Satz Il der

Satz Ill. Eine Fakultatenreihe stellt in ihrer Kon-
vergenzhalbebene eine mit eventueller Ausnahme
der Punkte 0, — 1, — 2, ... regulare analytische
Funktion dar und darf dort beliebig oft gliedweise
differentiiert werden.

Die in der Konvergenzhalbebene gelegenen Punkte 0, — 1,

— 2, ... sind, wie leicht einzusehen ist, Pole erster Ordnung

oder regulare Stellen. Denn, wenn x = — m (m> 0) ein sol-

cher Wert ist, so ist

(12) «(* + 1)... (*+ «) (ﬂ(*)_

* n! an
*m+1(*+ m+ )X+ m+ 2)... (x+ n)’

falls
n—m—1= A x+ m+ 1=y, nlaH= klbk

gesetzt wird, von neuem eine Fakultatenreihe

- klbk
@H-1) -“Cy+ *)°
stellt also eine fur y = 1 regulare analytische Funktion dar,
so daR nach (12) (x + *») U (x) fur x = — m reguléar ist.

In ihrer Konvergenzhalbebene braucht eine Fakultéten-
reihe nicht absolut zu konvergieren. Es gilt der von Herrn
Nielsenl) bereits auf dem natirlichsten Wege bewiesene
Satz IV. Das Gebiet der absoluten Konvergenz einer

Fakultatenreihe ist — falls die Reihe weder Uberall
noch nirgends absolut konvergiert — eine Halb-
ebene, welche links durch eine Gerade yt(x) = (x be-

* .Recherches etc.“, S. 416; »Handbuch etc.“, S. 238.
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grenzt ist, mit oder ohne EinschluR der ganzen
Geraden 2t(x) = ju selbst.
Die Menge der Punkte, in welchen Q(x) absolut konver-
giert, hat also die Form 9t(x) > p oder 9%t (x) jul)
Beweis: Es braucht nur gezeigt zu werden, dafl aus der
Konvergenz von
M JaH|
«:0|XO| o+ 1] -m Ixo+ n |
die Konvergenz der Reihe
n\\an\
n~o 11 PXx+ 11... Ixx+ nl
folgt, falls
*(*))>-«W
ist. Dies ist eine unmittelbare Folge der Gleichung
@ tim <@+ D (0+») gy,
m=o *1 (»L+ 1) --- (<1 + ») T (X0
und des bekannten Satzes: Wenn

o
M=0
absolut konvergiert und
lim cn
N v
existiert,*) so konvergiert |, ' )
£& »«
M:=0
In der Tat ergibt sich fur
, n! o1 o= X0foo+ 1) (Xp+ »)

XiXi+ 1) - (*1L+ »)
nach (7), daB

fur 91 (x,) = R(x
limen= \T(xJ\ 0o 9
»=00

fur M(«,) > « (*0
ist.

1) Hierbei sind nattrlich die Punkte 0, — 1, — 2, ... auszuschliel3en.
*) Es genugt, dal3 alle |cn|< c sind.
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Fur jede Fakultatenreihe gibt es also, wenn man die beiden
Séatze 1 und IV zusammennimmt, zwei charakteristische Zahlen
X und fi derart, daB X< fi ist und (abgesehen von den Punkten
0, —1 —2 ...) die Reihe

fur 91 (x) < X divergiert,

fur A< 9\ (x)< fi bedingt konvergiert,

far 91(x)> fi absolut konvergiert.
Hierbei kann es sich allerdings ereignen, dall X= fi ist, also
der Streifen bedingter Konvergenz nicht vorhanden ist; ferner

mussen flur die Zahlen X und fi auch die extremen Werte — o0
und -f- oo zugelassen werden.

Es gilt noch der von Herrn Nielsenl bewiesene

SatzV: Wenn eine Fakultatenreihe fir x0 konvergiert
und 9i(#,)> 9 (rQ + 1 ist, so ist die Reihe fur x,
absolut konvergent.

Hierbei wird xx von 0, — 1,... verschieden angenommen.
Aus diesem Satz folgt, dal fur endliche X fi stets

X< fi<,X+ 1
ist, ferner, dal} fur X= — oo auch fi= — oo ist und dal3 fur
fi= + oo auch X= + (0 ist.
Beweis: Wie Herr Nielsen wohl bemerkt hat, folgt die

Behauptung, auch wenn man an Stelle der Konvergenz von
B (#0 nur voraussetzt, daR fur alle n

/10\ W- &n Y
*o(*o+ 1)...fo+»jj
ist, unmittelbar aus (7); denn alle Glieder von

® n\\an\
*=0*L(*1+ 1) ... @® + ») 1

liegen nach (7) und (13) von einem gewissen n an unterhalb

4 »Recherches etc.“, S. 415; ,Les séries etc.“, S. 358; ,Handbuch
etc.“, S. 2%8.
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rixijl 1

2A
r(a”™) | n«W-"W

Herr Nielsen hat nicht entschieden, ob die Differenz fi — X
wirklich zwischen 0 und 1 (mit Ausschlu der Grenzen) ge-
legen sein kann. Auf Grund der Betrachtungen von § 2 wird
es leicht]) sein, diese Frage — durch Konstruktion eines passen-
den Beispiels — in bejahendem Sinne zu beantworten.

§2.
Das Konvergenzgebiet einer Fakultétenreihe

1) QX —irx@E+ 1)...(* +w

ist nach Satz | in demselben Sinne eine Halbebene wie das
einer Dirichletschen Reihe

W) () -Eapd

oder einer allgemeineren Dirichletschen Reihe

00
E ane~Yn*
H1

(W yv yr ... eine monoton ins Unendliche wachsende Folge
reeller Grolzen bezeichnen) auf Grund des von Herrn Jensenl)
gegebenen Beweises.

Wenn man zu einer gegebenen Fakultatenreihe (1) die
zugehorige Dirichletsche Reihe (14) mit denselben Koeffizienten
a*(n”~1) betrachtet, so gilt der merkwirdige
Satz VI: Die Konvergenzhalbebenen der beiden Reihen

R(a;)und *F(x) stimmen Uberein, und, was noch mehr
besagt,-) fur jedes (von 0, — 1, ... verschiedene)

i) S. S. 171, Nr. 3.

* 1c., S 70

s) Es ist namlich nicht nur die charakteristische Zahl X fiir beide
Reihen dieselbe, sondern es konvergieren bezw. divergieren auch in jedem
Punkt der Geraden 9t (x) = A beide Reihen gleichzeitig.
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# konvergieren beide Reihen oder divergieren beide
Reihen gleichzeitig.
Beweis: 1. Es sei x eine (von 0, — 1, . . . verschiedene)
Zahl, fur welche W(x) konvergiert, und es werde fur « ~ 1

an n! n*

"oon* °n x(x+ 1)...(x-\-n)

gesetzt; ich behaupte, dal die Voraussetzungen des Hilfssatzes 1
erfallt sind, d. h. daB

fj |cM— cHr 11
n= 1
konvergiert. Es ist
_ n\n* (n+h)!(n+1)*
cH c*+i—xXxX+1ymmx+ Ji x(x+ 1)...(x+n+ 1)

m\n
X(X+ 1)... (x-f-n)
Da nach (e)
| mf
(235) lim en]= lim » ™ Ir (%) |

n*W
=X (x+ 1). ..(x + n)

ist, so genugt es, zu zeigen, daf}

t <t p )
él X+ n+ 1

konvergiert. Dies folgt tatsachlich daraus, da fiur alle n,
welche > 1 und > Ix -f- 1 |sind,

/ iy
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ist, also fur alle n™ 1

<$-

wo Yy eine von n unabhangige Grolle bezeichnet. Nach dem
Hilfssatz 1 ist also die Reihe

—+ ibbHe» = X
X  »-1 > a4
konvergent.
2. Es sei Q(x) konvergent und es werde fur n” 1

r n'.a» - X(x+ 1)... (x+ n
XX+ 1)... (x+ n) O n\nx

gesetzt. Dann ist

C» — Cn+1 =
Cn Cn+ | CnCn+ 1

so dalR wegen (15) auch
m — —

S lcn— 11
n=1

konvergiert, da die Konvergenz von
I\ij 1 £+ |
1

soeben gezeigt wurde. Daher ist nach dem Hilfssatz 1 die
Dirichletsche Reihe

»=1lw «=1
konvergent.

Der bewiesene Satz VI scheint bei oberflachlicher Betrach-
tung schon von Herrn Kluyver!) ausgesprochen zu sein. Wie

X ,,Over de ontwikkeling van eene functie in eene faculteiten-
reeks", Nieuw archief voor wiskunde, Ser. 2, Bd. 4, 1899, S. 74.
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indessen aus Herrn Kluyvers Begrindung hervorgellt, meint er

nur den leichter beweisbaren

Satz VII: Die Punkte absoluter Konvergenz sind fur
die beiden Reihen

0)
und
(14) V{x) = f) J
w=1n
dieselben.
Beweis: Dies folgt ohne weiteres aus
©®

nach dem auf S. 165 angewendeten bekannten Konvergenzsatz.

Fur Fakultatenreinen wie fur Dirichletsche Reihen!) hat
man zur Bestimmung der Konvergenzhalbebene nur die Grenz-
stelle der Konvergenz fur reelle x zu bestimmen; da dies bei
dem einfacheren Bau der Dirichletschen Reihen oft fur diese
leichter ist, sind die Satze VI und VII von grofem Nutzen
fur die Konstruktion spezieller Fakultatenreihen mit vorge-
schriebenen Konvergenzeigenschaften.

Folgende Beispiele veranschaulichen die schon in § I1)
fur X und p unterschiedenen Falle und zeigen, dal} jeder der-
selben Vorkommen kann.

* Der Jensensche Satz von der Existenz der Konvergenzhalbebene
einer Dirichletschen Reihe Vv () folgt naturlich seinerseits aus den
Satzen | und VI. Aber sein direkter Beweis ist ganz einfach und be-
ruht bloR auf dem Hilfssatz 1 und der fUr 9% (*) > 0 gultigen Ungleichung

11 1 I=1"riAt < lalL
17* (W+|)*I“’ Thok kx| = n*_(*)+_

oder statt dieser, was auch ausreicht, auf der Ungleichung

i1 A | i*+f«+ .
|«*_ (»+ 1K, Wh(*) vV «/ — I »~»S , <)

) S S 166
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1. Es ist X=» — 00, fx= — 00 fUr an= il In der Tat

ist die Reihe

n=in! n*
fur jedes reelle x absolut konvergent.
2. Es ist X endlich und fi = X fur an= 1.1 In der Tat
ist die Reihe

£ 1

fur x < 1 divergent, fur x > 1 absolut konvergent, so dal
X= 1, ju= 1 ist
3. Es ist X endlich und X< p < X-f 1 fur die Fakultaten-

reine, deren Koeffizienten folgendermafen definiert sind:

fur ungerade nichtquadratische n ist an= 1,

fur gerade nichtquadratische n ist au= — 1,

fir ungerade quadratische n ist aH= 2,

fur gerade quadratische n ist an= o.
In der Tat ist erstens die Reihe

1 1 1 1 1 > f— 1)n+ !
46> * 2*"/\ 3* 4* 5* 6*"/\ ”
fur#<JO divergent, fur o <# ~ 1 bedingt konvergent, fur
x > | absolut konvergent; zweitens ist die Reihe
1 1 1 . 1
1+ £ + 9, + 16N+ - "S [».-

fur x < 1 divergent, fur x > u absolut konvergent. Die durch

Addition beider Reihen entstehende Reihe

1 1 1 1 1 1 2 1 an
2 — 2%+ 3* B*—pe* TF—3g* O*_ TO* —

ist daher fur U divergent, fur It bedingt kon-

1) Fir Reihen mit positiven Koeffizienten ist natirlich stets p — k
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vergent und fur #>1 absolut konvergent, so dal X= ’Lr,
fi= 1, also fi = X+ -i- ist.

4. Es ist X endlich und fi — X+ 1 fur an= (— 1)"+1;
denn fur die Reihe (16) ist X= 0, fi= 1.

5. Es ist X= oo, fi= oo fur a,= n! In der Tat ist die

Reihe
® n\

m5*
fur jedes reelle x divergent:

Folgende Beispiele zeigen unter Anwendung des Satzes VI,
dal? fur das Verhalten einer Fakultatenreine auf der Grenz-
geraden die verschiedenen denkbaren Féallel) mdglich sind.

1. Q(x) konvergiert in keinem Punkte der Grenzgeraden
fur aH— 1. In der Tat ist bekanntlich*)

fur jedes reelle v divergent.
2. Q (x) konvergiert in allen Punkten der Grenzgeraden fir

B— S50 <”™N2>

In der Tat ist die Reihe

lj__ 1
,=2 *mlog* «

fur x < 1 divergent, fur * = 1 + vi (absolut) konvergent.

3. Q(x) konvergiert weder in allen Punkten der Grenz-
geraden noch in keinem Punkte derselben, falls

> S. S. 160.
*) Literatur s. in meiner Arbeit ,Uber die zu einem algebraischen
Zahlkorper etc.”, S. 105—107.
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an= 1 fUr Primzahlen,
an= o flr zusammengesetzte n

ist. In der Tat ist die Uber alle Primzahlen (in wachsender
Reihenfolge) erstreckte Reihe

W 1

7 pl+'<
bekanntlichl) fur v= o divergent, fur alle anderen reellen v
konvergent. Es gibt nattrlich einfachere Beispiele; ich wahlte
das vorliegende, da es an sich von Interesse erscheint; zu den
nicht zahlreichen, mit der Verteilung der Primzahlen zusammen-
hangenden Reihen, deren bedingte Konvergenz man beweisen
kann, gehort namlich jetzt z. B. die Reihe

"N 1+ e+ e+ F TFIEF)EFIET)

+ + + +

51 at

i+ % 6+0 (i+o0-mQ+ 1+ 0
Das folgende Beispiel zeigt endlich, da? — im Gegensatz

zu einer friher von Herrn Nielsen2 gemachten Bemerkung —

aus der Konvergenz einer Fakultatenreihe fur *0= uo+ wi

nicht die absolute Konvergenz in allen Punkten folgt, deren

Abstand von der Geraden $I(x) = u0O ,nicht kleiner als 1“ ist.

Die Dirichletsche Reihe

« (- 1)"n

*=2n*logn

ist fur x = 1 konvergent und konvergiert trotzdem fir x =2
nur bedingt, nicht absolut. Absolute Konvergenz ist also —durch

) Literatur s. ebenda, S. 108—109.

*) flRecherches etc.*, S. 429; in seiner Arbeit ,sur la multiplication
de deux séries de factorielles* (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei,
Ser. 5, Bd. 13It 1904* S. 71) spricht Herr Nielsen gleichfalls noch (mit
vermeintlichem Beweis) den Satz aus: ,Wenn Q(x) konvergiert, so kon-
vergiert O(.r-]-1) absolut.*
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den Satz V — nur fur 9t(x—xQ > 1, nicht fur 9 (x—x0 > 1
gesichert.

Die durch Satz VI gelieferte Beziehung zwischen einer
Fakultatenreihe und der zugehdrigen Dirichletschen Reihe ge-
stattet, die Abszisse X der Grenzgeraden einer Fakultatenreihe
(und damit auch die Abszisse p der Grenzgeraden ihrer abso-
luten Konvergenz) in ahnlicher Weise mit Hilfe eines limes
superior in geschlossener Form durch die Koeffizienten aus-
zudricken, wie Cauchy und Herr Hadamard es fur Potenzreihen
getan haben. Diese Darstellung folgt unmittelbar aus dem
von Herrn Cahenl) bewiesenen Satz:

Wenn die Abszisse X der Grenzgeraden einer
Dirichletschen Reihe

7
a_,nr
> 0 ist,? so ist
log 2 ®
(18) X=lim sup N= 1
i= o log t

Folgendes ist der Cahensche Beweis der wichtigen For-
mel (18)3 in unwesentlich abgeénderter Gestalt.

1. Es ist nachzuweisen: wenn x den Ausdruck auf der
rechten Seite von (18) bezeichnet, wenn x endlich und d> 0
ist, so ist die Reihe (17) fur x = x -f- $ konvergent. Es werde

D 1lc, S8 und 102

2) Durch eine lineare Transformation der Variablen x = x1— ¢
a3t sich dies stets erreichen, falls die Grenzgerade Uberhaupt im End-
lichen gelegen ist.

3 FuUr die allgemeineren Dirichletschen Reihen Ial\Ae~ ke'

n=
weist Herr Cahen (fir X> 0) analog die Formel
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t
N an= At

»=1i

gesetzt. Dann ist wegen

lim su log .JliAt
- = X
t=* P —Siog t

von einer gewissen Stelle an

log \A, | d
log | + 2’

1At
also ist wegen

n=Q n=-¢e
= f A @JL i \ A-i - A0
Ut O+ )V Q  (o+)*
fur x = x b
$ , B
a 5 a a(p-x+2 a-o*+2
E - N a2 gh 2nl+ K+4+  ~KH5  + (a+ 1) K5,
wo a yon g und a unabhangig ist; hierin hat wegen der Kon-
vergenz von

X — -
»=m 1+2
die rechte Seite fir g = 00, o= 00 den Grenzwert o, so daR,
wie behauptet, die Reihe (17) fur x = x + b konvergiert.
2. Es ist zu zeigen: wenn die Reihe (17) fur ein reelles

x > 0 konvergiert und %> 0 ist. so ist von einer gewissen
Stelle an

log 1A .

g —<lx -j- d,

d. h.
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In der Tat ist, falls

gesetzt wird,

also, da |Bt |[fur alle t unterhalb einer Schranke B gelegen ist,
Atk BE (> + Dx- m)+ B(f+ iy <2B(t+ 1),
n=i
also von einer gewissen Stelle an
JAt!< <.+,

Damit erhalte ich also fUr Fakultatenreihen den

Satz VIII: Falls die Abszisse X der Konvergenzgeraden
einer Fakultadtenreihe >0 ist, ist

(18) log £ o«

falls die Abszisse p ihrer Grenzgeraden absoluter
Konvergenz > 0 ist, ist

19 g gl !

(Offenbar folgt aus dem vorigen Beweise, dal} diese Formeln
auch in den Fallen X= oo, jj = oo richtig sind.)

Beispielsweise ist fur die auf S. 171, Nr. 3 angegebene
Fakultatenreihe

I) Ohne Benutzung des entsprechenden Cahenschen Satzes uber
Dirichletsche Reihen laRt sich der Satz VIII direkt auf dem Wege be-
weisen, der im 8§ 6 fur den Satz VIII- angewendet werden wird.
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s«.=0fcA ---+[m
»=1 n
also
lim =1
<o Vit

und a fortiori

lim .
<w ogi 2
1
log E a«
. » =1
X= limsup -
ccop log t
ferner
£ \a\= t =t +M1- (-
N= 1
also
El«
- n=1
llzl'g(l) * 1,
log E I® log £ |«h

= lim !
<=00 IOg* <=00 |Ogt
Auf Grund des Satzes VIII lassen sich leicht Beispiele bilden,
in welchen ix — X jeden zwischen 0 und 1 gelegenen Wert hat.
Ich mufll bei dieser Gelegenheit erwdhnen, daf3 Herr
Pincherle) die Zahl fi auch mit einem limes superior in Ver-
bindung gebracht hat; allerdings ist er nicht bis zur genauen
Gleichung (19) gelangt, sondern er hat nur die leicht beweis-

baren Ungleichungen

k<p<Jdc + 1
gefunden, wo

() ,Sulle serie di fattoriali“, Rendiconti della R. Accademia dei
Lincei, Ser. 5, Bd. 11, 1902, S. 140—141.
T906. Siizangab. d. matb.-phys. KL 12
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k= lim sup
<d log t
gesetzt ist. Herr Pinclierle bewies namlich, dal Q (x) far
R(x) < k divergiert, fur ot(;r) > k + 1 absolut konvergiert;
daraus folgen die obigen Ungleichungen und, wenn X einge-
fuhrt wird, die Ungleichungen

k<X<fi<k + 1

Dagegen begeht Herr Pincherle einen Irrtum,]) indem er
meint, die Gleichung
fi= k-f1
bewiesen zu haben. Dieselbe braucht gar nicht erftllt zu sein,
wie folgendes einfache Beispiel zeigt: es sei aH= 1 flr quadra-
tische n, an= o fiur nichtquadratische w; dann ist offenbar

k = lim su
<=» P log t

und die durch den Satz VIII bestimmte Abszisse der Grenz-
geraden absoluter Konvergenz

fi= limsup— — j— = limsup I_op [_V-O = L
o> log { <=, log t 2
§ 3
Die Beziehung zwischen einer Fakultéatenreihe und der
zugehdrigen Dirichletschen Reihe reicht noch tiefer als blof3
bis zu der in Satz VI festgestellten Tatsache der gemeinsamen
Konvergenzhalbebene und der gleichzeitigen Konvergenz bezw.
Divergenz in allen Randpunkten. Es gilt namlich in Bezug
auf das analytische Verhalten der durch die Reihen definierten
Funktionen der

) I.c, S. 143—144, »Sulla aviluppabilita di una funzione in serie
di fattoriali“, ebenda, Bd. 125 1903, S. 340, und ,Sui limiti della con-
vergenza di alcune espressioni analitiche*, Rendiconto delle sessioni della
R. Accademia delle scienze dell’ Istituto di Bologna, Ser. 2, Bd. 8§,
1904, S. 13.
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Satz IX: Jede (von 0, — 1, ... verschiedene) Stelle der
Konvergenzgeraden ot(#) = A der Reihen

1) QX)) £ ox(k+'i)...(x + n)
und
*) —
(H) Vi = L
ist fur beide (in der Halbebene 91(#)>A durch Q(x)
und W(x) definierten) Funktionen reguldr oder fur
beide singular.
Es braucht naturlich keinen auf der Grenzgeraden ge-
legenen singuléren Punkt zu geben.
Dem Beweise des Satzes IX schicke ich folgenden Hilfs-
satz aus der Theorie der Gammafunktion voraus:
Hilfssatz 4. Es sei fur jedes komplexe x und jedes

ganzzahlige n™>l eine Funktion ¢ (x, n) durch die
Gleichung

[««X 1 o« + T ?2(«.»)

Yl or()x(x + 1) .. (F-+-4) 2n n*
definiert. Wenn © ein im Endlichen gelegenes Ge-
biet der #-Ebene ist, ist |<p# n\ fur alle x in©
und alle n— 1, 2, ... unterhalb einer endlichen (von
x und n unabhangigen) Schranke A gelegen.

Erster (direkter) Beweis des Hilfssatzes 4: Es ist,
falls C die Eulersche Konstante bezeichnet,

e Bxh(le-ve-r=ecxn— -« . fl
r =

,=A V) 7 «h-A *7
n
(21) » Iy *(ctiogr -SJ-jg) ® /, . x\ --
re)x(x+ D...(x-{-n) 6 3 y7(1+ 7rr
1) Die linke Seite von (20) stellt fir jedes n eine ganze tran-

szendente Funktion von x dar, (p(x, n) also gleichfalls.
12*
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Eine Konstante ¢ sei so gewahlt, daR fur alle $ in ©
\x\<c

ist. Da fur |y

ist,) so ergibt sich fur v>2 ¢ und alle x in ©
ehe  w
(*+:>-"-

also fiur n> 2 ¢ und alle x in

q [/ P\ * ~2 2j 2 B3
2 /7 (I+-)<r*=¢ '="+I "=wl ( | D
*=*+\ v/
Nun ist'
® 1 d# 1 i9

(23) £ % - (<><*,< 1)

y:H+I S * * * *
und
(24) £® il' < (]@(;{e = E'

r«+1l r » * 2n

aus (22), (23) und (24) ergibt sich fiur n> 2c¢ und alle x in ©
(25) fl. (I +*Vv'= (I1#s 1™ D).
Yy=»+ 1V Vv

Ferner ist bekanntlich
i , r logn+c+ i«~»* o<n<i),

* Denn

—VE At logty) g~ 24 mj<i(ly]8+HylF+ ")

2(1 —Ily D—
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also

(26) S(cHige- y> 1) -i.+%e

i.
* x "x (T#61< 1)
Aus (21), (25) und (26) folgt flir alle n>2c¢ und alle x in®
1 R - +, 6 . . s *
FOOX( NI e g CBPETELARE (1],
Mit anderen Worten, es ist
n\nm .
r(x) x(x f-1)... (x+ n)
wo |§ [fur alle n > 2 c und alle x in © unterhalb einer end-
lichen Schranke gelegen ist. Daraus folgt

ro- — i X+ x* m<rM
{ IJr(xX)x(x+1)...(x + n) 2n n% *

wo |9(x,n) |[fur n> 2c¢ und alle x in © unterhalb einer end-
lichen Schranke liegt. FuUr die endlich yielen n< 2 ¢ und
alle X in © liegt das durch (20) bestimmte (p(x, n) gleichfalls
unterhalb einer endlichen Schranke, womit der Hilfssatz 4 be-
wiesen ist.

Zweiter Beweis des Hilfssatzes 4: Aus bekannten
Eigenschaften der Gammafunktion &Rt sich der Hilfssatz auf
vielfache Arten als Korollar herleiten. Ich gehe z. B. von
dem Satze*) von Stieltjes aus: »fUr nicht negative y = |y 12w ist

@27 logr(y)=(y- 1I)logy-y +log]”™ + j*-+ B(y),
WO

I*M 1< \ >,
360 |y Bicos

ist*.  Nach (27) ist fllr alle x in ® und alle n>c2

)) Literatur s. Nielsen, ,Handbuch etc.*, S. 208.
*) ¢ bezeichnet eine Zahl, welche groRer als die absoluten Betréage
aller x in @ ist; alsdann ist sicher x + n nicht negativ.
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logr(x + n)=={x-\-n—"log(a? + n)—x—n+ log]/23

. 2i0
12(x+ n) 1h

wo (desgl. in der Folge M ...) eine GroRe bezeichnet,
die fur alle x in ® und alle n> ¢ dein absoluten Betrage
nach unterhalb einer endlichen Schranke gelegen ist. AuRer-
dem ist nach dem schon von Stirling bewiesenen Spezialfall
y = n der Formel (27)

log nl = log n -f- log r(ri)
= («+ 0 log» - » + logV2Z + 12 + ~.

folglich

n\nx nle*lo*n

o RN L 1 (x - n)_ “x+ n)r{x + »

= (»+ log»—»+ logV2n+ + «logn—Ilog(* + »)

~(a+W~1)I0g(g+ n)+ g+ " ~ log® ~ 12(i+n)+ m

log(l +1) +iL ~ 12(x+ n)+ n*

= «-(» + X+1) (E_iL+Jj)+1]_. 1 'xi
12»

aca+ 1) & Jo ®+ a» 1,

2 « 2»  n* 2» "V !
L¥ln* tr+lt =1 *+** 1 Pfo»)
T#E)#H+ 1).. X+ W) 2» n% °’

wo o (# n) | fur alle x in © und n> ¢, also auch flir alle x
in ® und alle n > 1 unterhalb einer endlichen Schranke liegt.
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Beweis des Satzes IX: Wenn man die Gleichung (20)
mit ]f\r multipliziert und Uber alle n— 1, 2,... summiert, so
ergibt sich fur 91(#)>A

Q(x)_ 1 ® n\an
ft?2) ~ FW nio”~+1) --mx + n)

@ O+ Wa* . p# n)aA
XT(x) +2U *

2n*+l N~ w+2 )'

da

2>8%-rv>

O

und

fur 9L(x) > X konvergieren, so ist

(og\ @ (x)_ a0 1 Uffx) XA2A~X**P(x | 1)1 v» ~(X'W) a,i
(28) r(x)~xr(x)+ nx) 2 {X+1)+ ~A~"t+*~~ m
Hierin ist
a0 X + X%
Y(x+ 1
XT(x) 2~ ( )

fur alle Punkte der Halbebene 91(x) > X— 1, also gewilR flr
9i (x) = Xregular. Ferner ist die Reihe

= <p{x,n)an
L. * +i
in jedem endlichen im Innern der Halbebene 91 (x) > X— 1

gelegenen Gebiete ® I) gleichmaflig konvergent; denn in ©
ist nach dem Hilfssatz 4

% Es sollen also alle Punkte von Q) den zwei Bedingungen
@) > X— 1+ e (s> 0) und |x j< c genugen.
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\<p(x,n)\ <A,

kp(x,n)a»\», A\an\ ~ A\an\
n*+2 — NAx>+2 = NA+1+- '’

und die Reihe
\an\

5yt 4

konvergiert bekanntlich.) Die Gleichung (28) lehrt also, daR
die flir 9c(x) > X durch die Differenz

Q(X) —r{x)V(x) = = -T(x) £
SSCF(+I) - (F+ ) »=i»

definierte analytische Funktion in der Halbebene 9i (x) > X— 1,
also insbesondere auf der Geraden 9i(#) = X regulér ist, mit
etwaigem Ausschlul? der Punkte 0, — 1, . . ., welche Pole erster
Ordnung oder regulare Punkte sind. Folglich ist jeder Punkt
X+ vi (mit etwaigem Ausschlul von A falls X= o, —1, ...
ist) fur beide durch Q{x) und ¥r(x) definierten Funktionen
regular oder fur beide singular, womit der Satz I X bewiesen ist.2

Die Analogie zwischen beiden Funktionen laf3t sich aber
noch weiter verfolgen. Beide Beweismethoden des Hilfssatzes 4
zeigen, dald fur jedes ganzzahlige positive k eine Gleichung

n\ n*
r(x)z(z+1)...(x + n)

— F'Aa- ™% . V(*n)
besteht, wo

Foix) = 1, F, ix) = - \ F,(x),F kX

1) Nach den Satzen V und VII oder nach dem (vgl. Cahen, 1cC,
S. 92) direkt leicht beweisbaren Satze, daf® die Breite des Streifens be-
dingter Konvergenz bei einer Dirichletschen Reihe < 1 ist.

2 Wenn der Punkt I fur W(x) singular ist, so ist er es auch f&r Q (x).
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ganze rationale Funktionen von x sind und wo fur alle x in @
und alle n= 1,2,...

P N i< A
ist.
In der Tat folgt dies z. B. nach der ersten Methode aus
der Gleichung (21), wenn man fir v>2 ¢

[, . X\, N+ L= +(I-_>i>*
114"~)0 y—e 2r8T3y-"", TH 1 /kt1  **+2

setzt, wo 1w :< 1 ist, und die Relationen bertcksichtigt

+V + -+ M7+ Nl (I*.K>X

wo die C und die A gewisse von n unabhéngige Konstanten
sind und | eine der Zahlen 2, 3, ..., ®+ 2 bezeichnet. So
ergibt sich zunéachst eine Gleichung

> «!'w GNi*) , 1 & ) " t)_

wo O, (#), ..., Q*(x) ganze rationale Funktionen sind und far
alle x in © und alle n> 2c¢c

Ilvi< s
ist; aus (30) folgt das Bestehen von (29).

Es ist leicht einzusehen, daf in (30)

(31) Gr(x) = TV+H (*+ 1)
ist, wo 9%/(x) das sogenannte Bernoullische Polynom Grades
Frx) = 1+ (*) Bxr --2— () BW*~4+ ...")

) Die Reihe ist so lange fortzusetzen, als der Exponent > O ist.
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ist (in welchem Bv B2 ... die Bernoullischen Zahlen bezeich-
nen). In der Tat ist fUr ganzzahlige positive x bekanntlich

= + 2'-'" + ...+ (*_|)”_]),

also fur ganzzahlige positive x und n> x

1 n'n® ., win*
eT~"Njx(x+ 1I)...(x+n) ~ g\Xx+ »)r
= *a{—vr? _ (ui)”x = x*(rb” *+J
Jilr =1 VnY ,=1 Vnr ,=1 =1 » » O + 1)

Damit ist (31) fur ganzzahlige positive x, also fur alle x be-
wiesen. Ubrigens laRt sich dieser Zusammenhang der semi-
konvergenten Entwickelung (30) mit den Bernoullischen Funk-
tionen auch aus den bekannten Formeln des Herrn Soninl)
ablesen.
Was die Polynome FKk(x) betrifft, so hadngen sie eng mit
den sogenannten Stirlingschen Polynomen A4 Grades y*k(X)
zusammen, deren Theorie von Herrn Nielsen sehr tbersichtlich
im funften Kapitel seines Handbuches dargestellt worden ist.
Wenn die Ausdrucke S» durch die fur ganzzahlige positive
x und |n |> x gultige Potenzreihe
1 "(-i)*e;+l
w(n+ 1)...(n +:x) *=0 nx+x+k
definiert sind, so ist

eS+.«*
8= ()74 (4 Do (P e - X- (> 01
1) ,Bemoullische Polynome und ihre Anwendungen® (russisch),

Warschauer Universit&tsnachrichten, 1888; ,Sur les polynémes de Ber-
noulli*, Journal fur die reine und angewandte Mathematik, Bd. 116,
1896, S. 137.

*) Es ist dies die Oleichung (9) auf S. 68 des Handbuchs, wenn in
dieser n statt x, x 1 statt w k statt 8 geschrieben wird.

8 1c., S 74, (16).
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Da nun fir ganzzahlige positive x und n> x

1 n\ri* nin* Nx+1
r(x) x(x+ 1I)...(x-\-n) -\-N\  n(w+ 1)...(n + &

*=0 nk
ist, so ist fur ganzzahlige x > 0, also allgemein die in (29)
auftretende Funktion
Fk(x) = —x(x + 1)--. (z+ Ktpc-1 (—x—1) (*>0).
Fir meinen Zweck kommt es nur darauf an, daf} die
Fu(x) in (29) Uberhaupt ganze rationale Funktionen sind. Die

Relation (29) ergibt, wenn man mit multipliziert und Uber

alle n= 1,2,... summiert, fur 9?(#)> X

(32) = +
Fo REF)IP( AR + 2 A A

hierin ist die Reihe

Yy, (p(x, n) @

fur eine gewisse Umgebung jeder Stelle der Halbebene 9J(-¢)>"- k
gleichmafig konvergent. Falls also z. B. die durch ?rX) defi-
nierte Funktion fur 91(x) > X— 10 existiert und regular

ist, so lehrt die Gleichung (32), dal? die durch definierte

Funktion flroei(x)>A — 10 existiert und regular ist. Falls
¥(x) eine ganze transzendente Funktion definiert, definiert also
Q(x) eine in der ganzen Ebene existierende eindeutige analy-
tische Funktion, welche keine anderen singularen Punkte haben
kann als Pole erster Ordnung in 0, — 1, —2,... Ein
Beispiel hierfur liefern die beiden wohlbekannten Funktionen,
welche den Werten
an= (— If
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entsprechen und fir 81(z) > o durch die Reihen

definiert sind. In der Tat ist bekanntlich einerseits die durch
rw-- X- D@+i+-+i +mm) «M>I)

definierte Funktion

eine ganze transzendente Funktion, und andererseits istl)

L-2-+1*+4+ »’

wo der letztere Summenausdruck eine bis auf die Pole erster
Ordnung 0, —1, ... in der ganzen Ebene regulare Funktion
darstellt.

Auf S. 179 ist schon bemerkt worden, daR auf der Kon-
vergenzgeraden einer Fakultatenreihe kein singuléarer Punkt der
durch sie definierten analytischen Funktion zu liegen braucht.
Diese Tatsache war bereits von Herrn Pincherle*) beachtet
worden. Um so mehr Interesse beansprucht der

Satz X: Wenn alle Koeffizienten einer Fakultaten-
reihe mit endlicher Grenzgeraden SR®#) = Xvon einer
gewissen Stelle an reell und > o sind, so ist der
Punkt x = Xeine singuldre Stelle der Funktion.

Erster (direkter) Beweis: Ohne Beschrénkung der Allge-
meinheit kann A> o angenommen werden; denn anderenfalls
braucht man statt

* Vgl. z. B. Nielsen, ,Handbuch etc.”, S. 246.
2 S. die auf S. 178, Anm. 1 zuletzt genannte Arbeit.
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(D Q(x) - £ oX(2+ 1} "(af+ n)

nur die Fakultatenreihe

X+ 1) (kW) B@)— g, 1»)!__6".'()( .,
(12) _ Y, _ »l a,,_
~n=m+1(*+ m+ 1)... @-f») "’

wo w eine ganze Zahl > — 1 — A ist, als Funktion von
a+ i»+ 1—y zu betrachten und auf die Reihe

n n'a, ft! bk
»=m+i (*+ W+ 1)... [x-hn) k=Oy(y+ 1)... (y+ ©

mit der Grenzgeraden JR(y) = A+ m-f-1>0 den Satz anzu-
wenden. Auf Grund von (12) kann man auch ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit annehmen, daR gleich von Anfang an,
also fur alle n 0 die Ungleichung

dn> o
erfullt ist.
Da die Reihe (1) nach Satz Il in der Konvergenzhalb-
ebene beliebig oft gliedweise differentiiert werden darf, ergibt
sich fur SR(a;)>A

(*+ o)

1 1

X(x + 1)*... (*4-n) X (x + 1)...(X-)-»))V<)’

: 1 + 1 :
i(x+1).7{XFN) XAXFNXY...(X+ri)

u. s. f. Man sieht, dal} in (x) fur reelle x > X die Glieder
das Vorzeichen (—1)* oder o haben, je nachdem an> o oder = o
ist; jedenfalls treten in (— )*~*~#) keine negativen Glieder
auf. Ware nun x = X eine regulare Stelle der Funktion, so
wurde die in der Umgebung von x = X+ 1 gultige Potenzreihe
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(33) Q{) = t ~--(T+1) (x -X -If

einen Konvergenzradius r > 1 haben. Es sei p so gewahlt, dal}
P>o0, p<X p<r—iu

ist; wegen < r— 1 wirde die Reihe auf der rechten Seite
von (33) fur x = X—p konvergieren; diese Reihe

*:0
=S £ . 1«.(-1)*(-£fez thi), _

o fr nEo

ist eine Doppelreihe, deren Glieder samtlich ~ 0 sind. Daher
konvergiert auch die durch Vertauschung der Summationsfolge
entstehende Reihe

(34) £«la,t ("(Ex£1 )™+ »))
n=0 «=0 » ! \ [ d=A+1

Nun ist fur jedes n, wenn die rationale Funktion von x

1 —
X[x 1)...{x+n)

f(x)
gesetzt wird, fur \Xx— X— 1 <A {1

t= 2 NNk
k=0 Al

also speziell fur x = X—p

=2 0zJ_3limnij.i
T—)(_J+T). . (i_Pp* ») .fo k\ ' K” 1h

so dal? die mit (34) identische Reihe

n n\an _nn \
»SZ0i%— P)(A~P + D --- — P+ w) c P
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konvergieren wirde, gegen die Voraussetzung, daBol(#) =
die Konvergenzgerade von Q(x) ist.

Zweiter Beweis: Der Satz X ergibt sich unmittelbar,
wenn ich meinen kirzlich publiziertenl) analogen Satz als be-
kannt voraussetze: der reelle Punkt der Konvergenz-
geraden einer Dirichletschen Reihe mit reellen, nicht
negativen Koeffizienten ist eine singulare Stelle der
Funktion. Wenn dieser Satz mit dem Satz IX verbunden
wird, so ergibt sich daraus ohne weiteres der zu beweisende
Satz; denn x = k ist eine singuléare Stelle der durch die zu-
gehorige Dirichletsche Reihe definierten Funktion.

Ich will noch bemerken, da im Falle der Divergenz von
Q{k) der Satz X leichter zu beweisen ist. Wenn alle am~ o
angenommen werden und A> o ist, konnte Q(X) nur gegen + 00
divergieren, und es ist nicht schwer, analog zu einer bekannten
Eigenschaft der Potenzreihen zu beweisen, dal} alsdann bei An-
naherung von rechts

lIimQ(x)= + o0
x=k

ist, also X keine regulare Stelle der Funktion sein kann. Aber
die obigen beiden Beweise gelten auch im Falle der Konver-
genz von Q(X).

Eine letzte Anwendung des Satzes IX will ich zu dem
Zwecke machen, eine Fakultatenreihe zu konstruieren, welche
Uber ihre Grenzgerade nicht fortsetzbar ist. Hierzu gentgt
es offenbar nach Satz IX, eine Dirichletsche Reihe mit dieser
Eigenschaft anzugeben; aber in der Literatur habe ich noch
kein solches Beispiel erwahnt gefunden. Es lait sich analog
der durch Herrn Lerch bekannten nicht fortsetzbaren Potenzreihe

X -Ffx%fxa+ ---= 2 xKk
k=0

leicht eine Dirichletsche Reihe der verlangten Art bilden; ich
behaupte namlich, daR die Dirichletsche Reihe

1) ,Uber einen Satz von Tschebyschef‘, Mathematische Annalen,
Bd. 61, 1905, S. 536.
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1 1 1 1 « 1
4i + 16i + 2567 "1 “ E (2**)-
Uber ihre Grenzgerade 9?(0?) = o nicht fortsetzbar ist. Hierzu
ist es hinreichend, nachzuweisen, dal alle Punkte ~ i
1 log2 2m
(lganz, m”~O ganz) singular sind, da diese auf der Grenz-
geraden dicht verteilt liegen. Und hierfir reicht es hin, zu
zeigen, dal} fur jeden solchen Punkt vi, wenn x —vi +
gesetzt wird, die entstehende Dirichletsche Reihe in x* (mit
der Konvergenzgeraden 9l(#')==0) von einer gewissen Stelle
an positive Koeffizienten hat. Dies ist der Fall; denn das
allgemeine Glied dieser Reihe ist

1
1 e log 22m

22 k{vi+*") (22%)

und der Exponent von e ist fur alle k> m -J 1 ein Multiplum
von 2 Tri.

§5.
Uber Binomialkoeffizientenreihen

|rw-n£=0 A X v ] nE:O'K -71)/
lassen sich durchweg die analogen Eigenschaften zu denen der
Fakultatenreinen mit den in 8§ 1—4 angewandten Mitteln be-
weisen. Herr Nielsen behandelt die Reihen W(x) auf S. 125
— 127 seines Handbuches, gelangt jedoch dort nicht zu dem
Satz, welcher dem Satz 1 entspricht, sondern beweist nur die
Analoga zu den Satzen IV und V Uber absolute Konvergenz.
Tatsachlich findet man genau wie in den 88 1—4 mit den
naher anzugebenden Abanderungen in den Beweisen die 10 Sétze,
welche den Séatzen | bis X entsprechen und mit I* bis X'
numeriert sein mogen.

# Unter dem ersten Gliede wird a0 verstanden.
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Zunéchst gilt der bereits 1884 von Herrn Jensenl) ohne
Ausf&hrung des Beweises publizierte

Satzl': Wenn W (xg konvergiert und xOvon 1,2,... ver-
schieden ist, so konvergiert W(xj) far 9i(#,) > 9i("0)-
Der Beweis verlauft ganz wie der des Satzes | ; nur ist hier

0o-l) -+ (*,-«) X,-1)...(x,-n) (-ay+1)...(-«,+«)

«! Tt @0 l0). .. (*,-«)  (-a;0rl)...(-a;0r»)
zu setzen und die Gleichung
mr LN m 1
Hn ] «. | »«K->»-Ita rom¥«> fifl(a~%0)

»=@m »=ol( X"H!D---( *0+ n)
(35)

nebst

x1—z0

c.-cn+tl=cn—Xa+ n”™ i

zZu verwenden.

Aus Satz T folgt die Existenz der Konvergenzhalbebene
im Sinne von S. 159—160; nur sind hier die auBerhalb der-
selben etwa gelegenen Punkte 1, 2, ... den Konvergenzpunkten
zuzuzahlen.

Satz |1# lautet wie Satz Il und wird ebenso bewiesen.
Er besagt, dal} eine Binomialkoeffizientenreihe in einer gewissen
Umgebung jeder Stelle in ihrer Konvergenzhalbebene gleich-
malRig konvergiert. Dies gilt auch von den in der Konver-
genzhalbebene gelegenen ganzen positiven Zahlen x = m, da
die Reihe

Wy MYL (X 1) - (# o
(* (X*— m)) S (X ) Y 5 , wn

* (x—rm—l)...(x—n)
= 2 «»

Dlc, S 71—72.
* Fir «0=0 bezw. xx= 0 ist unter dem Zahler bezw. Nenner der
rechten Seite von (36) der Wert 1 zu verstehen.
1906. Bitzangsb. d. math.-phys. KI. 13
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wieder eine Binomialkoeffizientenreihe mit der Variablen x-m =y
und der Konvergenzhalbebene 9t (y) > A— m darstellt.

Aus Satz I1' folgt unmittelbar der Satz 1P, nach welchem
die Reihe W{x) in ihrer Konvergenzhalbebene eine regulére
Funktion darstellt und beliebig oft gliedweise differentiiert
werden kann.

Satz IV' ergibt sich wie Satz IV; er besagt, daR das
Gebiet der absoluten Konvergenz eine Halbebene (mit oder
ohne Einschlul? der Grenzgeraden) ist.

Die Satze I', II', HT, IV#sind schon von Herrn Bendixsonl)
bewiesen worden, da sie in seinen entsprechenden Satzenl) Uber
die Reihen von der Gestalt (2) enthalten sind.

Satz V', nach welchem die Breite des Streifens bedingter
Konvergenz <1 ist, ergibt sich wie .Satz V.

Satz VF lautet: In jedem (von 1, 2,... verschiedenen)
Punkte sind die Binomialkoeffizientenreihe

*(*) = £
) n=0 n-
und die Dirichletsche Reihe
r<¥*) N n
gleichzeitig konvergent oder gleichzeitig divergent.

Dieser Satz wird wie Satz VI bewiesen, wenn man im
ersten Teil des Beweises bertcksichtigt, dal fur

_(=1n(x—1)... (x—n)nx
“- wi

(36) cn é+i*=cn”™1 H n 1 j

i) Lc, S 19, 22 23 24
*) S. § 6 des Folgenden.
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ist. Denn der Klammerausdruck auf der rechten Seite von (36)
ist ftir » 2 in die Reihe entwickelbar

X 1

n

c 1t (-1 +HETH) (-i+AS+-)(I+i+5 ++2)

Analog verlauft der Beweis des zweiten Teiles im Anschlufl3
an S. 169.

Ohne Muhe ergibt sich Satz V if, nach welchem die Punkte
absoluter Konvergenz fir W{x) und  x) (abgesehen von 1, 2,...)
dieselben sind.

Aus Satz VF folgtl) der
Satz VIII': Falls die Abszisse X der Konvergenzgeraden

von W (x) nicht negativ ist, so ist

log | (- vre
X=lim sup b=l
ri;r log t
falls die Abszisse fi der Grenzgeraden absoluter
Konvergenz ~™ 0 ist, so ist

log £ la» |
u= limsup — -y—— .
<=03p Yogt

Herr Pincherle*) ist auch hier8 der irrtimlichen Ansicht,
es sei

fi = lim sup + 1= &+ 1,
<®r logt

I) Der Satz YIIl- 1&Bt eich auch direkt durch die Schlisse be-
weisen, welche auf S. 203 ff. fur den Satz VIII" angewendet werden.
* 1lc (s.S. 177, Anm. 1), S. 419.
* Vgl. S. 178.
13*
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und er nennt die Halbebene 91(x) > h+ 1 den (absoluten)
Konvergenzbereich von W (x).

Ferner gilt der Satz 1X# nach welchem jeder (von 1, 2, ...
verschiedene) Punkt der Grenzgeraden fur W (x) und X)
beidemal regular oder beidemal singular ist. Dies folgt aus
der Relation, welche sich aus (20) durch Vertauschung von x
mit — x ergibt und

1 (=M 1 , - X—X%. (*»”
—XT{—x) x—1)...(a?—n)nx 2n n%

lautet; denn dies liefert

(x-1)...(x-n) 1 (—1)- 1
n! —X-r (—x) nx x —x1 9?2 (@\»)
+ 2n n%
_ i Vi(xin) A
—xI\—x) n* V 2w n* )’
wo |?t(*,f)] in jedem endlichen, die Punkte 1,2, ... im

Innern und auf dem Rande nicht enthaltenden Gebiet unter-
halb einer endlichen, von x und n unabhéngigen Schranke liegt.
Fur 9t(x) > X ist also

JpijjPW+ y (x+ 1)

— 1 « (—I),ty,(X,«)a,
XIX-ANy »* 42

was die Behauptung enthalt, wenn man die Uberlegungen von
S. 183-184 anstellt.®

Satz X' endlich besagt, dal} der reelle Punkt x = X auf
der Grenzgeraden von W (<) singular ist, falls (— 1) an von
einer gewissen Stelle an > 0 ist und X keine positive ganze
Zahl ist. Dies folgt ohne weiteres aus Satz IX' und aus der
auf S. 191 zitierten Eigenschaft der Dirichletschen Reihen. Fir

) Wenn der Punkt Xflr iF(x) regular ist, so ist er es auch fir W (x).
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ganzzahliges | > 0 gilt der Satz nicht, wie das einfache Bei-
spiel der Binomialkoeffizientenreihe

r—1)(x —2
SM'CV)* le<*r >+ 0 7

mit der Grenzgeraden TR(x) = 1 zeigt, welche in ihrer Kon-
vergenzhalbebene die ganze transzendente Funktion O darstellt.

§6.
Es mogen nun kurz die verallgemeinerten Fakultatenreihen

Fe T (o) x+ )
und die verallgemeinerten Binomialkoeffizientenreihen

V= s A =W W (— )

behandelt werden; hierin sollen yv y%... positive, monoton ins
Unendliche wachsende Grolien bezeichnen, fur welche die Reihe

o 1

divergiert. *)
Aus dieser Annahme folgt leicht, da nach Annahme einer
positiven GroRe < fur alle hinreichend groflen n

ist. Denn fur alle v>vo ist

1) Man kann auch andere lohnende Annahmen uber die yn machen.
Herr Jensen hat solche Falle a a. 0. (S. 72) noch besonders erwahnt,
und Herr Bendixson hat einige derselben (L c.) behandelt.
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also fur alle n VO

n %

r=n>>lr 2v=>*0y’ _2r=l' y
"1 a" 1 nH—11
£. - <*£ - + £ -2
r=iy; 2,=ir- , Fi

und fur alle hinreichend grof3en » ist hierin

"0-1 1 6 "
£ 7‘"< %rE’ >

so dald (37) erfullt ist.

Es gilt nun zunéchst der
Satz T: Wenn -F(@), bezw. G(x), fur a= jo konvergiert
und 9t (#,) > 9t (xOQ ist, so konvergiert F (xj, bezw.
G(xX. (Hierbei werden fur F(x) die Stellen —yvy,, fur
G [x) die Stellen yu von der Betrachtung ausge-
schlossen.)

Beweis: 1. Fur F{x) werde

h = An X0+ yj mmm(x0+ Tu)
o+ 7i)-m(*o+ 7)) " («i + ft) m-- (*i + )
gesetzt, so dal
B 1= ﬂ
XI+ yp+1

istt. Nach dem Hilfssatz 1 handelt es sich lediglich um den
Nachweis der Konvergenz von

@
oo ow+ 11T
»=0
also gentgt es a fortiori, die Konvergenz von
o I
nS—‘I y»

zu beweisen. Es ist
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Otlog (i — *IZT_3»\ = 9t (— 4- — 1— \
\Y *1 + Yr) \ X, + ¥Yr Ol + Yrf)

wo j*%, ) fur alle v unterhalb einer endlichen Schranke liegt.
Daher ist

Alog (1 - *>* - +
\ S".l.t yJ Yr Y;
= p*:l
=i+ ) =i X+ Yr
yil o+« s 1.
(38) = e r=Ilrr =imr

Nach (37) ist fur alle hinreichend grofen n

11 * o1
A N\ 1 *, _ %
I’2:1 'y < p OI O)»:l fr
also
(39) iwi'

und es reicht fur unseren Zweck aus, zu beweisen, daR die Reihe

ANLer B
ntly-

konvergiert, oder, falls
. yo A ve

gesetzt wird, daR die Reihe
X(Bn — Bm-i) e-fi*
M1

konvergiert. Dies folgt tatsachlich aus

1) Desgl. in der Folge 1121 fur alle v und |49 | fur alle n.



200 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 3. Februar 1906.

2. Wird

bn="An(xQ %) ...(Xa yw,
= (i—ft)---(*, —T) = (—* + ?,)um. (—s, 4-y,)
(=— ft) - (Fo— y») (= xo+ ft) - (= *0o + y»)
gesetzt, so ist wegen 9i (— &0 > ai (— xt) der Nachweis des
Satzes I" fur G (x) analog dem obigen Nachweise fur F (x).
FUr die Reihen G (x) hat Herr Bendixson) den Satz I*
und ebenso die beziglichen Teile der Satze 11", IU", IV" schon
bewiesen, wenn auch unnétigerweise unter Heranziehung der
Weierstralischen ganzen transzendenten Funktion

welche die yn zu Nullstellen besitzt.
Aus Satz I" folgt die Existenz einer Konvergenzhalbebene.
Satz ir. In einer gewissen Umgebung jeder Stelle der
Konvergenzhalbebene konvergiert F(x) bezw. G(x)
gleichméafig.2
Beweis: Es genugt (vgl. den Beweis des Satzes H), fur
F(x) zu zeigen: Wenn die Reihe in x0 konvergiert, so kon-
vergiert sie gleichmaRig in jedem endlichen Gebiete ©, welches
der Halbebene 9t(x) > 9t(x0Q + p angehdrt (wo p eine positive
GroRe bezeichnet) und keinen der Punkte — yn enthalt (auch
nicht auf dem Rande). In der Tat bezeichnet in

1j eine fur alle x in ® und alle v dem absoluten Betrage nach

Dlc, S 19 22, 23 24.
2 Fur F(x) sind hierbei die Stellen —yn auszuschlieRen.
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unterhalb einer endlichen Schranke gelegene GroRe. Die For-
meln auf S. 199 ergeben offenbar, wenn x statt xx gesetzt wird,
daB far

_Cn+ YD) (»+ Tw)
(* "PXi)---(* £Y»)
und alle hinreichend groRen n
i n i
vl 6 Fy2ify
ist, welches x in © auch gewahlt sei. Hieraus folgt die
gleichméafige Konvergenz von

|exl

w=. YN’
also von
£ O\ = EICn — Qi
»=0 M= 0
in ® Der Hilfssatz 3 ergibt also fur F(x) — und ganz

ebenso fur G(x) — den Satz II\

Aus Satz ir folgt Satz nF, nach welchem F (x) und G (x)
in ihrer Konvergenzhalbebene (nach etwaigem Ausschluf? der
Punkte —yn fur F(x)) regulare analytische Funktionen dar-
stellen und beliebig oft gliedweise differentiiert werden durfen.

Aus der in (39) enthaltenen Gleichung

lim 0+ Ph. On+ vm = g ($«(*,-*,)> 0)
(XX+ Yx ... (XX+ vYn)

folgt der Satz IV*, nach welchem fir F(x) und G(x) auch
das Gebiet der absoluten Konvergenz eine Halbebene ist.

Satz V hat kein Analogon, nach welchem die Breite des
Streifens bedingter Konvergenz stets unterhalb einer endlichen
Schranke gelegen oder auch nur endlich ware. Vielmehr lautet
der entsprechende
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Satz V": Wenn k und fi die Abszissen der Grenzge-
raden bedingter und absoluter Konvergenz von F (x)
(bezw. G(x)) sind und

fim sup — =t

nh 7n
endlich ist, so ist
xX— k™ t.1)

Beweis: Es sei F(x") (bezw. G(x0) konvergent und
9QJ(*i) —SR#o)= t+ 3p, p>o.

Dann ist zu zeigen, daB F (#,) (bezw. G (#,)) absolut konvergiert.
Der Quotient der allgemeinen Glieder fur xx und xO ist

_ Oo+ ?)---Oo0+ ") L (T

und es genlgt, die Konvergenz von

t\Cn\
n=1

nachzuweisen. Nach (37) und (38) ist von einem gewissen n an
, -(*+»iisl+ fsf -fr+2p)f; L
jct'< e tim rtlYr=e r=I ;
nach der Definition von x ist fur alle hinreichend groen n

log n
<*+p;

Hnn

=%
also ist von einem gewissen n an

plOg»
\Cn I< 0 r+p

woraus die Behauptung folgt.

) FUr yn= nist x= 1; wenn r = od ist, ist der Satz trivial.
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Es hat kein erhebliches Interesse, die analogen Unter-
suchungen zu den Sétzen VI, VII und IX auszufihren, da die
zum Vergleich heranzuziehende Reihe im allgemeinen keine
Dirichletsche waére.

Dagegen erscheint es wohl von Bedeutung, dal sich die
Abszissen k und i der Grenzgeraden flr die betrachteten
Reihen im Sinne des Satzes VIIlI durch einen geschlossenen
Ausdruck darstellen lassen.

Es modgen die Reihen F(x) und G(x) in der Form

G(X)= a0+ S _«»Q T Y0 =)

»=1 Wf-Y *

geschrieben werden, was nur eine Anderung der Bezeichnung
ist. Dann gilt der

Satz VII" Falls A>0 ist, ist fuar F(x)
log
k= limsu
(40) m st p ’
£+
fur G(x)
log E (—1ifan
(41) k= limsup 7%
tsz 00 1
E -
n=I ¥h

falls fi > o ist, ist fur F(x) und G(x)

log Ella»l
(42) fi =* limsup ~~ —
<= 00
£ 1
»=1Yn

Beweis: Es brauchen offenbar nur die Formeln (40) und
(41) fur k bewiesen zu werden; denn alsdann folgt der Wert
(42) von fi durch ihre Anwendung auf die Reihen
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y> lopl }>1- .. /» y, (1w 1 y»)*. -0 Y»)

-0+ ) (K *) -=( Y1 V,...Y.

welche fir reelle x nur absolut, nicht bedingt konvergieren
kénnen, da ihre Glieder von einer gewissen Stelle an durch-

weg > o oder durchweg < o sind.

Es moge zunéachst die Gleichung (40) bewiesen werden:

1. Wenn .
i

log £a,,

. »=1

lim sup = X
t=
S -
n=Il Yh

endlich und 6 > o ist, so ist zu zeigen, daB (falls x

mit keinem — yn zusammenfallt) F(x -f- 8) konvergiert.

ist von einer gewissen Stelle an

logijo .
»=1
t <* + 2
»:iy_»
also, wenn
£ a, = At
»=1
gesetzt wird,
(43)
\At\<e »=1
Ferner ist
_ Elog(l+Uzxf)
e ,=1 r~"

f)

-<*+*>EmME+-nE 77
= e r=1 v=IVi

also, da fur alle hinreichend groRen n nach (37)

d
Es
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ist, von einer gewissen Stelle an

(44)
Nun ist
a*vYim-7» An--An—
E:e(x + 7)) -+ 7
= i,An .
n_Q + y«+|
Ag— Aa

Fur alle hinreichend groRen g und oi>g ist also nach (43)
und (44)

£ I Tx™zr- n 2 (<)
e=e(x+d+y)...(x+d+y,) n-e ynt i
K)YE i-W )ili (-+i>sE -(me*.)s™*
+e =] ¢ =1 +e r=I e y=1
e-1*

. j -i'sf. 4*E£rrW 0~ r
:2(X+<JL),]E ————— -c y=l *=1 +£  y=l

/\+|

Die drei Glieder dieses Ausdruckes haben fiir g = 00, 0 =
den Grenzwert O (ersteres nach den Feststellungen von S. 199
bis 200), so dal} die Konvergenz von F (x -f d) bewiesen ist.

2. Es ist zu zeigen: wenn x>0 ist, F(x) konvergiert
und d eine beliebig gegebene positive GrofRe ist, so ist von
einer gewissen Stelle an

log \At\ t o9
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d. h.

(+« £l£1
\M<e

Es werde

n=1(* + y,) - (* -mY»)
gesetzt; dann ist

a _ 4-* — a“y»’’y* +y,) -0 + Yn)
»=j * »=i(*+ y) - (*-1-yw) y, -®y»

= P AI[+K)-(i+i)-(i+S - (1+)]
+A(i+o - (,+1i;)-

Da nach Voraussetzung

lim Bn— F (x) — ao
F=w
existiert, ist fur alle n
also
‘a'<*sl(i+73-(,+™)-(,+o0 -(,+a)}
+*(1+£M ,+is V)
_— . 1
=*K;)-("+)-(K)
*(f+ - +71 )

< 2 Be 1

also fur alle hinreichend grofRen t
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<) s f
M\t\<e —i*.

Der Beweis des Satzes VIIT fur die Reihen G (x), also der
Formel (41) ist genau derselbe, wenn man im ersten Teile von
der Formel

ausgeht, wo
A= £ (—1"o,
n=1
ist, und im zweiten Teile von »

Ai= b (Bnh— B—)
M1
WO

n=i yE oy
ist. Da das Produkt

bei gegebenem positiven x (+ yx ya...) von einem gewissen Index
an konstantes Vorzeichen besitzt und dem absoluten Betrage
nach abnimmt, so folgt die Behauptung im zweiten Teil mit
unwesentlicher Abanderung aus

A‘'5a(F1
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mit Hilfe der Ungleichung

Endlich gilt fur Reihen F (x) bezw. G (x) ein den friheren
Satzen X und X' entsprechender Satz X-, nach welchem im
Falle an> 0 bezw. (— 1) an> o (fur alle n von einer gewissen
Stelle an) der reelle Punkt X der Grenzgeraden eine singulére
Stelle der Funktion ist. (Fur G (x) wird hierbei X von allen yH
verschieden angenommen.)

In der Tat ist fur die Reihen F(x) der erste (direkte)
Beweis des Satzes X wortlich anwendbar, und fir die Reihen
G (x) ergibt sich ebenso — da ohne Beschrankung der Allge-
meinheit X< 0 angenommen werden kann — der Beweis aut
Grund der Tatsache, dal aus

fri - X)...(yu- X

G(X)= «w+ £ (— 1) Yi " Yh

durch gliedweises Differentiieren fur Gw (x) eine Reihe ent-
steht, in welcher der mit (— I)wan multiplizierte Ausdruck fiur
X = 0 (und Uberhaupt fur alle x zwischen X und y,) Null ist
oder das Vorzeichen (— 1)* besitzt.

87.
Herr Pincherled hat in einer kirzlich erschienenen aus-
fahrlichen Arbeit die Integrale

(45) %* O at

behandelt, wo a> o ist und (t) eine fur o < t< a stetige
reelle oder komplexe Funktion der reellen Variablen t be-
zeichnet. Einige der von ihm bewiesenen Eigenschaften dieser
Integrale entsprechen den Satzen I, 11, I, 1V Uber Fakultéaten-

®» lec. (s. S 156, Anm. 1).
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reihen; seine Beweise sind — mit einer nachher anzugebenden
Ausnahme — denkbarst einfach und so kurz, daR ich sie zu-
nachst wiederholen will, um alsdann diejenigen neuen Eigen-
schaften hinzuzuftigen, welche den Satzen VIII und X Uber
Fakultéatenreihen entsprechen.

Durch die Substitution

(= a
T
geht das Integral
I
wo o0 < d< a ist, in
*
fa\ ! ax* 1i*-----—— T~*dr
~1ir i T

eine fur t 0>1 stetige Funktion von r bezeichnet. Also ist
die Theorie der Integrale (45) identisch mit der Theorie der
Integrale A

*m

1
und ich will alle Betrachtungen fur diese Schreibweise der
Integrale anstellen, auf die aueh Herr Pincherle Bezug nimmt.

Es ist ihm nicht entgangen, dal die Funktion (t) bezw.

¥{t) nicht stetig zu sein braucht. Ich mache demgemal}
folgende allgemeinere Annahme: rp(t) ist fur alle endlichen
reellen t> 1 eindeutig definiert, in jedem endlichen Intervalle
t= (1... (0) hat Pp(t) | eine endliche obere Grenze, und tp(0
ist Uber jedes solche Intervall integrierbar. Alsdann zerfallen
alle komplexen x = u + vi in zwei Klassen:

1. Die durch das Integral
JVy dt
1

1006. Sitxnngsb. d. math.-phys. KI. 14
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fur jedes co> 1 definierte Funktionl) von e besitzt fur co= o0
einen Grenzwert.

2. Dies ist nicht der Fall.

Im ersteren Falle nennt man das Integral

3(X)=j* (o t~ndt
konvergent. 1

Dann gilt der
Satz Y": Wenn 0 (xO konvergiert und {R#,) > 91(x0 ist,

so konvergiert 3 (#,).

Dieser Satz ist zuerst von Herrn Pincherleg bewiesen
worden. Die Herren Phragmén,8 Franeld und Lerch,§ denen
Herr Pincherle§ die Entdeckung des Satzes zuschreibt, sprechen
tatsachlich nur von denjenigen xx= x0+ p, wo p>o0 st
Allerdings ist der Nachweis furSR(p) > 0 ganz analog.?) Fol-
gendes ist fur den Satz Y" der Lerch-Pincherlesche

D In der Tat ist das Produkt zweier integrierbarer Funktionen
bekanntlich integrierbar; wenn y>(t) = 9 (i) + ist (wo WA(t) und
y2(0 reell st;)nd), so existieren die beiden eigentlichen reellen Integrale

(Ocos(vlogt) + M 8&n (Ulog t))t~Hdt,

fee]

j*(—y~i (t) sin (c log t) -J- y* (0 cos (olog t))t—udt.
1

% 1lc, S 14
*) ,.Surle domaine de convergence de I'intégrale infinieJ*F\ax)e -«{Ja*,
U

Comptes rendus hebdomadaires des séances de l'académie des sciences,
Paris, Bd. 132, 1901, S. 1396.

4) Die entsprechende Mitteilung Herrn Franels ist von Herrn Hurwitz
auf S. 364—365 seiner Arbeit publiziert: ,Sur quelques applications
géométriques des séries de Fourier’, Annales scientifiques de I'école
normale supérieure, Ser. 3, Bd. 19, 1902.

5 ,Sur un point de la théorie des fonctions génératrices d'Abel”,
Acta mathematica, Bd. 27, 1903, S. 345.

« lc, S 13

7 Die von Herrn Nielsen in seiner Arbeit ,Elementare Herleitung
einiger Formeln aus der Theorie der Gammafunktion* (Monatshefte fur
Mathematik und Physik, Bd. 15, 1904, S. 316) gegebene Begrundung fur
die Satze T" und 11™ des Textes ist unzureichend. Seine auf S. 325
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Beweis: Wenn

1
gesetzt wird, existiert nach Voraussetzung

(5_)Jr:naT{(o\

so daR insbesondere |W(co) | fur alle co 1 unterhalb einer
endlichen Schranke A gelegen ist. £s besteht nun die
Gleichung

(46) IV (t)t~Xdt = F(0))0>" dH+ed-j- (X*¥— x0)j* W{t)t~x*+x~Idt.
1 1
Wegen 9tfo) > 9t (x0 ist
lim W(3) in-*i+*0o = o;
Ct>=X
wegen
\'F{t)\<A

konvergiert das Integral

1

also folgt aus (46) die behauptete Konvergenz des Integrals

und zugleich die Relation

des ,Handbuches* gemachte Angabe, Herr Pincherle habe die Kon-
vergenz des Integrales fur (@)~ 9 @0 nachgewiesen, ist nicht richtig;
Herr Pincherle spricht — mit Recht — nur von der Konvergenz fir
9 (#,) > Axo0, und fur 9fo) = A(*0) braucht das Integral nicht zu
konvergieren. Endlich schreibt Herr Nielsen a. a. 0. (S. 325) irrtumlich
mir die Prioritdt der Bemerkung zu, daf} der Satz v auch ohne Voraus-
setzung der Stetigkeit von y(i) gilt.

14>
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sy>(0<*ar= (xt- x9J IP(0<-"«+*- at
1 1

Aus Satz I'" folgt fur das Integral 3(#) die Existenz einer
Konvergenzhalbebene, deren Abszisse X natlrlich auch — oo
oder + oo sein kann.

Satz 11" In jedem endlichen Gebiete ©, welches inner-
halb der Konvergenzhalbebene liegt, ist das Integral
3 (#) gleichméaRig konvergent.

Beweis (nach Herrn Pincherle): Nach Voraussetzung gibt
es zwei positive Konstanten p und g, so dal} fur alle x in ®
Vix)}>X -f 2p, Ix <q

ist. Es sei
x0= x+ Pi

1> (Ot-**dt = v(x>).
1

Dann folgt wegen

\¥{<»)\<A
aus
al
B t~zdt = *F(coj) gjj-'+'0 —  coQ <O~x+*0
G0
+ (* —*0)J dt
( O)éa

die Ungleichung
JV (t) t~* dt
x

deren rechte Seite gegen Null konvergiert, falls a0 und & ins
Unendliche rucken. Damit ist der Satz bewiesen.

Der Satz 11" fihrt zum

Satz 111" 3 (x) stellt in seiner Konvergenzhalbebene
eine reguléare analytische Funktion von x dar und
darf in jener Halbebene beliebig oft unter dem
Integralzeichen differentiiert werden.



E. Landau: Grundlagen der Theorie der Fakultétenreihen. 213

Um zu zeigen, dal? 3 (x) eine analytische Funktion von x
ist, beweist Herr Pincherle unnétigerweise zuerst, dal? das durch
Differentiieren unter dem Integralzeichen entstehende Integral
fur R(x) > A konvergiert und zwar in einer gewissen Umge-
bung jeder Stelle gleichmaRig; er wendet dann einen Satz von
Scheefferl) an, nach welchem daraus der analytische Charakter
von 3(x) folgt. Jener Nachweis der Konvergenz (und zumal
der gleichmaRigen Konvergenz) ist jedoch UberflUssig, da statt
des Scheefferschen Satzes ein viel weittragenderer Satz von
Herrn de la Vallée Poussin? zur Verfligung steht; ich mache
hier zu Herrn Pincherles Beweisfuhrung die analoge Bemer-
kung wie auf S. 163, Anm. 1 gegenuber Herrn Cahen, und es
erscheint mir prinzipiell wichtig, diese Dinge zu erwahnen,
obgleich im vorliegenden Fall die Untersuchung des durch
Differentiieren unter dem Integralzeichen entstehenden Inte-
grals keine Mihe macht.

Der Satz von Herrn de la Vallée Poussin3d lautet:

Es sei n eine Zahl, welche unstetig oder stetig
ins Unendliche wachst, f(x,n) fur jedes in Betracht
kommende n eine in einem zusammenhangenden Ge-
biete © reguladre analytische Funktion von x. Es
existiere fur alle x in ® der Grenzwert

lim f(x,n) = f{x),

M = 00

und zwar konvergiere f(x,n) fur alle x in ® gleich-
mafRig gegen f(x).

4 »Uber einige bestimmte Integrale, betrachtet als Funktionen
eines komplexen Parameters*, Habilitationsschrift, Minchen, 1883, S. 5-6.

*) ,Sur les applications de la notion de convergence uniforme dans
la théorie des fonctions d'une variable complexe“, Annales de la société
scientifique de Bruxelles, Bd. 17, Teil 2, 1893, S. 324—325.

8) Herr de la Vallée Poussin beweist ihn durch Anwendung der
— von ihm wiedergefundenen — Moreraschen Umkehrung des Cauchy-
schen Satzes. Fur den Fall, daB n alle positiven ganzen Zahlen durchlauft,
stellen 1 und 2. den auf S. 163—164 erwahnten Weierstrafischen Satz dar.
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1 Dann ist f(x) in <8 eine reguldre analytische
Funktion von x.

2. Es ist fur k— 1, 2,3, ... in ©
hm — dkfw
dxk ~ da* ’
3. Bei gegebenem k konvergiert gesen

fik (x) fur jedes innerhalb © gelegene Gebiet ® gleich-
manRig.

Durch Anwendung von 1. und 2. ergibt sich folgender
Beweis des Satzes IlII'": Es werde

f(x9n)=fv (f)t~ Mt
|

gesetzt, wo n alle positiven Werte 2>1 durchlauft; ® sei ein
beliebiges, in der Halbebene 8? (x) > | gelegenes, zusammen-
hangendes Gebiet. Nach Satz II"" konvergiert f (x,n) in ®
gleichméaRig gegen 3(x); ferner ist /*(#, n) bei konstantem n
eine in ® regulare analytische Funktion von x; dennl) es ist
die gliedweise Integration der unendlichen Reihe

V(Ot~“= V(O—V@Olog*x oo

Uber das Intervall (l...n) erlaubt, und die hierdurch ent-
stehende Reihe stellt sogar eine ganze transzendente Funktion
von x dar. Nach 1. ist also

ll\'i:rrlf{x, w= 3(X) = i?)p(t) t~* dt

in ®, also Uberhaupt fur SR(#)>A eine regulare analytische
Funktion; nach 2. ist in ®, also fur 9?(x) > X

= 3W)(—iogtyt-*dt,
womit der Satz 11" bewiesen ist.
1) Man braucht hierzu nicht einmal die von Herrn de la Vallee

Poussin aus seinem Satze gezogenen allgemeinen Folgerungen uber Inte-
grale mit einem komplexen Parameter.
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Aus
IvCO«— i= lv<9<— |IjM ~sr

ergibt sich ohne weiteres der
Satz IV'": Der Bereich absoluter Konvergenz von

300= {V(*) t~*dt
ist eine Halbebene mit eventuellem Ein-

schluR des Randes.

Diesen bekannten Satzen fuge ich nun die Analoga zu
den Satzen VIII und X dber Fakultatenreihen hinzu.

Die Bestimmung der Abszissen X und p der Grenzgeraden
bedingter und unbedingter Konvergenz ergibt sich durch den

Satz VIH"™: Falls ist, ist

log JV (o dt

47 i= i
S ! '21?,?" log to

falls ft > o ist, ist

) ) ksflvWIrff
(48) fi = limsup —W

Beweis: Es braucht nur die Formel (47) bewiesen zu
werden; denn aus ihr ergibt sich (48) durch Anwendung auf

das Integral J |y (t) jt~xdt.

1. Es werde

log j'y.(t)dt

lim sup log )

gesetzt, und es sei x endlich, $ > o0; dann soll die Konver-
genz von

3(x + #H = lip(t)t~" ~*dt
1

gezeigt werden. Wenn
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Sxp(t)dt = Pa)
|

gesetzt wird, ist

49) jlip(Dt-*~ddt= @) ® x~U0-4x < J ) dt
1 1

Von einer gewissen Stelle an ist

daher ist
lim <P@) <o-*-d= 0,
(Us @
und das Integral
TH#(Q
1

ist (sogar absolut) konvergent, da von einer gewissen Stelle an

d
l«(0*-—*-1l<t 21-*-& 1= —

i+-

t
ist; nach (49) existiert also, wie behauptet,

((g_n&ﬂy (0 t~"~ddt — 3 (x -}- d).

2. Es sei x > 0 und 3 (#) konvergent, 6> 0; dann ist zu
zeigen, dafd von einer gewissen Stelle an

I1$ (ca) I<
ist. Falls

Jyj(t)t-*dt = 'F(co)
1

gesetzt wird, ergibt sich
0 ()= jv(*)dt=j> (t)t~*-t*dt = V(io) *—x fy (o P+ 1d*,

1 1 1

also wegen



E. Landau: Grundlagen der Theorie der Fakultatenreihen. 217
\W((0)\<B (far alle g>"1)

|0 (<0) I< Boy* + Bx§8ti*~1dt = jBeo*+ B(co* — 1)< 2 Ba)x
|

folglich von einer gewissen Stelle an

14>(@) |< 0)*+a,
womit der Satz VIII"™ bewiesen ist.
Endlich gilt der — von mir bereits publizierte') —

Satz X"™: Wenn fur alle t von einer gewissen Stelle
an (t7>a)
W ™ o
ist und das Integral

3(x)~]\p (t)t~xdt
1

eine im Endlichen gelegene Konvergenzgerade4
ot(#) = A besitzt, so ist x = X eine singulare Stelle
der in der Halbebene gdi(a:)>A durch das Integral
3(#) definierten analytischen Funktion.

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann
a= 1 angenommen werden, da

J W(o t~*dt
1

eine ganze transzendente Funktion von x ist. Nach Satz 111"
ist nun, mindestens fir \x — X— 1 |< 1,

3(- EX-X B W o+

= IQu* *dL
*=0 K* 1 © @

Ware x = X eine regulare Stelle, so ware der Konvergenz-
radius r dieser Potenzreihe >1. Es sei p so gewahlt, dal
P>0 1+ p<r

‘Y 1c (s.S 191, Anm. 1), S. 548.
* Naturlich muB hier p = X sein.



218 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 3. Februar 1906.

istt. Dann ware die Potenzreihe fur x = X— p konvergent.
Da alle Elemente in

k=0 HKn i

> o sind, ist die Vertauschung von Summation und Integration
erlaubt; es konvergiert also das Integral

Svifit-1-1f Y1-tPNaghck = VOOl et o
= S'P (t)t~x+Pdt = §X — v\

gegen die Voraussetzung, dal X die Abszisse der Grenzgeraden
von 3 (x) ist. Daher ist, wie behauptet, x — X eine singulare
Stelle der Funktion.
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Berichtigungen.

1 Zu der Abhandlung ,,Ober die Grundlagen der Theorie der Fakidtltenreftea*

Auf S. 156, Z. 6 v.u. lies: \on— statt (Ch— 0,,-fi).

1 L
Auf S. 169, Z. 10 v. 0. lies: gfrgc,;i———=- r statt n,+ A(*1

Auf S. 161, Z. 12—14 v. o. lies:

(*o) + (O+ WYWSYv
wo Yv YV YV Ya Yier reeUe Grollen bezeichnen (0< vy, <
Ya<Ys)i die so gewahlt sind, dal etc.

Auf S. 161, Z. 6—6 v. u. lies:

Wenn eine ganze Zahl y oberhalb der funf Zahlen |J&bj,

Ift(*0) + vel+ al 1*(N) + y*+]yb 19CYHWI + \nm
und |SRa@0 -f Bo]+ 1Yt | gewéahlt wird, so etc.

2. Zu der Abhandlung ,Einige Folgerungen aut der Ciuchyschen Integralfemel
bei Funktionen mehrerer Veranderlichen" von F. Hartogs.

S. 224 Z. 10 v. o. ist hinter ,,welche” einzuschalten: (abgesehen
von dem einfachsten, die Unmdglichkeit isolierter singu-
larer Stellen betreffenden Falle)



