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Kritisch-historische Bemerkungen zur Funktionentheorie.
Von Alfred Pringsheim.

Vorgetragen in der Sitzung am 9. November 1929,

I1I. Uber einen Mittag-Lefflerschen Beweis
des Cauchyschen Integralsatzes und einen da-
mit zielverwandten des Herrn Lichtenstein.

(Nebst zwel Nachtriigen zu Nr. I und 11.)

1. Im 39. Bande der Acta mathematica findet sich unter dem
Titel , Die ersten 40 Jahre des Lebens von Weierstraf der Ab-
druck eines Vortrages, den Mittag-Leffler im Jahre 1916 in
Stockholm auf dem 4. skandinavischen Mathematiker-Kongrefs ge-
halten hat. Der betreffende Band der Acfu, der bei Einhaltung
der iiblichen Anordnung etwa 1917/18 hiitte erscheinen miissen,
wurde infolge besonderer Umstiinde erst (nach dem 43'%) im
Jahre 1923 herausgebracht, und der Inhalt des obigen Vortrages,
nach lediglich fliichtiger Durchsicht bei seinem Erscheinen, erst
gegen Anfang 1925 einer genaueren Priifung von mir unterzogen.
Erst da entdeckte ich in einem lingeren Exkurs, der sich mit
dem Cauchyschen Integralsatz beschiiftigt, zu meiner grofien
Uberraschung die folgende Stelle!):

yMan kann auch Lawn einer Auperung von Pringsheim?)
zustimmen :

ws Denn wenn auch derselbe evst durch Riemanns Dai-
stellung allgemecine Verbreitung gefunden hat, so lift sich doch
mit unbestreitbarer Sicherheit naclweisen, daf Cawchy bereits
finf Jahre vor dem Erscheinen der Riemannschen Disser-

) A a. 0. 8. 33,
%), Uber den Cauchyschen Integralsatz.* Dieser Berichte Bd. 25 (1895),
S. 43/6.
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tation thn nicht nur gekannt, sondern in der Hauptsache auch
publiziert hat<“1).

Pringsheims Auffassung von Cauchys DPriovitiit ist sicher
ganz richtig, aber die Ansicht, daf der Satez erst durch Biemanns
Darstellung allgemeine Verbreitung gefunden habe, kann nicht un-
widersprochen bleiben.©

Obschon das obige, meiner in Fufin. 2 S. 281 erwiihnten Ar-
beit entnommene Zitat Wort filr Wort mit dem Original iiber-
einstimmt, so hat es doch dort, wo es hingehort, eine giinzlich
verschiedene, der von Mittag-Leffler angenommenen geradezu
entgegengesetzte Bedeutung, ans dem einfachen Grunde, weil das (oben
durch den Druck hervorgehobene) ,,derselbe’* sich gar nicht, wie
Mittag-Leffler annimmt, auf den Cauchyschen Sutz bezieht.
Ich schrieb deshalb gegen Anfang Mai 1925 an Mittag-Leffler
und erhielt umgehend ein vom 6. Mai 1925 datiertes, sehr liebens-
wiirdiges Antwortschreiben, das mit den folgenden Worten beginnt:

LAch bedauere selr, daf ich, wenn ich die betreffende Stelle
aus Lhrer Arbeit iiber den Cawchyschen Satz zitierte, das Wort
sderselbe' ganz falsch verstanden habe. Mein Aufsatz wurde auf
meinem kleinen Landgut in Davlekarlien geschiichen, wo ich die
niitige Literatur nicht zur Hand hatte. Ich werde bei erster Ge-
legenheit, dic hoffentlich schnell kommen wird, weinen Irrtum
korrigieren.

Da diese Gelegenheit sich nicht so schnell gefunden zu haben
scheint und durch den 1927 erfolgten Tod Mittag-Lefflers
endgiiltig erloschen ist, so méchte ich mir erlauben, das sinn-
entstellende MiBiverstiindnis selbst zu berichtigen. An der frag-
lichen Stelle der von Mittag-Lef{ler zitierten Arbeit (a. a. O.
S. 43) erwithne ich den bekanunten Beweis des Cauchyschen Satzes
mit Hilfe der Beziehung:

a apP

fPdzt+Qdy = |{ <Aﬁr‘ : )dx dy

2y

und fahre dann fort: Dieser Beweis ist ziemlich unveriindert in

1) ,Pringsheim scheint hier nur an Cawclys Note vom 3, Augns! 1540
zu denlen, aber nicht an seine vorhergehenden Mitteilungen®.



Kritisch-historische Bemerkungen zur Funktionentheorie, III. 283

fast alle einschliigigen deutschen') Lehrbiicher, aber auch in viele
ausliindische?) iibergegangen und wird ganz allgemein ansdriicklich
als der ,Riemannsche“ Beweis des Cauchyschen Satzes bezeich-
net; wie mir scheint mit einigem Unrecht. Denn wenn auch der-
selbe (also der Beweis, nicht der Safz) ... u.s.f., wie das oben
angefithrte Zitat besagt. Ich reklamiere also diesen angeblich
Riemannschen DBeweis ausdriicklich fir Cauchy, statt, wie
Mittag-Leffler angibt, Riemann das besondere Verdienst zu-
zuschreiben, den Cauchyschen Safz erst in Deuschland verbrei-
tet zu haben.

2. Die fraglichen Mittag-Lefflerschen Ausfithrungen tiber
den Cauchyschen Satz enthalten noch verschiedene andere Irr-
timer, deren wesentlichsten nebst einem spiter daran ankniipfenden
ich bei dieser Gelegenheit richtig stellen mochte. Nach Erwihnung
zweier Beweise von Malmsten und von M. Falk®) und des ur-
spriinglichen Goursatschen Beweises*) vom Jahre 1884 heifit es
a. a. 0. aut S.30:

yAuch ich hatte 11 Jahve friiher einen Beweis veriffent-
licht®), der mir durchaus bindend erscheint und der von weni-
ger Voruussetzungen ausgeht als die ersten Beweise. Weierstraf
Beweis®), wic auch die spiiteren DBeweise von Malmsten und
Iall setzen indessen voraus, daf die Punktion unter dem
Integralzeichen in einem Gebiete einschlieflich des Randes eine

1) Vgl. z. B. die Lehrbiicher iiber I'unktionentheorie bzw. elliptische
oder Abelsche Funktionen von Durége, Thomae, Konigsberger, Neu-
mann, sowie die Kompendien der Analysie von Schlomilch, Lipschitz,
Harnack.

%) 7. B. Hou#él, Théorie élémentaire des quantités complexes; ebenso:
Caleul infinitésimal, T. [Il, — Hermite, Cours d’Analyse (lithographié), éd.
Andoyer.— Casorati, Teorica delle funzioni. — Auch die Kompendien der
Analysis von Bertrand, Laurent, welche den fraglichen Beweis aus-
driicklich als den Riemannschen anfithren.

% Vgl dieser Berichte Bd. 25 (1895), S. 804, Fufin. 4.

1) Ebendas. Fulin. 2.

5) Berichte der Stockholmer Akademie 1873. — Deutsche Ubersetzung:
Gttinger Nachrichten. 1875.

% Von 1840; . Werke 1, S. 51/66.
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stetige Ableitung hat oder da/} fiz +—h) 1@ — " (2) iiberall

in diesem Bereich beliebig klem ist“ 1).

Im Gegensatz zu der Mittag-Lefflerschen Behauptung hatte
ich bereits in meiner von ihm oben zitierten Arbeit von 1895
(s.8.281, Fufin.2) darauf hingewiesen?), daB sein in den Gottinger
Nachrichten von 1875 publizierter Beweis ohne Hinzunahme der

SRS

i
Voraussetzung, — (" (&) mit b > 0 gleich-
|

mdfig gegen Null konvergieren miisse, Ainfillig wird. Auf diesen
Einwurf kommt nun Mittag-Leffler in dem obigen an mich ge-
richteten Briefe mit folgenden Worten zuriick:

» Meinerseits beniitze ich die Gelegenheit, IThre Aufmerk-
samkeit auf die Note 1, pag. 43°%) in demselben Aufsatz von
Thnen zu lenken, wo Sie von meinem Artikel in Gittinger
Nachrichten 1875%) sprechen. Dieser ist leider eine sehr schlechte
Ubersetzung des schwedischen Originals von 1873°). Ich bin
dadurch spiterhin veranlaft, eine treuere franzisische Ausgabe
au publizieren®), die ich hier beilege, da ich mich nicht er-
innere, ob ich sie schon geschickt habe. Wie sie sehen werden,
habe ich schon 1873 einen DBeweis gegeben, der die Differen-
zierbarkeit nicht voraussetzt, aber andererseils sich nicht mit
dem Goursatschen Deweis deckt.©

Um auf Grund dieser Mitteilung die angefithrte Fufinote
eventuell berichtigen zu konnen, lief ich mir eigens von einem
der deutschen Sprache kundigen schwedischen Mathematiker eine
neue, vermutlich ausreichend zuverliissige Ubersetzung des schwe-

1) Der nun folgende Satz: ,,In Goursats Beweis fallen diese der Ab-
leitung auferlegten Bedingungen fort’ — beruht auf einer Verwechslung des
oben erwiithnten urspriinglichen Goursatschen Beweises von 1884 mit dem
durch das ,,Lemma‘ verbesserten von 1900.

2} A.a. O. 8. 42, Fufin. 1.

3) Es miiBte wie in der \orlcren Fubnote heifien S. 42.

4) 8. 65—173: .Beweis fiir den Cauchyschen Satz.*

5) ,Forsok till et nytt bevis for en sats inom de definita integralernas
teori.* Svenska Vet. Akademiens Ofersokt 1873, Nr. 8. p. 35—41.

6) ,Le théoreme de Cauchy sur lintégrale d'une fonction entre des
limites imaginaires. 5. Kongrefi der skandinavischen Mathematiker in
Helsingfors 1922. Helsingfors 1923, 8. 92—97.
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dischen Originals von 1873 anfertigen. Von des letzteren Inhalt
bietet die deutsche Ausgabe von 1875, wie die Vergleichung zeigte,
ungefithr nur die erste Hilfte, aber damit in Wahrheit alles, worauf
es ankommt und dieses mit ganz unerheblichen Abweichungen.
Um nur die zwei wesentlichsten beiden Darstellungen gemeinsammen
Merkmale anzufiihren:

1) Als Voraussetzung fiir die Giiltigkeit des Satzes erscheint
(neben der Endlichkeit und Eindeutigkeit von f(x)) die Existens
einer eindeutigen und endlichen Derivirten f'(x).

2) Dagegen fehlt giinzlich die Voraussetzung der gleé(‘lam('i/}z"/cn
Konvergenz gegen Null von f({?ﬂl/z f(@) f( ) bzw. von
den Differenzen passend gewiihlter Paare von Differ cnzcnqzwttem‘cn.

In der von Mittag-Leffler erwihnten franzdsischen Pub-
likatton von 1923'), sowie in der fast gleichzeitig erschienenen
deutschen Ubersetzung?) verhalten sich die Dinge genau wmgekehrt:
hier felit vollstindig die obige Voraussetzung 1), wogegen die
Voraussetzung 2) in der Form erscheint:

/(0 g ) —iflprenty (g etn) —f{ge)

| <
(o, —@)eh* o (e — ¥y | i

ey

gleiclandiflig tic o, —ol-"8, |9, — 9 <9, und fir alle 2 =0 "’
des Bereiches I, <o < I, 0<$ <2z. Dabei wird also nicht
die Fristenz und Gleichheit dev einzelnen Differenzenquotienten,
sondern lediglich das gleichmiifige Verscluwinden ihrer Differenzen
vorausgesetzt und daraus die Konstanz, bzw. im Falle B, = 0 das
Verschwinden des Integrals {f(2) de, erstreckt iiber jeden der Kreise
2l =0, wo: R <o <R, hergeleitet.

Wie man nun aber mit der vorstehenden Gegeniiberstellung
der beiden Mittag- Lefflerschen Arbeiten von 1873 und 1923
seine unzweidentige, im ersten Absatz der (deutschen) Publikation
von 1923 enthaltene Erklirung: es handle sich dahei ,um cinen
fast wortlichen DBericht iiber jenen fritheren Beweis, in Einklang
bringen soll, diirfte nicht ganz leicht erscheinen?).

1} Siehe Fufn. 6, S. 284.
2) Journal f. Math. 152 (1923), S. 1—5.
3) Der Vollstiindigkeit halber als eine vereinfachende Abweichung
untergeordneterer Art, welche die Publikationen von 1873/5 gegeniiber den-
Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt, Jahrg. 1929, 20
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Immerhin wird man selbst bei fliichtiger Durchsicht des Be-
weisversuches von 1873 kaum iibersehen, daB die Voraussetzung
der Existenz von f'(2) ausschlieplich dazu dient, die niherungs-
weise Gleichheit der paarweise ausgewiihlten Differenzenquotienten
zu sichern, somit ohne weiteres durch die Voraussetzung dieser
letzteren ersetzt werden kann. Und man wird zweitens bei etwas
genauerer Betrachtung leicht als ausreichend zur vollstindigen
Sicherung der an sich neuen und bemerkenswerten Beweismethode
die Nachforderung erkennen, dak jene Anndiherung der betreffenden
Differenzenquotienten fiir den in Frage kommenden Bereich gleich-
mdfig zu erfolgen habe. Dafi Mittag-Leffler 50 Jahre gebraucht
haben sollte, um zu dieser zwiefachen Erkerntnis zu gelangen,
bedarf wohl keiner ernstlichen Widerlegung. Andererseits darf
man nicht vergessen, daB im Jahre 1873 der Begriff der gleich-
miifigen Konvergenz und das Bewufitsein der Unentbehrlichkeit
dieses Begriffes noch nicht im entferntesten Gemeingut der Mathe-
matiker geworden war?'). Hielt doch Weierstrafi, dessen Arbeiten
und Vorlesungen in erster Linie zur vollstindigen Einbiirgerung
jenes Begriffes beigetragen haben, noch im Jahre 1880 es fiir
notwendig, in einer FuBinote seiner grundlegenden Arbeit ,Zur
Funktionenlehre“?) ausfiihrlich zu erkliiren, was man unter der
gleichmiifigen Konvergenz einer Reihe rationaler Funktionen zu ver-
stehen habe. Verbindet man nun mit der zuvor genannten Jahres-
zahl 1873 die Tatsache, da Mittag - Leffler im Winter-
semester 1874/75 zum ersten Male bei Weierstrafi eine Vor-
lesung (iiber elliptische Funktionen) hirte und daf er dann sehr
bald aufs engste an die WeierstraBsche Richtung sich an-
schliefend deren strenge Methoden sich vollstindig zu eigen
machte, so wird er das, was seinem obigen in der Hauptsache ja
fertigen und durchaus eigenartigen Beweise des Cauchyschen

jenigen von 1923 aufweisen, sei erwihnt, daB hier ein System konzentri-
scher Kreise an die Stelle der dort beniitzten Schar ineinander geschachtelter
dhnlichen Kurven allgemeineren Charakters getreten ist.

1) Man vergleiche z. B. den Beweis des Cauchyschen Satzes bei Briot
et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques, 1875, p. 128—182, ja sogar
in der ersten Auflage von Camille Jordan, Cours d’analyse, 1888, p.275.

%) Berliner Monatsber., 6. August 1880, abgedruckt in den ,Abhand-
lungen aus der Funktionenlehre®, 1886, S. 70 = Werk 2, S. 202.
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Satzes zur Vollkommenheit noch fehlte, sich schon damals chne
jede Schwierigkeit erginzt haben. Und ich denke, man kann
ihm, ohne der historischen Wahrheit im geringsten zu nahe zu
treten, das Verdienst nicht absprechen, als erster die Idee eines
Beweises des Cauchyschen Satzes ohneVoraussetzung der Derivirten-
Iixistenz konzipirt und mit Erfolg durchgefiihrt zu haben. Nur
wenn man sich (wie mir scheint, mit Unrecht) rigoros an das
Publikationsjahr 1923 jenes verbesserten Beweises halten wollte,
so miifite man freilich sagen, da dieser KErfolg damals durch eine
schon 18 Jahre frither vertffentlichte Arbeit des Herrn Leon
Lichtenstein?) nicht nur zeitlich, sondern auch inhaltlich tiber-
holt war.

3. In dieser Arbeit wird der Cauchysche Integralsatz mit
seiner bekannten Vorstufe, dem Cauchyschen Satz iiber das Inte-
gral eines zweigliedrigen reellen Differentials unter einer, der zu-
letzt besprochenen Mittag-Lefflerschen analogen Voraussetzung
bewiesen und zwar zuniichst, wie dort, unter der Binschrinkung,
da; jene Voraussetzung in geeignetem Umfange gleichmifig er-
fiillt sei (a. a. O,, Nr. 1, 2), sodann aber — und das ist das iiber-
raschend neue — ohne diese Einschriinkung (a. a. O., Nr. 3). Dabei
ist der fragliche Bewels prinzipiell #uBerst einfach: er beruht
auf einer scheinbar sehr nahe liegenden und dennoch #uBerst
gliicklich erdachten Erweiterung der zuvor fiir Cauchy rekla-
mierten Beweismethode mit dem Doppelintegral, also der (riick-
wiirts zu lesenden) gewdhnlich nicht recht passend?) als Greenscher
Satz bezeichneten Formel:

3 () (i ;
) j;f (O la(;’][)—apé(‘;”'l/)) dax d'l/ =;§"l’(x,y)dx—i—ﬂl(x,y)dy,

die durch die neueren Beweise, insbesondere den in gewissem Sinne
endgiiltigen Goursatschen stark in den Hintergrund gedringt,
nun wieder zu neuen Ehren gelangt.

1) Uber einige Integrabilititsbedingungen zweigliedriger Differential-
ausdriicke mit einer Anwendung auf den Cauchyschen Integralsatz. Sitz.-
Ber. Math. Ges. Berlin, Jahrg. IX, 4. Stiick (22. Juni 1910), S. 84—100.

2) 8. z.B. den Vofischen Artikel iber Differential- und Integralrech-
nung in der Enzyklopidie 1T A, 2: Nr. 45, 47 (S. 113/3).

20"



288 A. Pringsheim

Dabei bedeutet 7' einen von einer einfach geschlossenen (im
allgemeinsten Falle rektifizierbaren Jordanschen) Kurve (' be-
grenzten Bereich, iiber welchen das Doppelintegral auszudehnen
ist, withrend das einfache sich in positiver Richtung iiber die Be-
grenzung C zu erstrecken hat. Ferner sind P(zy), ¢(zy) in T
einschlieBlich des Randes eindeutige und sfefige Funktionen (der
reellen Verinderlichen z, y), welche iiberdies die in 7' eindeutigen

aP(xy) oQ(zy)
2 ’ 2

und stetigent) partiellen Ableitungen besitzen.

Setzt man nach Annahme von 6 <7 0, wie iiblich:

o (08, )= 0, ) —= 1O, )
' | P,y 1-8)— Ple, y) = A, P, y),

so LiBt sich GL (2) in die Form setzen:

(2a) § § lim I(S(J..~ @,y —d, P, y) = [ Ple,y) de+ Q, y)dy
r S0 U,

mit dem ausdriicklichen Zusatz, dap dic Grenzwerte:

(4) Iim l A, ), Iim ! d, Pz, y)
50 0 500
einzeln existieren und in 1’ sietig sind.
Es handelt sich nun darum, die Giiltiglkeit der Formel (2a)
auf den Fall auszudehnen, dali nur die Lxistenz des folyenden
Grenzwerts:

(5) %i“}ﬂls (de @z, ) — Ay Pz, y)) = Uz, y)
als einer in 1 stetigen Funltion von @, y feststeht.

Das wesentliche von Herrn Lichtenstein zur Krreichung
dieses Zieles angewendete Hilfsmittel besteht darin, dafi er zu-
nichst an Stelle der Formel (2) bzw. (2a) eine analoge herleitet,
bei welcher auf der linken Seite die Reihenfolge der Differentiation

1) Wie ich bei fritherer Gelegenheit gezeigt habe, s.dieser Berichte Bd.29
(1899), S. 52/5, geniigt fiir die Giiltigkeit der Formel (2) die Beschrdnlktheit

p
2395’ gj in T und die Eristenz der Doppelintegrale j‘ngx(lT dy,

ffgg(la dy.

von
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(also des Grenziiberganges 6 - 0) und der Integration vertauscht
erscheint, also die Beziehung:

() lim 13 ff (A Q@ -y P,y))dzdy = fl)(w,y) dx+ ) (x,y)dy.
5—=0 T C{

Um dann diese Vertauschung wieder riickgingig zu machen
und auf diese Weise eine direkte Verallyemeinerung der ,Green-
schen® Formel (2) zu gewinnen, also eine Beziehung, die genau
das Aussehen von Gl. (2a) besitzt, aber ohne den Zusatz (4), an
dessen Stelle lediglich der oben an den Ausdruck (5) gekniipfte
zu treten hat, geniigt die Berufung auf einen im wesentlichen be-
reits bekannten Satz von der Form:

() lim j‘f Ur,y,0)dedy = jf lim U (e, y, 0)doedy,
d—=0 P S=0
der also im vorliegenden Falle lauten wird:

Tim 1) £ (4 0@, g — Ay P, ) da dy
&0 7

(6)
= ff lim (1) (A, Q@ y)—d, Pz, p)dxdy
7 A=

und durch Kombination mit Satz (4) die gewiinschte Beziehung
(2a) ohme die Forderung (4) ergibt.

Die folgenden Bemerkungen haben lediglich den Zweck, auf
die Moglichkeit gewisser Vereinfachungen beim Beweise der beiden
Sitze (A4) und () hinzuweisen.

4, Herr Lichtenstein beweist (a. a. O. S. 90/1) den Satz (A4)
unter der Voraussetzung, dafll der bisher mit 7' bezeichnete Be-
reich sich auf ein Dreieck reduziert, eine nicht nur ausreichende,
sondern auch besonders zweckmibige Annahme fiir die schliefiliche
Ubertragung des Ergebnisses auf den Fall eines von einer be-
liebigen rektifizierbaren Jordanschen Kurve begrenzten Bereiches.
Ich selbst habe mich bei fritheren Gelegenheiten') ausdriicklich
fiir die Bevorzugung dieser Beweisform, insbesondere auch gegen-
tiber derjenigen auf der Grundlage eines zu den Koordinatenaxen
parallel gestellten Rechtecks eingesetzt. Das schliefit indessen nicht

1} Americ. Math. Soc. Transact. 2 (1901), p. 417/21. — Dieser Berichte
Bd. 23 (1904), S. 674/5.
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aus, daB man sich gelegentlich dieser letzteren Methode bedient,
wenn dadurch eine erhebliche Vereinfachung und entsprechende
Erhshung der Durchsichtigkeit erzielt wird, was mir in dem vor-
liegenden Kalle besonders zuzutreffen scheint. Um dies durch den
Augenschein zu bestitigen, mochte ich die obige, wie ich zugebe,
reichlich triviale Abiinderungsmdglichkeit hier durchfiithren, indem
ich den oben mit (4) bezeichneten Satz jetzt folgendermaken for-
muliere und beweise:
Sind P(x, i), () (x, y) cindeutig und stetig in einem gewissen
Berciche T und bedeutet R ein im Innern von T parallel zu
den Koordinatenaxen gelegenes Rechieck, so gilt die Bezichung:

lim (15 f@aQ @,y —a, P,y dedy
d=0 1]

(4)
=[Py de -0 @, p)dy,
A
wo (R die Fldche, R.. den in positiver Richtung zu durch-
lawfenden Umfang des Rechtecks bedeutet,
Deweis: Sind (z,, y,), (#,, y,) die dubersten Eckpunkte des
Rechtecks, so hat man:

ffa. 0@ pdedy == [§ Q@-]-8,p)dedy — [[Q(z, y)dxdy
L& [#] 4]

n

Bl n %
= j dy f Q(r--0,y)yde— [dy J 0,y de

#o o o T
It xy+0
und wegen [ R (x40, yyda = { 0 (x, y)dr:
£ xo+d
Ny Tyb 0 3 g0
Sf @ pdsdy =§ dy § @@ pde—§ dy § @@,y ds
L4] o T Yo 0
"y ) I )
=fayf Q@ tx,y)de—fdy [ Q(z, -2,y dz
Yo v Yo v

also durch Anwendung des ersten Mittelwertsatzes auf die inneren
Integrale:
Uy

n
j‘f Az (t)(x’ .7/) dz d?/ = 6‘5 Y (.271 —}— '7'1 (31 3/) d?/ — ‘SJ W (x()":'"ﬂ‘o ‘51 .7/) ‘[.’/7

(4]} o o

Jo\
wo: 0<{ < 1.
9,
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Hieraus durch Multiplikation mit | und Ubergang zu 6 >0

b)
(bei gleichzeitiger Vertauschung der Grenzen in dem zweiten
Integrale und Beriicksichtigung des Umstandes, dafi die Integran-
den stetige Funktionen von 0):

(M) }mg)é [j;f () (z, y) d d/—J/ (@), ) dJ—f—é (%, ) dy .

o= g o n

Die beiden Integrale rechts sind die Werte des Integrals
[ @ (z,y) dy erstreckt iiber die beiden Vertikalseiten von R, das
erste von unten nach oben, das zweite 1n entgegengesetzter Rich-
tung. Addiert man dazu die in passender Richtung iiber die Hori-
zontalseiten von R erstreckten, wegen y == const. verschwindenden
Integrale, so geht Gl (7) in die folgende iiber:

(7a) hm_ff A Q(zy y)dedy == [ Q (z,y)dy.

o—»O

Vertauscht man jetzt ) mit P und entsprechend (z 46, y)
mit (z, y - 0), so folgt, wie aus der Analogie mit Gl. (7) bzw.
(7a) hervmgeht

Jim - UA,,J’(J; mdm,—j P,y dz - | Pz, yy)do

:S—;() 1] x4

= (j' P(x,y,)dz - f P(z,y,) dx)
(8a) = — (P,ydz
Vi

und, wenn man die letzte Gleichung von Gl. (7a) subtrahiert,
schlieflich wie behauptet:

(A) Tim [ (4@, )~ Ay P,y dedy = {Pa,y)da+ O (e, y) dy .
K.

S=+0 T H]

5. Der vorstehende Satz gestattet zuniichst die folgende niitz-
liche Anwendung. Angenommen, es stehe fest, daB:

lim —(dz Q@ y) — 4, P@,y) =0
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und zwar gleichmiifig fiir alle (¢, y) im Innern und auf dem Rande
von R, sodaf also in diesem Umfange zu beliebig kleinen &> 0:

(13— Uy Q2 — A, Pz, ) ! <e etwa fiir 6<9,.

Alsdann findet man:

5 fj(zll W, _/)—J,,P(xy))da“d” <effdzdy = - [R],
1] 111
somit:
lim — ff(h Qe —d, Ple, pdedy = 0.
o-»oa |k} ‘ ‘

und daher nach Satz (4’) der vorigen Nummer:

fP(x ydx |- Q(x,y)dy = 0,

d. h. es ergibt sich auf diese Weise, okne den Weg iiber den
allgemeinen Satz (B3) zu nehmen, der am Anfang unserer Nr. 3
bereits erwiihnte, von Herrn Lichtenstein in seiner Nr. 1 se-
parat bewiesene Spezialsatz fiir das Integral eines zweigliedrigen
reellen Differentials. Daraus Lifit sich (genau, wie dort unter Nr. 2
gezeigt wird, auf Grund der Tatsache, daly der Satz (4") und die
soeben daraus gezogene Folgerung giiltig bleibt, wenn man unter
P(z,y), O(x,y) komplexe Funktionen der reellen Veriinderlichen
x, y versteht) vermittelst der Substitution: x| yi =z, I (2, y)
=f(z), Q(@,y) =1i-f(¢#) und den daraus resultierenden Be-
ziehungen:
"j-r (n) (""a .’/) - ‘J.'/ r (."l‘, ,7/) = i"]x f(g) - J!/ /(:)v
1) =6 - — )
Ay [(@) = [a410) — [(2),

){f f(o)dz

WO

erschliefen, daB:

wenn gleichmiiflig in I:
Ilm (zd flz) — d,f(z) =0,
,)—-M')

also der Cauchysche Integralsatz ohne Voraussetzung der Dif-
ferenzierbarkeit von [(2) — ein Ergebnis, das sich genau mit
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demjenigen deckt, dessen Prioritit oben Mittag-Leffler zuge-
schrieben wurde (abgesehen von dem prinzipiell nicht ins Gewicht
fallenden Unterschiede, dat dort die Differenzenquotienten in Be-
zug auf o und ¢”’, also radial und lings einer Kreisbahn'), hier
in Bezug auf » und y, also geradlinig in zwel zueinander senk-
rechten Richtungen gebildet werden).

6. Der am Ende von Nr. 4 angefiihrte, mit (B) bezeichnete
Satz kann zunichst, wenn wir mit d, (w = 1, 2, 3, ...) irgend-
eine und zwar jede beliebige monoton der Null zustrebende Folge
positiver Zahlen bezeichnen und zugleich wieder als Bereich 7'
das Rechteck [R] wiihlen, in die Form gesetzt werden:

lim [ [ Uz, y, 0u) dae dy = f{lim Uz, y,0,) dzdy

n— 9 [ [i] [f]ju—+=x

und geht durch Einfilhrung der Bezeichnung:

U (‘):7 s (Sn) - (r" (’7:’ ’/)

in den folgenden iiber:

lim {{ U, (z, y) de dy = § { lim U, (x,y) dz dy.

n— o (1] {ijn=n

Beziiglich der Giiltigkeit dieser Beziehung unter der Voraus-
setzung, dali sowohl jedes einzelne U, (x, y), als auch lim U, (x, y)

== {J(z,y) in [RR] (einschlieBlich des Randes) stetig und die Folye
der U, (z,y) daselbst beschriinkt?) ist, beruft sich Herr Lichten-
stein auf den von Herrn Osgood?®) unter analogen Voraus-

1) Ubrigens habe ich ein mit dem Mittag-Lefflerschen dquivalentes
KErgebnis im Anschluf an meine Mittelwertmethode bereits 1895 einwand-
frei hergeleitet. Allerdings wird dabei die gleichmdpige Differenzicrbarkeit
von f(2) vorausgesetzt: dies geschieht aber nur, um die Funktionsklasse,
fiir welche das Resultat gelten soll, mit einem kurzen Schlagwort charak-
terisieren zu konnen. Beniitzt wird von dieser Voraussetzung ausschlieBlich
eine Ungleichung, wie sie hier auf 8. 285 mit (1) bezeichnet wurde: Math.
Ann. 47 (1896), S. 146, die Ungleichung hinter Ungl. (7). (Vgl. auch meine
a Vorlesungen iiber Funktionenlehre* 8. 882, Ungl. (5).)

%) Ieh verstehe hierunter dasjenige, was leider die meisten Mathe-
matiker wenig passend als ,gleichmiifiig* beschriinkt bezeichnen. (Vgl. meine
» Vorlesungen tiber Funktionenlehre®, S. 294, Fufinote.)

%) ,Non uniform convergence and the integration of series term by
term.” Awmeric. Journ. of Math. 19 (1897), p. 155~190. — Ubrigens ist der
betreffende Satz, wie Herr von Pidoll bemerkt hat (Math. Zeitschr. 8 [1920],
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setzungen fiir einfache Integrale von Funktionen einer reellen Ver-
iinderlichen bewiesenen Satz:

() lim f U, () dx ——j lim U, (z) dz
71—550;170 N—é(ﬁ
und dessen ﬁbertragbarkelt auf den vorliegenden Fall. Da der
Beweis (a. a. 0. 8. 173—182) ziemlich umfangreich und kaum
verstindlich ist ohne das Studium eines ansehnlichen Teils der
vorhergehenden Auseinandersetzungen (S. 155--173), so erscheint
es vielleicht nicht iiberfllissig, darauf hinzuweisen, dafi in der
Ziwischenzeit wesentlich einfachere und kiirzere Beweise des Satzes
(') erschienen sind, der kiirzeste, sogar noch unter etwas erwei-
terten (in dem vorliegenden Zusammenhange {ibrigens nicht in
Betracht kommenden) Voraussetzungen (Integrierbarkeit statt Stetig-
keit von U,(x), U(x)) von Herrn Landau'), mit folgendem
Wortlaut:
Wenn die f,(z) eine in a <a <b gleichmifiig beschrinite

Folge von Lunktionen sind, fiir welcke der lim f,(2) = f(x)

existiert, und wenn sowohl die f,(x) als auch f(x) von a bis

him Riemannschen Sinne integrabel sind, so gilt:

ff(x) dz == lim f/;. @) da.

n—xy

Herr Landau beruft sich dabei auf einen schon 1885 von
Arzeli bewiesenen Satz?). Kinen wesentlich einfacheren und
kiirzeren Beweis dieses fiir den obigen Integralbeweis grundle-
genden Hilfssatzes (bei Arzela ausdriicklich als ,Lemma fon-
damentale“ bezeichnet) hat Herr Hartogs gegeben?®), und zwar
formuliert er den letzteren folgendermafen:

. Es sei S eine endliche geradlinige Strecke, und es migen
S,y Soy ... Teile von S bedeuten, deren jeder aus einer end-

S. 209, FuBnote), schon viel frither von Arzelid und zwar einschliefilich der
spiiteren Landauschen Verallgemeinerung (s. unten) bhewiesen worden:
Rendic. Accad. Lincei (4) 1 [1885], p. 532—540.

1) Math. Zeitschr. 2 (1918) S. 350/1.

%) Rend. Ace. Lincei (4) 1, p. 262—267, auch: Mem. Ace. Bologna (1899),
p. 130—134.

%) Gratulationsschrift zum 50jihrigen Doltorjubilium von Hermann
Amandus Schwarz, S.55—57.
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lichen Anzahl cinander nicht iiberdeckender Teilstrecken von S

besteht. (Die Indpunkte jeder einzelnen Teilstrecke diirfen nach

Delieben als zu S gehirig oder nicht gehirig betrachtet werden.)

Gilt es alsdann leinen Punkt, welcher unendlich vielen S, an-

gehart, so konvergiert die (fesamtlinge [, von S, mit wachsendem

v gegen 0.

Herr Hartogs fiigt hinzu (was ja fiir den hier vorliegenden
Zusammenhang nicht unwesentlich erscheint), daf sein Beweis un-
mittelbar auf den Fall von mehr als einer Dimension iibertragbar
sei: es habe dann z. B. ein Rechteck, S,, S,, ... Teile von S zu
bedeuten, deren jeder aus einer endlichen Zahl einander nicht
iiberdeckender Teilrechtecke von S besteht, mit Seiten, welche
denen von S parallel sind.

Nachtrag zu Nr.I dieser Bemerkungen!).

In meiner Polemik gegen die iiberhandnehmende Gepflogen-
heit, beliebige Sitze schlagwortartic mit dem Namen ihrer pri-
sumtiven Entdecker zu kennzeichnen, habe ich in der Meinung,
damit ein recht drastisches Beispiel einer verfehlten Satztaufe zu
geben, den sowohl in Herrn Bieberbachs Enzyklopiidie-Artikel?),
als auch im zweiten Bande seiner ,Funktionentheorie®?) in grobier
Aufmachung auftretenden .Satz von Wigert® angefiihrt*). Da ich
den mir lingst bekannten Satz aus ganz anderer Quelle bezogen
hatte (wovon weiter unten noch die Rede sein wird), anderseits
der Name Wigert mir bisher fremd geblieben war, so hatte ich
versucht, bel meinen verschiedenen, literarisch sehr bewaunderten
Kollegen irgendwelche nihere Auskunft tiber dessen Triiger zu
erhalten, und da sich dies als vollig vergeblich erwies, so liefs ich
mich in dem obigen Zusammenhang zu der unvorsichtigen Aufe-
rung verleiten:  Wigert? Bisher ein in den weitesten Kreisen
unbekannter Name!*

1) Jahrgang 1928, S. 343-—-358.

2 II C 4, S. 467.

3) 8. 258, § 3.

B Aca. 0., S. 350, Fubn. 2.
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Dem gegeniiber teilte mir Herr Landau mit, daf er und
die Autorititen der in Betracht kommenden Gebiete die Wigert-
schen Arbeiten in der Analysis und analytischen Zahlentheorie
seit mehreren Jahrzehnten auflerordentlich hoch schiitzen, und
fithrte zur Bekriiftigung dieser Aussage zwel Zitate aus Arbeiten
von Herrn Hardy an, in denen dieser mit hoher Anerkennung
von den durch Wigerts Arbeiten empfangenen Anregungen spricht.
Des weiteren verdanke ich Herrn Landau die Mitteilung, daf
Herr Wigert seit Jahrzehnten als Privatgelehrter (ich denke in
Stockholm) gelebt, niemals eine Professur bekleidet hat, dagegen
erst Kiirzlich Dozent an der Universitiit Stockholm geworden ist.
Zieht man diese AuBerlichkeiten in Betracht, zu denen noch dazu-
kommt, daB Herr Wigert nie einer der hekannten Mathematiker-
Vereinigungen angehort hat, also in deren Mitgliederverzeichnissen
nie zu finden war, beriicksichtigt ferner, daf er ausschliefilich in
schwedischen Zeitschriften publiziert zu haben scheint und dafi
seine Hauptarbeiten auf das von verhiiltnismiifiig wenig zahl-
reichen Mathematikern kultivierte Gebiet der analytischen Zahlen-
theorie sich erstrecken, so wird man wohl kaum die Annahme
von der Hand weisen, daf sein Name wenigstens in recht weiten
mathematischen Kreisen unbekannt geblieben sein diirfte. Was
mich aber nicht bindern soll, zuzugestelien, dali meine oben an-
gefiihrte Auierung auf unzulinglichen Informationen beruhte und
dafi ich daher keinen Anstand nehme, mein aufrichtiges Bedauern
dariiber und iiber die daraus erwachsene Form meiner Fubinote
auszusprechen. Und damit das verséhnliche Ende nicht fehle, so
hat wieder einmal ein Teil jener Kraft, die das Bise wollte, das
Gute geschaften, indem néimlich gerade mein Versehen dazu bei-
getragen haben diirfte, die Verdienste des Herrn Wigert erst in
weiteren Kreisen bekannt zu machen.

Im iibrigen erleiden hierdurch meine prinzipiellen Einwen-
dungen gegen die Benennung -des fraglichen Satzes (einer not-
wendigen und hinreichenden Bedingung dafiir, dafi die Reihe
[(z) = :\rj_‘n ¢, &% eine ganze Funktion von 1—i,7 definiert) als
LSatz von Wigert” nicht die geringste Kinbufie. Und da ich durch
den vorliegenden Sachverhalt gezwungen war, auf jene Fufinote
nochmals zuriickzukommen, so moge man mir auch gestatten, auf



Bemerkungen zur Funktionentheorie, Nachtrag zu Nr. I 297

diese Einwendungen etwas niher einzugehen. Der betreffende Satz
war in Deutschland und vermutlich auch in dem nicht-schwedischen
Ausland im wesentlichen durch die Fabersche Dissertation vom
April 1902 und inshesondere durch deren teilweisen Abdruck in
Band 57 (1903) der Mathematischen Annalen bekannt geworden,
aus dem einfachen Grunde, weil die letzteren (und zwar nicht
allein in Deutschland) sicherlich einen erheblich grofieren Leser-
kreis besitzen diirften, als die schwedischen Akademie-Berichte
mit der entsprechenden Wigertschen Publikation. Ubrigens habe
ich 1911 in einer groteren Arbeit!) Herrn Faber (abgesehen
von einem {ritheren Teilresultat des Herrn Lieau) ausdriicklich
die Autorschaft des Satzes zugeschrieben, ohne daB jemals von
irgend einer Seite Widerspruch dagegen erhoben worden wiire.
Hiernach hiitte es schon an und fir sich recht sonderbar er-
scheinen miissen, daf anf S. 467 jenes Enzyklopidie-Artikels der
volle Wortlaut des Satzes im Text als der Satz von Wigert er-
scheint, wihrend es doch dem sonstigen Gebrauch entsprochen
hiifte, die inzwischen entdeckte Prioritit des Herrn Wigert le-
diglich durch die Anordnung der Literaturangaben in der zuge-
horigen Fulinote 199 kenntlich zu machen. Aber weiter: in dieser
Fulinote wird nichtsdestoweniger mitgeteilt, dab ersicns der Teil
des Satzes, der sich auf den hinrcichenden Charakter der Bedingung
bezieht, bereits durch die Herren Leau und Le Roy, zweitens
deren Notwendigkeit durch die Herren Wigert wund Carlson be-
wiesen worden sei. Kin einigermafien kritischer Leser mag sich
wohl selbst einen Vers daraus machen, in wieweit es der histo-
rischen Gerechtiglkeit entspricht, jenen Satz schlechthin als Satz
von Wigert zu bezeichnen. Aber die Folgen der fehlerhaften Namen-
gebung bleihen nicht aus: auf S. 288 der Bieherbachschen
Fuanktionentheorie Bd. Il steht ohne jeden Kommentar als Para-
graphen-Uberschrift in wunderschinen grofien Lettern: § 3. Der
Satz von Wigert. Dal es auch einen Leau, Le Roy, Faber,
Carlson gegeben hat, braucht der Leser ja nicht zu wissen.
Ebensowenig freilich (was auch ich nicht wulite, aber oben be-
reits abgebiilit habe), dafs die wahren Verdienste des Herrn Wigert

1) Uber einige funktionentheoretische Anwendungen der Eulerschen
Reihentransformation. Dieser Berichte Jahrg. 1912, 8. 11-92. — Vgl ins-
besondere S. 401, Fuln. 2.
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auf ganz anderem Gebiete liegen und da schon aus diesem
Grunde die Zuteilung gerade dieses villig abseits liegenden Satzes
als wenig gliicklich erscheint.

Nach alledem scheint mir kein berechtigtes Bediirfnis vor-
gelegen zu haben, diesen nicht etwa hiiufig zitierten, aber mit-
arbeiterreichen Satz, nachdem er in den Kreisen der Funktionen-
theoretiker seit 20 Jahren eines ausreichend angesehenen anonymen
Daseins sich erfreut hatte, dem iiberraschten Leser in nagelneuer
Autorenaufmachung vorzusetzen, und ich erblicke in dieser Tat-
sache, trotz der gegenliber meiner frijheren Auffassung (a. a. O.
S. 850, Fufn. 2) wesentlich verinderten Situation, nach wie vor
ein ,lehrreiches Beispiel“ fiir die Richtigkeit meiner These, daf
die stindige Bereicherung der mathematischen Terminologie mit
,Entdecker*-Siitzen der Bildung gerechter historischer Mafistibe
vielfach im Wege steht.

Zweiter Nachtrag zu Nr. IT dieser Bemerkungen.

Auf S.97 dieses Jahrgangs habe ich behauptet, daf der dort
mit (B) bezeichnete, von Hadamard ausgesprochene, jedoch ge-
wohnlich Fabry zugeschriebene Satz:

m

(B) ., Wenn der Grenzwert von existiert, so liefert er

A4 1
eine singulire Stelle (sc. der Potenzreihe Y a,, x")“

in der betreffenden Fabryschen Arbeit') nicht zu finden sei und
wohl von Hadamard herrithren miisse. Demgegeniiber wurde
mir von sehr vertrauenswiirdiger Seite inzwischen mitgeteilt, daf
der fragliche Satz doch bei Fabry stehe und zwar a.a. 0. S. 380,
Zeile 8—10. Der Satz (B) steht trotz alledem Zkeineswegs bel
Fabry. Dagegen steht an deér genannten Stelle ein erheblich
weiter reichender Satz, von dem der Satz (I) eine wesentliche
Verschlechterung darstellt. Dieser echfe Fabrysche Satz lautet
in der Originalfassung (mit Zusatz der zum Verstindnis unent-
behrlichen Anfangsworte) folgendermafen:

1) Niheres s. Fufin. 3, S. 96 meiner Arbeit.
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Die Reihe N o, e”ni 2 hat die singuldre Stelle 2 =1,

. .1 ’
wenn fiir unendlich viele m: lim ” lg 0, = 01) und fiir alle

n— o

unendlichen n lim o, — o, = 0.

n=—t 0

Oder, zum Vergleich, auch in der von mir beniitzten Schreib-
weise:

(C) Die Reihe Y a,z" =Y a,| ¢, 2" hat die singulire Stelle

1
w=1 wenn: 1) lim « " =1, 2) lim RCENE
y—+ v+ o Oy 1

Es ist evident, daf von diesem richtigen Fabryschen Satze
dessen Hadamardsche Form (B) bei Ii,n; a::l =1 nur einen
sehr speziellen Fall darstellt, aus dem iiberdies auch das entsprechende
Ergebnisbei beiicbigeniET a-»“-ii nach bekannter Schlufiweise unmittel-
bar hervorgeht. Daf ein so ausgezeichneter Mathematiker wieHada-
mard sich mit dieser abgeschwiichten Form (B5) des Fabryschen
Satzes (C') begniigt hat, wird durch den Zusammenhang begreif-
lich, in welchem der Satz in seiner bekannten Schrift iiber die
Taylorsche Reihe?) erscheint: er soll ihm nur dazu dienen, die
Richtigkeit eines angeblich Lecornuschen (in Wahrheit freilich
falsch zitierten und infolgedessen véllig miiverstandenen?)) Satzes
zu beweisen. Andererseits hat sich aber die Tatsache, dali an der
bezeichneten Stelle statt des vollstiindigen Fabryschen Satzes nur
der Teilsatz (B) vorkommt, recht unheilvoll ausgewirkt. Denn
withrend der wertvolle Inhalt jener Fabryschen Arbeit infolge
der leider sehr schwer genieBbaren Darstellung wohl niemals
ganz vollstindig ausgeschpft worden und keineswegs in weitere
Kreise gelangt ist, so hat wohl jeder, der irgendwelches Interesse
fiir Punktionentheorie besitzt, die (in Fufin 2 dieser Seite zitierte)
Hadamardsche Schrift gelesen. Und so muBite es eben kommen,
daB schliefilich nur die verschlechterte Hadamardsche Form ()

o 1
!) Kiirzer geschrieben: lim lg o” = 0.
T L

%) La série de Taylor et son prolongement analytique (Paris 1901), p. 25.

3) Vgl. meine Bemerkungen S. 95/96 dieses Jahrgangs.
D E= =]
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des Fabryschen Satzes?), also an Stelle des Satzes (C) nur der
folgende (vgl. 8. 107, Nr. 5):
(D) Die Reihe Y a,a" hat die singulive Stelle z = 1, wenn:
a,

lim -=1,
Pt 0 ar-{-l

den Weg in die mathematische Offentlichkeit gefunden hat.

Dabei erweist sich dieser Satz trotz seiner bestechend ein-
tachen Fassung eigentlich als recht mangelhaft, nicht sowohl weil
er doch lediglich einen selir speziellen Fall des Satzes (C) dar-
stellt, sondern vor allem deshalb, weil er (im Gegensatz zu dem
letzteren) nicht den geringsten Anbaltspunkt dafiir bietet, in wie-
weit jede einzelne der beiden Teilbedingungen, in welche die
obige Voraussetzung sich spalten lafit, niimlich:

1) lim »aL|=], 2) lim =3 =1,
roo | Ay 4y raw g1

an der Krzeugung der singuldren Stelle beteiligt ist?).

Hingegen hat mein Beweis des Satzes (I) gezeigt, dali die
Singularitit der Stelle # = 1 bestehen bleibt, wenn man die Be-

1

dingung 1) durch die folgende: lim @, ” ersetzt, mit anderen
Worten, daB der iirspriinglich fiir den Satz (I) bestimmte Be-
weis vollstindig ausreicht, um den folgenden allgemeineren Satz
zu beweisen (vgl. S. 114):

1) Auch der funktionentheoretische Enzyklopiidie-Artikel II € 4 bringt
auf S. 460 unter Nr. 45 nur den Hadamardschen Satz (B) (cbschon in der
zugehorigen FuBinote 183 auch die betreffende Fabrysche Arbeit zitiert
ist — tibrigens mit den falschen Seitenzahlen p. 107—114 statt p. 367--399).

2) Mir personlich scheint sogar die erste dieser Bedingungen eine ge-
wisse suggestive und zwar hier irrefithrende Macht zu besitzen. Es ist vielleicht
nicht ganz unbelehrend, sich in diesem Zusammenhang die Fiktion vor
Augen zu fihren, es hiitte ein zweiter ,Lecornu“ den durchaus ,richtigen®
Satz ausgesprochen: Die Potenzreihe Y a, «” hat den Konvergenzradius 1,

a

. 3 . . .
wenn lim - = 1. Und ein zweiter ,Hadamard®, der iiber Cauchys
y=w
einschliigige Arbeiten referierte, hitte ausschlieflich als Krgebnis der in
Frage kommenden Cauchyschen Untersuchung nur den obigen ,Liecornu-
I a,

schen®, nicht aber den entsprechenden Satz mit lim == 1 ecrwiithnt!

¥ — 0| a,,..*_] |
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(I1) Die Reihe Y a,x* hat dic singuliire Stelle z = 1, wenn:
! . e,
1) lim a, v =1, 2)  lim W 1,
y— 0 r-l-1

ein Satz, der sich vom Fabryschen Satze (/) nur dadurch unter-
scheidet, daf hier in der Bedingung 1) lim =1, dort dagegen
nur lim = 1 gefordert wird. Die Notwendigkeit dieser verstirlkten
Forderung entsprang, wie der Zusammenhang zeigt (s. S. 114,
Zeile 1—4), aus dem Umstande, dal bei der vorliegenden Aus-

) 1
wall der p, aus lim!a,” =1 kein Schlufi auf das Verhalten von
: P—+ X
1

lim lay, 2 gezogen werden kann. Wir werden zeigen, daB diese

Schwierigkeit durch eine andere Auswahl der p, beseitigt wer-
den kann.

2. Gehen wir auf das Kriterium (1), S. 99 zariick, so wollen
wir zuniichst wm die beabsichtigte Auswahl der p, (welche ja

. . . .
Multipla der ganzen Zahl g sein sollen) miglichst zu verein-
¥ v

fachen @) = | setzen, sodali also das Kriterium die Form annimmt:
! dr 1ot 30
i . e Vi
(1) Kim Ay 7= 1, wor dy == Yo PP 5 ot
PR “ i p—r)ive Up;

als hinreichende Bedingung dafiir, dal die Reibe ¥ «, 27 mit dem
Konvergenzradius 1 die singuliire Stelle » == 1 hat. Dabei sind
also die p, gerade Zahlen, welche der Bedingung zu geniigen haben:
; Di+1 ¢ . —
(27 === 3, damit: Ypig >3 pa.
s

Des weiteren lassen sich, wie jetzt gezeigt werden soll, die

p, so auswiihlen, daf3:

(39 lim «, 7 =1,
/= -
- 1
Man hat zuniichst lim (a, " = 1 und es besteht daher min-
V= w0

destens cine der beiden Beziehungen:
o PR 1
hm Iag.,,._l S 1’ hm as, 1200 == 1.
‘11—&w e N

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. Jahrg. 1929, 21
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Wir diirfen aber ohne Beschrinkung der Allgemeinheit alle-
mal annehmen, dafi die sweife besteht. Denn angenommen, es
bestiinde nur die erste, so betrachten wir statt der Reihe Y a, 2"
die mit @ multiplizierte gleichsinguldre und setzen:

Yo, 22t =TFa 2t wo: ay =a,.

Man hat sodann:

! S
lim a4 |+ = lim |a, ["+! = lim |a, "
r—+on P—t 0 peb o
und daher fir » = 20 —1:
—— l_ ——— i -
lim a3, *¢ =lim a2, P+~ =1,

= o -+

womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist.
Hiernach diirfen wir also jetzt voraussetzen, dak fir unsere
Reihe Y a, x":
1
lim | ay, 2 =1.

H—=+®
1

Dann enthiilt nach einem bekannten Satze') die Folge a., *#

(0==1,2,3,...) mit dem oberen Limes 1 eine monotone Teil-
1

folge '@y, 2" mit dem Limes 1, sodal also:

1
lim az,, 2my = 1. .

Hebt man dann schlieflich aus der Folge der geraden Zah-
len 2n, eine Teilfolge heraus, bei der jedes Glied (abgesehen
vom ersten) mehr als das 3fache des unmittelbar vorhergehenden
betriigt, so besitzen diese Zahlen genau die von den p, geforderten
Kigenschaften einschlieflich der oben behaupteten, durch Gl. (3")
dargestellten.

3. Die in meiner Mitteilung II abgeleiteten Siitze von Nr. 2,
3 (S.100/1), 4 (S. 107) lassen sich mutatis mutandis auch auf
die neuen p., 4, bei J = | iibertragen. Das ist ganz unmittel-
bar ersichtlich bei dem Satze am Schlusse von Nr. 2, wenn man,

1
wie dort, noch die Bezichung lim |9 (a,) » =1 in die Voraus-
=@ @

1} Vgl z. B. meine Vorlesungen iiber Zahlenlehre, Abt. 1, S, 217, Nr. 2.
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setzung aufnimmt. Es ergibt sich aber auch beziiglich des Satzes
von Nr. 3, wenn man beachtet, daB die auf dieUngleichungen (3),

(4) bei 9 = L folgende, dort auf der Voraussetzung 7);;1 > 2 be-

ruhende Abschiitzung a fortiori im Falle p"'i_—l >3 gilt. Daraus

folgt dann aber auch unmittelbar die Giiltigkeit des Satzes von
Nr. 4, ,des Fabryschen Kriteriums*.

Dies vorausgeschickt lifit sich aber zeigen, dafi der Beweis
des Satzes von Nr. 5 (S. 107):

st lim - —1, so hat die Reihe ¥ a,a" dic singulive

r=w By 1

Stelle x = 1%, durch die Einfiihrung der neuen p, noch stickhaltiy
bleibt, wenn man

die Voraussetzung: lim —" =1
r— @ a‘r-{-l
1
T _— . ¢
durch die beiden folgenden: lim a,]” =1, lim —- =1
y—t L r— o L‘r—{»—]

ersetzt.

Verfolgt man nidmlich den fraglichen Beweis, so werden,
wie ja schon in dem ,Nachtrag zu Nr. II* auf S. 113/4 zu lesen

. .oa, . .
ist, von der Voraussetzung lim ——" nur die beiden Teilfolgerungen
vt oo Uy 41
bentitzt:
’- e
lim la,” =1, lim —— =1,

Pt W V— D cr-{-l
deren erste sogar nur unvollkommen. Sie mag auf S. 107 dazu

dienen, implizite den Konvergenzradius 1, ferner die Beziehung
@, ¥ 0 (zum mindesten von einer bestimmten Stelle ab) zu sichern.

Das erstere wiirde indessen schon die geringere Forderung lim |a, "

17—

. g SO
besorgen, das andere leistet die Voraussetzung lim c—' - =1, welche
v Ly

ja(zum mindesten von einer bestimmten Stelle ab) das Vorhandensein
aller ¢,, also auch die Existenz der zugehorigen |a, >0 verbiirgt!).

1) Das analoge leistet bei der Fahryschen Bezeichnung (s. oben) die

Beziehung: lim '@, | — o, | =1.
=+

n

bhE
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Sonst kommt jene Bedingung nur noch am Schlui des fraglichen
Beweises, 8. 112, Gl (20), als Grundlage des speziellen Falles

lim a, ¥ in Betracht. Da dieser nunmehr unabhingio davon
P;_l oD

ier o
durch die neue Wahl der p, gesichert ist, so wird sie giinzlich
tiberfliissig. Mithin geniigt jetzt jener Beweis dazu, statt des zwar
besonders wohlklingenden, aber in gewissem Sinne irrefiihrenden,
nur einem ungliicklichen Zufall seine Iixistenz und Popularitiit
verdankenden Hadamardschen Satzes den folgenden Fabryschen
zu begriinden:

Die Rethe Y a, 2" =Y a. ¢.z" hat die singuliire Stelle
z =1, wenn:

1
| " €
b (a, ¥ =1, lim " =1.

37— ® y— o Oy +1
Oder auch:
Die Reihe ¥ a, x mit dem Konvergenzradius 1 hat die
singulive Stelle » =1, wenn:
lim a,,‘ i 8 1.
r=oo Uy Ay
4. Der vorstechende Satz gestattet noch insofern eine gewisse
Verallgemeinerung, als man ihn von der (implizite in der Voraus-
setzung enthaltenen) Einschriinkung a, £0 (zum mindesten etwa
fiir » > n) befreten kann. Hiezu hat man zuniicht nur zu beachten,
daB bei der neuen Bestimmung der p,, sowie auch in den vor-
bereitenden Siitzen zu unserem Huauptsatz von Nr.5 (S.100—107)
einschliefilich des ,Fabryschen Kritertums“ (A4) von einer solchen
Einschriinkung gar keine Rede ist.
Bezeichnet man sodann die Koeffizienten der fraglichen Potenz-
rethe jetzt mit a; statt mit a,, wo (£,) eine Folge belichiy wach-
sender natiirlicher Zahlen vorstellt und durchweg @, 40 voraus-

N
gesetzt wird, so hat man nur die frithere Bedingung: lim ¢, ¢, 4, =10

Y—+ D
Al 1 L% 1 3 ) . o . /_\
(S5.108, GL(16); S. 113, GL.(6)) durch die folgende: lim ¢y, Bt = 0,
Ve—t LT
. . (‘/.:‘, .
anders geschrieben: lim c == 1, zu ersetzen, um den Beweis
’—= 0 I'""i"'

genau so, wie zuvor, durchfithren zu kinnen.
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Anstatt die Richtigkeit dieser Aussage durch mnochmalige
Uberpriifung jenes friheren Beweises zu bestiitigen, kmn man
auch durch passende Ausfiillung der in der Reihe M ay ' vor-
aussetzungsgemif; enthaltenen unendlich vielen LmLm "das frag-
lichen Ergebnis als unmittelbare Folge des Satzes von Nr. 3 ge-
winnen. Bezeichnet man mit «, die in der Folge der a [fehlen-
den Koeffizienten und verfigt zuniichst iiber [a, | in der Weise, dal
die Reihe Y a, o einen Konvemenzmdms > 1 hat, so ist die
durch Addition von Y a, " zu X a/_,x' hergestellte liickenlose
Reihe Ma,z” mit der urspriinglichen auf dem Kinheitskreise
gleichsinguliir. Setzt man ferner a, = a, ¢, und sodann:

o= ¢, fir: & <gpo <k,

so wird:

¢ .
E=1 fir: p==%, ki1,... Ity —2,
v‘u-,'—l
andererseits:
Cr -1 (5 i =
) oy e
> = " alsor lim LT — .
¢ 1
('I.'l'+1 LI"J -1 roo Ol l’-}<|

Hiernach findet fiir die lickenlose Rethe Y a, x* die Be-
ziehung lim ™ == 1 statt, die Stelle .»» = 1 ist daher fiiv sie
r—+ @ ev-{-l
selbst und die mit ihr gleichsinguliire Reihe » ay, 2™ eine sin-
gulire. Somit ergibt sich, wie oben behauptet:

. . . i . A
Hat die Reile ¥ i, a'" (wo (k) cine Folge belicbig wach-
sender naliirlicher Zuhlen und  durcluwey o, +0) den Kon-

vergenzradius 1, so hat sie auch die singuliive Stelle @ = 1,
wenn :
G,
Iim —" = 1.
r—»mcl.'),_*_l
Der vorstehende Satz besagt also, daf die Reihe die singu-
lire Stelle 2 = 1 hat, wenn das Verhiiltnis je zweler konsekutiver
Einheitsfaltoren gegen 1 konvergiert. Sind die ay, recl, in wel-
chem Falle die Einheitsfaktoren nur -|- 1 oder — 1 sein kénnen,

bedeutet dies nicht mehr und nicht weniger, als dali alle Koef-
fizienten zum mindesten von einer bestimmten Stelle ab gleiches
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Vorzeichen haben, mit anderen Worten, der Safz fillt dann mit
dem ehemals Vivantischen zusammen. Der obige allgemeine
Satz erweist sich also als eine ganz direkte Verallgemeinerung des
letzteren.

Zum Schluf noch die folgende Bemerkung. Der auf die (zum
mindesten schlieflich) ,liickenlose* Reihe Y a, 2” beziigliche Satz
am Schlusse von Nr. 3 gestattet nach bekannter Schlufiweise
(ndmlich mit Hilfe der Substitution 2 = rey) die folgende Ver-
allgemeinerung:

Hat die Reihe Ya, 2" =Y a, ¢ 2 den Konvergenz-
radius r und ist:
lim —% — ¢,
P
so hat sie die singulire Stelle © = re.

Dagegen ist zu beachten, dafi bei einer mit unendlich vielen
Liicken behafteten Reihe ¥ |ay, |ep, @', falls sie den Konvergenz-
. , . . . (WY . .
radius 7+ 1 besitzen sollte, zwar im Falle lim " =1 die Sin-

1'—>wer+l
gularitit der Stelle z = » mit Hilfe der Substitution x = ry
resultiert, daf aber andererseits im Falle lim " = ¢ nicht etwa
r—;d:cy—i—l
auf analogem Wege auf die Singularitit der Stelle x = r¢ ge-
schlossen werden kann.

Einfaches Beispiel: Man setze k., = 2v, ¢, = ¢=". Fiir die
A U_T_\ o . . C/;P ¢
Reihe 3 ¢= 2?* besteht dann die Beziehung: -— = i ==C
0 /"r—{-l ¢

. . . ¢ . . :
Da sie andererseits die Summe " besitzt, so hat sie auf
L_

dem HKinheitskreise ausschlieblich die beiden singuliren Stellen

=
€= ",



