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Kritisch-historische Bemerkungen zur Funktionentheorie.

Von Alfred Pringsheim.

Vorgetragen in der Sitzung am 9. Februar 1929.

II. Uber ein ziemlich kompliziertes Singularitits-Kriterium
und einen scheinbar sehr elementaren Satz.

1. Der Satz, um den es sich hier in letzter Linie handelt, lautet
folgendermafien:

. a, , . e
Ist im - "~ = a, so hat die Potenzreihe N a,x* die sin-

veroo (oo
gulire Stelle z = a.
Bekanntlich geniigt es im wesentlichen, einen derartigen Satz
fiir den besonderen Fall @ = 1 zu beweisen. Sind dann die a,
iiberdies noch reell, so erscheint er geradezu als selbstverstiindlich.

Denn, aus der Voraussetzung lim L, 1, folgt zuniichst, dak
v Ayl

die @, zum mindesten von einer bestimmtenStelle ab gleiches Vor-
zeichen haben und dak daher nach dem ehemals ,Vivanti’schen“
Satz') die Stelle & = 1 eine singuliire ist. Des weiteren legt ein
Blick auf die binomische Reihe fiir (1 — z)° bei beliebig komplexem ¢
die Vermutung nahe, dafi dieses Ergebnis auch bei kompleren a,
erhalten bleiben diirfte. Nichtsdestoweniger ist es bisher nicht
gelungen, den Satz mit verhiiltnismiifiig einfachen Mitteln und
relativ spiit, ihn tiberhaupt zu heweisen.

Fragt man zuniichst nach dem Urheber des Satzes, so findet
sich dariiber eine (unbegreiflich) falsche Angabe in der bekannten
Monographie des Herrn Hadamard: ,,La série de Taylor et son
prolongement analytique [ Paris, 1901]. Es heiBt dort niimlich auf

1) 8. dieser Bericht, Jahrg. 1928, S. 3431F..
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S. 18/19 in deutscher Ubersetzung folgendermatien: ,In gewissen
einfachen Fillen wird die auf dem XKonvergenzkreise gelegene
singuliire Stelle gleich dem Grenzwerte von aa:} . Herr Lecornu,
"
der sich zuerst die Aufgabe gestellt hat, mit der wir uns im
Augenblick beschiiftigen, ist dazu gefithrt worden, diese Tatsache
in Form eines allgemeinen Satzes auszusprechen. Herr Lecornu
hat diesen Satz nicht streng (1)) bewiesen. Wir werden spiiter sehen,
dap er richtig ist.* Hadamard meint mit dieser letzten Aussage, wie
aus seiner weiteren Auseinandersetzung unzweideutig hervorgeht,
den oben an die Spitze dieser Mitteilung gestelllen Satz, bei
welchem aus der Priexistens von lim % = a auf die Singu-
=0 a:'—}-l
laritit der Stelle x = a geschlossen wird. Dagegen beabsichtigt
Lecornu den folgenden falschen?) Satz zu beweisen: ,Wenn auf
dem Konvergenzkreise nur eine einzige singuliire Stelle existiert,
Am

i1
(dessen Existenz hier also als Folgerung erscheint), und er ,beweist*

ihn, indem er einen anderen falschen Satz zur Voraussetzung nimmt
und auf dieser einen in sich fehlerhaften Beweis aufbaut.

Herr Lecornu scheidet also in diesem Zusammenhange voll-
stindig aus. Im tibrigen sagt Hadamard a. a. O. etwas weiter
unten, der fragliche Satz sei zuerst von Herrn Fabry®) bewiesen
worden, und fafit schlieflich (p. 25) seine hierauf beztiglichen Be-
trachtungen in die folgenden zwei Aussagen zusammen:

so findet man dieselbe vermittelst des Grenziwertes lim

1) Tronie oder Euphemismus? s. etwas weiter unten.

%) Dak dieser Satz falsch ist, hat zuerst Herr Hadamard gezeigt
(a.a. 0. 8.65, Gl (47). Setzt man z B. a, = sin(lg»), so hat die Reihe
N, " auf dem Konvergenzkreise die einzige singuliire Stelle o = 1, wiithrend

a
. 4 g I3 . . - . . .
lim —— offenbar nicht existiert. Andere in gewissem Sinne noch ein-
v ety

fachere Beispiele dieser Art hat Herr Faber angegeben: a, = B T/yv
ayy
a, = (sinz V#)2 (Math. Ann. 47 [1903]. S. 36).

3) In der Abhandlung: Sur les points singuliers d'une fonclion donnée
par son développement en série et sur Pinpossibilité du prolongement aic-
Iytique dans des eas tris généraws. Ann. Ee. Norm.(3), 13 [1896], p.267—5309
(en particulier p. 275).
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(A) Er sci yn cin von n abhingiger Bogen und s die An-
cahl der Zeichenwechsel, welche der reelle Teil a; von a,¢” '™
erleidet, wenn q vont) n — L n bis n - Ln variiert. Wenn man
so als Funktion von w willen kann, daf fiir unendlich

: 1 o, s ) .
viele n die Grifen ” lg a,| und , Jegen Null konvergieren,

A
Yn

so ist die Stelle & = 1 cine singulire.

(B) Dieser Satz beweist insbesondere die zuvor erwiilmte
Tatsache: Wenn der Grenzwert von daﬁii existiert, so liefert
er eine singulire Stelle.

Nun findet sich zwar das Singularitits-Kriterium (A) an der in
Fufn. 8, S. 96 zitierten Stelle der Fabry’schen Arbeit. Dagegen
ist es mir nicht gelungen, in der letzteren irgend eine Andeutung
des Satzes (B) zu entdecken. Ich mdchte daher annehmen, daf er
in Wahrheit von Hadamard herrithrt, welcher andererseits Fabry
den Beweis zuschreibt, weil ja dessen Hauptteil auf dem Kriterium
(A) beruht. Freilich ist als Ergiinzung dazu noch der (keineswegs
so ganz einfache) Nachweis erforderlich, daf unter der Voraus-
setzung des Falles (B) die Primissen von (A) stets erfiillt sind
(worauf aber von Hadamard a.a. O. nicht eingegangen wird).

Was den Fabry’schen, etwas verwickelten und sogar nicht
ganz einwandfreien Beweis des Kriteriums (A) betrifft, so hat ge-
legentlich Herr Faber darauf hingewiesen?), daf derselbe ver-
mittelst seiner schon beim Beweise des sogenannten Fabry-
schen Liickensatzes mit Erfolg beniitzten, auf der Heranziehung
einer Hilfsreithe von der Form Y ¢ (») @, ¥ beruhenden Methode
sich vereinfachen lit. Kr fiigt dann, #ihnlich wie Herr Hada-
mard ohne weiteren Kommentar die Bemerkung hinzu: ,Wenn
nun lim 2 = f existiert, so befindet man sich in den Voraus-

vt Ay 41
setzungen dieses Theorems?) und der Punkt ¢#?ist also ein singulérer®.

Obschon hiernach fiir den Satz (B), von dem man wegen
seiner lapidaren Einfachheit vermuten mochte, dafi er schon lingst

1) 4 bedeutet eine feste positive, beliebig klein zu denkende Zahl.
?) Dieser Berichte Bd. 34 [1904], S. 74.
3) Des Kriterinms (A).

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. Jahrg. 1929. 7
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i jedem Lehrbuche der Funktionentheorie zu finden sein miifite,
ein nach Moglichkeit vereinfachter und vollstindig durchgefiihrter
Beweis zuniichst nicht existierte, so hat sich meines Wissens an
diesem Zustand linger als weitere 20 Jahre nichts geiindert. Hs
ist das Verdienst des Herrn Bieberbach in Bd. Il seines Lehr-
buches der Funktionentheorie [1927]) zuerst einen zusammen-
hingenden (iibrigens nicht auf dem explicite formulierten Kri-
terium (A) beruhenden, sondern lediglich dessen Beweismittel, ins-
besondere die Faber’sche Methode beniitzenden) Bewels des Satzes
(B) versttentlicht zu haben. Wenn ich auch leider bekennen muf,
denselben keineswegs restlos verstanden zu haben, so bin ich gern
bereit, dieser Schuld griifilicheres Teil auf meine Rechnung zu-
setzen. Da ich aber andererseits einigen Grund zu der Annahme
zu haben glaube, daB das durchschnittliche Niveau der Leser eines
solchen Lehrbuches das meinige nicht wesentlich iibersteigen diirfte
und ich iiberdies so mancherlei gegen die Bieberbach’sche Dar-
stellung einzuwenden hiitte, so hoffe ich immerhin keine ganz
tiberfliissige Arbeit zu leisten, wenn ich im folgenden versuche,
den fraglichen Beweis ebwas mehr ,,in uswm delphini* herzurichten.
Ich halte es dabei fiir zweckmiBiig, die Trennung der beiden oben
mit (A) und (B) bezeichneten Bestandteile beizubehalten, da das
Kriterium (A) mir auch unabhingig von der vorliegenden An-
wendung einen prinzipiellen Wert zu besitzen scheint und ich
diese Gelegenheit beniitzen michte, um zu zeigen, wie das-
selbe, in seiner jetzigen Isoliertheit etwas schwerfillig und
fremdartig wirkend, sukzessive ganz natlirlich aus dem ein-
fachsten Kriterium dieser Gattung, dem ehemals ,Vivanti’schen*
Satze herauswichst?).

2. Auf Grund eines bekannten Singularitits-Kriteriums?) ist
die Stelle x = 1 allemal dann eine singulire fiir die mit dem
Konvergenzradius 1 versehene Reihe Y a, 2°, wenn:

1) S.300/9: ,Beweis eines Satzes von Fabry“.

%) In dieser Hinsicht bildet die vorliegende Mitteilung eine direkte
Fortsetzung der im vorigen Jahrgang S. 843 —358 enthaltenen.

3) Dieser Berichte Jahrg. 1912, S. 82, (1. (108). Auch wiedergegeben in:
E.Landau, Darstellung und Begriindung einiger neuerer FErgebnisse der
Funktionentheorie {1916], S. 71.
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1
P,
lim [A t=1,
A=t o
wo:!
/]
1 A '*"". A% a
&) ”;.—_ﬂﬂ; (p, —»)! (p, -+ »)! A
14-%p : Q--9p
(-i_‘p ]);.! p;l v )-'J 7
—— = i M
ahp, @p,—nt vl (1—17)1:,_ S

Dabei bedeutet  einen positiven echten Bruch, etwa den
reziproken Wert einer natiirlichen Zahl © ”>1, (p,) eine unbe-
grenzte Folge bestindig wachsender ganzer Multipla von @, die
wir jetzt noch den Bedingungen unterwerfen wollen:

)
) ! >3 (B =),

Durch dieses verhiiltnismiiliig schnelle Anwachsen der p, soll
erzielt werden, daB kein Summand von A,,; in A”/'+l vorkommt,.

Hierzu wiire zuniichst nofwendig und hinreichend, daB:

N o . 1/+1~ ]-'—0 29
(A —=Np, >0 -9)p,, also: Sl S e

- 1 29 2
Es geniigt daher schon umsomehr, # < i (also T <3>

und die p, gemiifs der Festsetzung (2) anzunehmen, damit das Ge-
wiinschte erreicht wird. Die Koeffizienten C, ., in (1) sind bis
4

auf den mittelsten, niimlich C’,,},,,; = 1, positive cchte Briiche (die,

beilinfig bemerkt, bis zur Mitte bestiindig wachsen, sodann sym-
metrisch zur Mitte bestindig abnehmen).
1) Man hat hiernach, wie fiir spiitter hier angemerkt werden soll:
7.
i=1 - 1
Py 2
R T Py dee
S LA ‘<<1‘)

Pi Dugt Pugr B 2

fir jedes » < 4,
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SchlieBlich sel noch daran erinnert, daB man wunfer der Vor-
1

aussetzung lim N (a, ) "2 == 1 auf Grund einer in der vorigen
A= ~

Mitteilung gemachten Bemerkung?) den Beweis auf die Reihe
Y 9 (a,) 2" beschriinken und daher die Bedingung (1) auch durch
die. folgende ersetzen kann:

! At
I p. . d
(o) Tim (R4 =1, wor R(4,) = 3 Cp o w),
Jor o ke ~ (1—'17)1); %
1
Tt p
oder auch, wenn R (2,) = a, und him |a, *=1:
V— @ i
1 a+9p,
— 7, _ 4
(1) lim /4,,] [h=1; wo: A, = D CI,; vr G
Ao - 4 (= 1’))1,; 5

Angenommen nun, es seien die a, innerhalb jeder einzelnen
Teilsumme A, gleichbezeichnet, so hat man:
/7

a+ap,
] A 1~ |
Ap 1= 20 Cpola]>lq
Y 9 A J
= (1—Np g -
2
und daher:
1 1
P r, ; v
i A, A >lim aq, == 1.
-+ % o+ D 2

Man gewinnt also unmittelbar die folgende wesentliche Ver-
allgemeinerung des ehemals ,Vivanti’schen Satzes:

Lnthilt die mit dem Konvergenzradius 1 versehene Reilie

4-np,
Yoa,a eine unbegrenzte Iolge von Teilsummen >.» a,x”
- )p,

von der Deschaffenheit, daff die a, = N () in jedem ein-
zelnen dieser ,, Ausschnitic' keinen Zeichemwechsel erleident)
1

ra P, : . . . L.
und lim «,, '* =1 ist, so hat sie die singuliire Stelle x==1.

=@

Y} Dieser Berichte Jahrg. 1928, S. 357, Ni. 9.
%) Dabei kann das Vorzeichen der «, in verschiedenen Ausschnitten
verschieden sein. Noch mehr: da ja nur die dbsolutwerte Ay bhzw. | /1,;;
ra 8
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3. Wiihrend bei dem vorstehenden Satze das Zeichenwechsel-
Verbot, auf gewisse Ausschnitte der Reihe beschrinkt, nur fir
die Zwischenriiume giinzlich aufgehoben wird, so gestattet der
folgende, freilich wesentlich umstindlicher zu beweisende Satz das
Auftreten von Zeichenwechseln auch innerhalb jener Ausschnitte,
sofern nur die Anzakl der Zeichenwechsel In bestimmter Weise
beschrcinkt ist. Xr lautet:

. (1—{—1’/)1;}
Ist m, diec Anzahl der in den Ausschnitten  2r  a, a7

' a—ap,
vorkommenden Zeichenmwechsel der o, = N (a,) und besteht (wie

1

suvor) die Bedingung lim | a, i =1, so ist die Stelle z = 1

j—w
cine singuliive fiir die Reihe ¥ a,x (mit dem Konvergenz-
radius 1) wenn:
; -
m, < p,.

Deweis. Der Beweis, der ja wieder von vornheremn auf die
Reithe Y a, a7 beschriinkt werden kann, beruht im Anschluf an
die oben erwihinte Bemerkung des Herrn Faber auf der Heran-
ziechung einer Hilfsreihe von der Form Y g (r) a2, wo g(y)
eine fiir reelle y reelle ganze transzendente Funktion bedeutet,
deren Nullstellen so gewiihlt sind, dafy die in den Ausschnitten
von Y a, 2" vorhandenen Zeichenwechsel in den entsprechenden
Ausschnitten von Y g () - a, @ verschwunden sind.

1

. P, . - . .e
Wegen: lim |«, " ==1 muf es unendlich viele 1 geben, fiir

Py &
welche ap, 0 ist. Sollte dies nicht fiir alle 2 der Fall sein, so
wollen wir im folgenden nur solche 2 zulassen. Dabei steht es
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sogar frei: w, ~>0 anzu-
nehmen, da es sich ja in dem vorliegenden Zusa.mmenh:mge
schliefilich immer nur um den Absolutwert von /4,,/_ handelt und

A”; nach Bedarf auch durch — 4, ersetzt werden kann.
d A

in Betracht kommen und diese unveriindert bleiben, wenn man die Glieder
mit einem gemeinsamen (iibrigens mit 2 auch beliebig veriinderlichen) Fin-
Reitsfaktor multiplizievt, so gilt der vorliegende Satz auch unter der beziiglich
der a, biw. a, enisprechend erweilerten Voraussetzung. Vgl anch den {Tber-
gang des Satzes von Nr. 3 zu dewjenigen von Nr. 4 (8. 107).
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Haben nun «a,, a,41 fiir irgend ein » entgegengesetzte Vor-
zeichen, so wollen wir sagen, es finde ,,bei (a,, a,4.1)* ein Zeichen-
wechsel statt. Sind a,, a,42 von Null verschieden und von ent-
gegengesetztem Vorzeichen, wihrend a,4, =0, so sagen wir
analog, es finde ,,bei (a,, a,4.9)* ein Zeichenwechsel statt und ent-
sprechend: ,bei (a,, a,1.,)", wenn a,, a,4, verschiedenes Vor-
zeichen haben und a,1 = @y q0 = ... = a,4, 1 = 0 ist.

‘ Wir wihlen nun die Nullstellen der zu bildenden ganzen
Funktion ¢ (y) in folgender Weise. Findet bei (a,, a,t1) bzw.
(ay, a,4,) ein Zeichenwechsel statt und ist » - 1 <p, baw.
v -0 <p,, so machen wir die Zahl » zu einer (einfachen) Null-
stelle von ¢ (y); dagegen die Zahl» 41 bzw. v+ g, wenn » >p,.
Durch diese Festsetzung wird vermieden, dafi jemals p, unter
den Nullstellen von g (y) vorkommen kann. Denn, findet bei
(a,,} —1, a,,;) ein Zeichenwechsel statt, so wird nach obiger Vor-
schrift P, — 1 gur Nullstelle, wihrend das letztere fiir P, -1 gilt,
wenn bel (ap/_., api+1) ein Zeichenwechsel stattfindet?).

Zu den nach Voraussetzung innerhalb des Ausschnittes
(+p,
Y a, & bzw. innerhalb der Summe /41,} vorhandenen m, Zei-
a—Np. - .
~
chenwechseln gehort eine Folge von m, ganzzahligen Indizes », etwa:

O 1'}'7;;.,
welche nach MafBgabe der gemachten Festsetzung zu Nullstellen
von ¢ (y) bestimmt sind. Wir denken uns diese Zahlen, mit einem
gewissen A ==! beginnend, der GroBe nach fiir 1=1, -1,

I4-2, ..., in eine einzige unbegrenzte Folge geordnet und
in dieser Anordnung mit:

Q11q27---q#,-.-..

bezeichnet, sodak also:

1) Steht von vornherein fest, daf bei a, weder links noch rechts ein

¢
Zeichenwechsel stattfindet, so wird die im Text angegebene ,Vorsichts-
mafregel” iiberfliissig, und man kann alsdann nach Belieben durchweg die
im Text mit » oder die mit v 4+ 1 hezeichneten Zahlen zu Nullstellen von
g {y) machen.
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S L e ll
Q1 - 7(1,) Q?. - 7‘(-3)? 00 0 q,,,l e 7'5,,)!

= V(ll+1 = 11(Ql+1), el q —_ gl(L+1)

)' qm 2 m m
1+ 141 141

qml +1

— ({42
q'"l-}-'l'l" = ‘ 5 u.S.f.

Um dem zur Darstellung von g (y) dienlichen unendlichen
Produkt die Konvergenz und ein noch niher zu bezeichnendes
infinitiires Verhalten su sichern, ist vor allem der Nachweis er-
forderlich, dals g, > p. Es gehire g, zu einem durch irgend ein
hestimmtes 2 charakterisierten Rethen-Ausschnitt bzw. Komplex
Ap,s 50 hat man zuniichst:

—m -

P ,
R T T

In Folge der Voraussetzung m, << p, kann man setzen:
m, <& Py, ny = FRY RTINS m, <& P,
wo (6) (A==10, I4+1,142, ..... ) eine mit Z->co monoton
nach Null konvergierende Folge bedeutet. Man findet daher:

‘/l/.:f:lpl—l«f[_l_lpl_i_l-!—. ..'}-Ez]);.

2
(3) I < & (pl —l_p[—{-l e ;’1);_'_1)—': ~ €, (p;," ;’1);,'4.1 SR 'p/‘,)'

2 . .
und, wenn noch { J: 2 gesetzt wird:

Andererseits hat man, da g, einen der innerhalb A, vor-
kommenden Indizes »(?, »@®, .. a'ff;: bedeutet, also jedenfalls micht
kleiner ist, als der Index des Anfangsgliedes von Ay,

) 0,>(1— 0,
Durch Vereinigung von Ungl. (3) und (4) ergibt sich also:

g -1 f rp ; Do s P,
e o bl Lo 2
q e (6’(])/—' + ...+ v, ) - .?/._,<p,‘- ...+ », + 1>

und mit Berticksichtigung von Fufin. 1 und Ungl. (2), S. 99:

1 1 j Bk 1\+—7 1 1\*—% 1

(1,,<1;‘7 l"l((z) ++<—)) )4‘5/((2) ++2T1
| I\ : '
= 1—9i\2 £yt 2 & } )
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A= 2 J=+ w0

. . /I e .
also schliefilich, wegen: lim ( > =0, lim ¢, = 0 und p—>co
filr A= oco:

£ : <chri .
- =0, anders geschrieben: g > u.

It

(5) lim

=z

. . . o 1 . .
Infolgedessen konvergiert also die Reihe »« -, und die mit den

1 143
cinfachen Nullstellen t g, versehene primitive ganze Funktion:
6 g(y) = e (1 "/2>
(6) gly) =1 .

£t
gehort hdchstens dem Minimaltypus der Ordnung 1 an') und ge-
niigt daher fiir alle hinlinglich groBen 'y | einer Ungleichung
von der Form:

) gQp) < ¢ (etwa fir |y —>N).?)

Sie geniigt aber auch, wie aus einer von mir bei fritherer Ge-
legenheit?) angegebenen Abschiitzung hervorgeht, der Ungleichung:

(8) g(p,)|=>e "% (tir alle hinlinglich grofen 1),

sodaB durch Anwendung von Ungl. (7) auf y = p, und Kombi-
nation mit Ungl. (8) sich schlieBlich ergibt:
1
(9) lim (¢ (p) " = 1.
Bildet man jetzt die Hilfsreihe Y ¢ (v) a, 2" und setzt (nach
Analogie der mit A, bezeichneten Summen):

U+’?)I‘},
(10) B, = 2 (}1,;. s e g ) a,

~ (1 —:’1)17;

1) Vgl. Math. Ann. 58 [1901] S. 301, Fubu. u. S. 813.

2) Kann auch leicht direkt bewiesen werden, ohne auf das Zitat von
Fubn. 1 zu rekurrieren: s. dieser Berichte Jahrg. 1912, 8. 87/8.

3 A.a. Q. der vorigen Fufinote, S. 88—91. Man hat nur zu beachten,
daf die Schliisse, welche dort unter spezielleren Voraussetzungen beziiglich
der mit p,, ¢, bezeichneten Zahlen gemacht werden, ihre Geltung behalten,
wenn nur (p,), (7,) zwel den Bedingungen p,>>», ¢, >» geniigende ganz-
zahlige Folgen ohne gemeinsames Klement bedeuten.
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so verschwinden hier alle Glieder mit den Indizes v = q _ (wo:
yP <gq,<»#), d. h. alle diejenigen Glieder, deren korrespon-
=14, >

dierende in A, einen Zeichenwechsel aufweisen. Andererseits er-
2 2

leidet beim Durchgange von y durch ein g, cin Faktor (1—— _,)
H (j-

I

von g (y) und somit ¢(y) selbst einen Zeichenwechsel, und durch
das Zusammenwirken dieser beiden Serien von Zeichenwechseln
wird erreichit, dat alle nicht verschwindenden Glieder von Bzr;

dasselbe Vorzeichen besitzen (ndmlich dasselbe, wie das Anfangs-
g‘hed (1(1_g)pl).

Um dies etwas niher zu begriinden, wollen wir (lediglich in
dem vorliegenden Zusammenhange!) durch die Schreibweise:

P ¢ bzw. P+

anzeigen, daff die beiden reellen Zahlen P, @ gleiches hzw. ent-
gegengesetztes Vorzeichen haben.

Angenommen, es finde nun bei einem (der ersten Hilfte von
/4,,) angehdrigen «,) ein vereinzelter Zeichenwechsel statt, sodal also:

D Gy—1 | @y H Gpger || @yop
und daher:
gy =0,90—1+#g0+-1) g(--2).
Alsdann wird:
90) 4 =0, g1 a1 g0 1ot g 2) - ape,
und der Zeichenwechsel ist somit verschwunden.

Wird jetst zweifens angenommen, dab auf a, zivei konschutive
Zeichenwechsel folgen, also:

(II) Oy o1 Oyt U - Uyqg Oygg
und daher:
90) =g D=0, g —1) g 2 40O W,
mithin schlieflich:
GO) a =g 1) appr =0,
9O —1ayr g +2) aqo 1 g(r4-8) - ay 43,

sodaB also die beiden Zeichenwechsel verschwunden sind.
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Ganz analog, wie im Falle (I), gestalten sich die Verhiiltnisse,
wenn auf a, eine ungerade Anzahl (2 o + 1) konsekutiver Zeichen-
wechsel folgt; analog, wie im Falle (1I), bei einer geraden An-
zahl (2 ). Man findet im ersfen dieser Fille:

glr—1) - a,_1 | g(r+20+1)- Ay f-204-1y
im zweiten:

gOo—1) a1l g+ 20) dypa,,
withrend die Zwischenglieder verschwinden.

Durch wiederholte Anwendung dieser Schlufiweise (mit » = »()
beginnend und mit der vorschriftsmiiiigen Abiinderung in der
zweiten Hilfte von A,,}) ergibt sich die Richtigkeit der ausge-

sprochenen Behauptung.

1
Da tberdies durch Kombination der iiber 'a,,; i gemachten
Voraussetzung mit Gl. (9) resultiert:
1 1
Iim g(p;)-ap} “ = lim g(p;) 4+ lim | oy, =1,
=@ it - J=+ 0 g e w -

so findet man durch Anwendung des Satzes von Nr. 2 auf
Yy () a x, dals diese Reihe die singuliire Stelle = 1 besitat.
Da andererseits nach einem bekannten Satzel!) Y g (v)ax” keine
andere singuliire Stelle als ¥ = 1 besitzt, so folgt schlieflich aus
einem elementar beweisharen Spezialfall?) eines allgemeineren
Hadamard'schen Satzes iiber den Zusammenhang der Singu-
larititen von Y a, b, 2" mit denjenigen von Y a,2”, Y b, 2", dab
die Stelle # = 1 auch eine singulive fiir ¥ a, 2” bzw. Y a, @¥ ist.
(I+79)1i/.

4, Da der Absolutwert von AP; bzw. Ap) = 2y U, a
. g (I—4)p
2

ungeiindert bleibt, wenn man jedes Glied der betreffenden Summe
. . , . . —7,t C oy s

mit einem gemeinsamen Einheitsfaktor ¢ '* multipliziert (der

mit 4 variieren kann), so hat man:

(1-]-9)p, |
. . =7,
(11) A4, | = S Cpyvave 4 0.
7 (l—z’/)p/. 2

Wenn nun die Voraussetzungen des vorigen Satzes (insbe-

1) Dieser Berichte Jahrg. 1912, S. 40, Nr. 6.
2) Ebendaselbst, S. 68.
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sondere die Bedingung: m, << p)) nicht von vornherein, wohl aber
fiir das umgeformte |4, | von Gl (11) erfiillt sind (wobei also

(a e ) an die Stelle von ap, = N (a,,) tritt), so ergibt sich

die foltrende Verallgemeinerung jenes Satze% (das ,Fabry’sche
Kriterium (A)):

Ist im a,) =1 und gibt es reelle Zullen 7, von der

Y=+ D

1
Deschaffenheit, daf hm R (ap e ;'/"i) "= 1 und, wenn jetzt

S om
m, dic Anzall der /ezc]zemocc]zsel der Realteile in dem Reihen-
(1+z7)1'/.'

. -y,
ausschnitt v aye "+ x bedeutet:
—Np.
Ia

m, <P
so hat die Reile ¥ a, x” die singulire Stelle z = 1.
5. Wie bereits auf 8. 98 in Aussicht gestellt, beweisen wir
jetzt mit Hilfe des vorstehenden Kriteriums den Satz:

. a, . ) P D
Lst im " ==11), so hat dic Reite Y a, 2" die singu-
ver oo by

lare Stelle z = 1.
Beweis. Aus der Voraussetzung folgt zuniichst, dafi

1

. v
Iim a.| =1

v
und zum mindesten von einer bestimmten Stelle » ab durchweg:
a, + 0.

Bs erscheint zweckmiifig, das Mittelglied ap, des fiir den
Beweis wiederum mafigebenden Ausdrucks:
(-9 p,
A,,;' = 3 01,;,,, @,

(1— Np,

durch gliedweise Multiplikation dieser Summe mit dem Einheits-

a,
) Der allgemeinere Fall lim ——— = a, wo a beliebig komplex, wird
vl 4 g
mit Hilfe der Transformation = «y auf den vorliegenden zuriickgefiithrt.
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a, |
A oy . . | '
faktor o reell positiv, niamlich = ap | zn machen. Setzt man

¥

zur Abkiirzung:

, o
ap, ’ |, ’ ' »
(12) —* .4, =4, , cdy, =, , = a, ¢,
ap 7 2 @,
A

sodab also, wenn » und eventuell auch » |- 1 auf die Intervalle
1—9p, -+ (I -9 p, beschriinkt wird,

; . , . «,
(13) Ap. = Ap. Iy Ay = |Gy 11111 - ,"~ == 1’
“ ~ =+ w av+1
so wird:
145 p/_ (1 +1'))11;
(14) Ay = 20 Cpva= Ypr Cp,, a, ¢
A =dp, 4 a=p. *
rs ra
(wo speziell: C,,, la, ¢, = a, |, ¢ =1).
LA A P pA P
. e . a1
Man findet sodaun (\vegen: lim ' =1 = lim "} )
V=L a‘l' Lo 2] a »
zunichst:
. Cpof- 1
(15) lim >t =1
P —+ L Cl’
also, wegen ¢, =1:
lim ¢ —e¢, =0
V—t X0

N
and schlieflich, wenn man mit ¢, ¢, 1 den Keineren') die Punkte

¢, und ¢,4; verbindenden Bogen des Einheitskreises, iibrigens
Lo . Loy T
ausdriicklich in der Lichtung ¢, = ¢,q1, mib ¢, €1 == Cpg 0y

dessen absolute Linge bezeichnet, als unmittelbare Folge von GL.(15):

. TN
(16) Iim e, e, = 0.
Hiernach kann, wenn die ¢, einem Ausdrucke von der Form (14)
angehoren (sodaB also: (1 —9)p, <»r <y -1<(1--Hp,) ge-
setzt werden:

1) Der Grenzfall, in dem die beiden Teilbdgen einander gleich werden,
kommt in dem vorliegenden Zusammenhange niemals in Betracht.
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TN

(16a) | e, eppr | <Te

wo (g,) eine I'olge niemals zunehmender, mit 2 - ~o nach Null
konvergierender positiver Zahlen bedeutet.

2!

Um {iiber die migliche Verteilung der in irgend einem A;’/‘.’
etwa fiir 2>1, enthaltenen e, einen Uberblick zu gewinnen,
withlen wir zum Ausgangspunkt das fiir » = p, resultierende
Mittelglied von A' (s. (1. (14)), also den Punkt ((,', = 'r.c,, (mit dem
Finheitsfaktor ¢, = 1). Mit Riicksicht auf Ungl. (lba) wird, bei

einigermalen bctmchtllchem Kleinheitsgrad von ¢,, im Anschluff
an ¢, = 1 eine verhiltnismiiBig grofie Anzahl von Punkten e, +1,
Cp,+2, ++ .+ der rechten Hilfte des Einheitskreises angehoren, also
positive. Realteile besitzen. Sollte dies durchweg fir alle 4,
der Fall sein, so wire damit nach dem Satze von Nr. 2 die sin-
guliire Beschaffenheit der Stelle & = 1 bereits erwiesen. Das gleiche
wiirde sich auf Grund des Satzes von Nr.3 ergeben, wenn zwar

Zeichenwechsel der N (e,) aber nur in Anzahlen m, << p, vorhan-
den wiren.

Im allgemeinen wird man aber damit rechnen miissen, daB
die N (a,) bzw. R (e,) Zeichenwechsel in einer die angegebene
Schranke iibersteigenden Anzahl aufweisen und daff hiernach unser
niichstliegendes Ziel darin bestehen wird, ihre Anzahl ausreichend
zu reduzieren, um die Anwendbarkeit des Satzes von Nr. 4 zu
ermdglichen.

Nehmen wir zuniichst einmal an, dafi bei Verfolgung der
dem Komplexe A' angehdrigen, auf dem Eivheitskreise gelegenen
Punkte e,., von o,, = 1 anfangend {iber Cpf1y Cp 42, . Man
zum ersten Male zu einem Punkte ¢, uelange, der, noch vor der
Stelle ¢ liegend, einen jenseits i liegenden Nachfolger ¢,4; habe,
soday also N (e,) = 0, dagegen N (¢,4.;) <7 0, mithin beim Uber-
gange von ¢, zu ¢, zum ersten Male ein Zeichenwechsel eintrete?).

Ei leher wird sich i i
in solcher wird sich dann wiederholen, so oft ein Bogen ¢, ¢,

die Stelle ¢ oder auch — i im Innern enthilt oder, wie wir von
') Sollte dieser Vorgang sich statt an der Stelle ¢ an der Stelle — i
abspielen, so wire nur die Ausdrucksweise entsprechend zu modifizieren.
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jetzt ab sagen wollen, so oft der Punkt ¢ oder — ¢ von einem

S .
Bogen ¢, ¢,4.1 iberdecki wird.

In dieser Hinsicht ist aber auch noch die Eventualitit zu
berticksichtigen, daf z. B. % (¢,) = 0, sodann der Punkt ¢, auf
i fallt, also M (e,41) = 0 zu setzen ist. Sollte hierauf wieder
N (e,4-2) =0 sein, so hat tiberhaupt kein Zeichenwechsel stattge-
tunden. Ist dagegen 3t(e,4.2)< 0 oder aber, um gleich den allge-
meinsten Fall dieser Art anzunchmen, auch N (¢,43) = 0 u.s.f,,
schlieBlich » - o (wo also ¢ > 2) der erste Index, filr welchen
ey 4o + 7 und zugleich N (e, 4,) < 0, so wollen wir die Vereinigung

. /—-\ 3 . - .
der beiden Bogen e, e, 4.1, €16, als einen einzigen ,kombi-.
. Ol .
nierten® Bogen ¢ ¢,4, auffassen und kinnen alsdann sagen: auch
wenn die Stelle i oder — i von einem solchen Lombinierten Bogen
iiberdeckt wird, so findet beim Ubergange von dem einen FEnd-
punkt zam andern ein Zeichenwechsel der zugehorigen Realteile statt.

TN
Die Gesamtheit der Bogen ¢, ¢, 1.1, wie zuvor bereits hegonnen,
von » = p, angefangen bis » = (1 - 9) p, —1, sodann diejenige der

Bsgen e,./e-,,:l, wieder von » =p, angefangen bis v = (1—)p,-|-1
(Gesamtzahl = 24 p,) bildet einen zusammenhingenden Weg S, ,
der aus (verhiiltnismifig kleinen) Teilbogen von Einheitskreisen
bestehend, wenn man ihn jetzt in einem Zuge, von der Stelle
v == (1 — ) p, anfangend, nach schrittweise wachsenden Indizes
bis » == (1 -1~ 9) p, verfolgt, seine Richtung beliebig oft wechseln,
sich selbst also abfeilungsweise mehvfach iiberdecken, schliefilich als
Delegung eines als feste Unterlage zu denkenden Einkeitskreises
diesen selbst bei hinlinglicher VergroGerung von 4 belichig oft
wumlaufen und iiberdecken kann, Bezeichnet man fiir 2> 17 mit S,
die gesamte Linge dieses Weges, so folgt aus Ungl. (16a) und der

~~
Gesamtzahl 2 9 p, der einzelnen Bogen ¢ ¢,4.; (wo:
v=01—Np,  --A4+dHp —1):
(17) S, 29, e,

Werden die Punkte i und — i durch Teilbtgen von S, in
dem oben genau umschriebenen Sinne ;- hzw. »;-mal dberdecit,
und setzt man:
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so ist m die Anzahl der in dem Ausdrucke A, vorkommenden

Zeichenwechsel der N (a,). Um diese Art der Lahluno noch etwas
einfacher zu gestalten, indem wir sie von den zwei Punkten i
und — ¢ auf den ecinen Punkt i konzentrieren, denken wir uns
die gesamte S,-Delegung der unteren (von — 1 inkl. bis |- 1 exkl.
sich erstreckenden) Hilfte des festen Kinheitskreises um 180° in
der positiven Umlaufsrichtung gedreht, sodak also auf jeden Punkt
" des oberen Halbkreises auBer seiner urspriinglichen Belegung
diejenige des Punktes ¢” = — ¢’ des unteren Halbkreises zu liegen
kommt, inshesondere auf dem Punkte ¢ die Belegungen von 7 und
— 4 vereinigt sind und somit die Uberdeckungszahl m, von i jetzt
die Aneahl der in Betracht kommenden Zeichenwechsel innerhalb
A;,; angibt. Wird die nunmehrige ,, Doppelbelegung® des oberen

Halbkreises mit S hezeichnet, so ist offenbar b == 8,|<29p,¢,
Es sei jetut y eine beliebig klein anzunehmende pomtwe Aahl

und es hezeichne ¥ den FEinheitskreisbogen von der Liinge y, der

. . . . p (y-+Fyi
sich vom Punkte ¢ nach links, also bis zum Punkte ¢ =712

erstreckt. Zu jedem Punkte von 7 gehdrt — geradeso wie zum
Punkte i — eine bestimmte Uberdeckungszahl. Unter diesen Uber-
deckungszahlen (als einer endlichen Menge ganzer Zahlen) gibt es
eine (von Null verschiedene) kleinste m,, eventuell kinnten auch
alle Uberdeckungszahlen einen em/wen Wert m, besitzen. Die
Gesamtlinge |s” der Teilbogen, welche die Uberdeckung des
Bogens 7 hervorbringen, muf also >m, y sein, und man findet
daher:

29

W< 8,1<2¥0p,e,, m< ep,,
L 5 S, Gl

m,y <|s

als bei beliebig Llcinen, aber festychaltenen y und 1 - oo
(18) n, <P,

Nun sei ¢'? = ¢4+ (wo: 0<y <y) ein dem Bogen 7y
angehdriger Punkt mit der Ubeldeokundsmhl m,. Wird dann das

!) Da diese Schlufweise auf jeden belichigen und beliebig kleinen Bogen
7 des Einheitskreises angewendet werden kann, so folgt, daf daselbst in
beliebiger Niihe jedes Punktes solche Punkte liegen, deren Uberdeckungs-
zahl m, der infinitiren Beziehung (18) geniigt, daf also diese Gattung von
Punkten auf dem Einheitskreise dberall dicht liegt.
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gesamte aus den Punkten ¢, (r =1 —)p, - - (1 |-Pp,) und
ihren Verbindungsbdgen bestehende System S)' um den Bogen von

. G, . .
der Linge y,, der die Punkte ey") und i verbindet, nach »echis
gedreht, so erleidet jedes ¢,, also auch jedes a, (s. Gl. (12)) eine

e —_r. 1 . v -
Anderung um den Faktor ¢ *, sodaB also der friithere Komplex
te) b

(14), niimlich:
Q-+ 79)1)/_'

A, = ¥ G, a
- L—Mp ~
2
in den folgenden:
Qa-+dp
g o . =yl
(19) Ay = 3 Gy, rare
C =9y, ’
iibergeht.
Da nunmehr durch diesen Prozef die Uberdeckungszahl m,
auf den Punkt ¢ iibergegangen ist, so gibt sie die Anzahl der

. L
Zeichenwechsel der N (a, e '#) innerhalb des Ausdrucks (19) an.
Und da andererseits:

1

=

t=1lim |[a, [eosy,|" =1,

f= O

3

20) lim R(g e *)
S p
so sind fiir die Liethe Y, a” die Voraussetzungen des Fabry-
schen Kriteriums von Nr. 4 erfiillt, sie selbst und somit) auch
die Reihe Y @, 27 hat also, wie behauptet, die singulire Stello x=1.

1) Vgl. Fubn. 2, S. 100.
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Kritisch-historische Bemerkungen zur Funktionentheorie.

Von Alfred Pringsheim.

Vorgetragen in der Silzung am 2. Miirz 1929,

Nachtrag zu Nr.II dieser Bemerkungen.

1. Der im zweiten Teil der vorigen Mitteilung bewiesene
Satz (s. 5. 107) kann noch etwas priignanter, als a. a. O. folgender-
mafien ausgesprochen werden:

Die Bezichung

I lim =1

—+® (l,,+1
ist eine hinveichende Bedingung dafiir, daff dic Reile ¥ a, "
auf ihvem Konvergenzkreise | =1 die singuliire Stelle x =— 1
besitzt,

Sicher ist dies die kiirzeste, man darf sagen ,klassische Form
des fraglichen Satzes. Dennoch verdient hervorgehoben zu werden,
dat Leim Beweise die Bedingung (I} bei weitem nicht vollstiindig
in Anspruch genommen wurde (worauf Herr von Pidoll mich
aufmerksam gemacht hat), da vielmehr, wie leicht ersichtlich
ist, nur die folgenden zwei aus (I) hervorgehenden Teilfolgerungen
beniitzt worden sind:

L ~—
(@) Iim @, » =1, (b) lim e, ¢,4.1 == 0,
yor oo

ret
Was die erste dieser beiden Bedingungen betrifft, so folgt
sie ja nach einem bekannten Cauchy’schen Grenzwertsatze aus

. . o a | .
der in (I) enthaltenen Beziehung: lim | —" | = 1, bietet aber
vao | g |
fir die Auswahl der |, | einen wesentlich weiteren Spielraum
. , ‘ 1
7. B. [a,| =" alsor |as, = 2u, | do,ay | = - .
( l ) l 2u I 2t I 2+ 1

Andererseits ist sie aber fiir die Sicherung der letzten Schlufifol-
Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt, Jahrg, 1929, 8
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gerung uncntbehrlich (s. S. 112, GL (20)); denn, obschon man dort
i

. N T Ya " . o
mit der Beziehung lim lar,,; =1 auskommen wiirde, so liebe
2 © .

sich diese beli der vorliegenden Auswahl der p; nieht etwa schon
aus lim | @, |" == 1 erschliefien.

V=0

Die Unentbehirlichkeit der gleichfalls in (I) enthaltenen Be-
dingung (b) bedarf keiner weiteren Ersrterung. Ihrer geometyi-
schen Fassung entkleidet, wird sie dargestellt durch die Beziehung:

.C
lim -t =1

?
t
PR %

und diese lifit sich, wegen:

, " ’ . |
a, a, E JLI'_ t . (')j._’ ﬂ,lSO: (1'-{-1 — a1 . (()'

gl Gpr (| G ¢ MUy

durch die folgende ersetzen:
, .l |
(h) fim —%. =1

Hiernach gestattet der in Rede stehende Beweis seinem Kr-
gebnis die folgende erweiterte Fassung zu geben:
Line hinveichende Bedingung dafiir, daf dic Reile
Ya, 2" auf ihrem Konvergenzhreise die singuliive Stelle z = 1
hat, besteht in den Deziehungen:

e | =

(1D lim [a |” =1, lim s LY UL B 1,

V-0 P (N | Ay 41!

welche insbesondere stets erfiillt sind, wenn:

) lim —% = 1.7
r=o Ay
2. Die Beziehung (I) erscheint also nicht einmal in dem vor-
stehenden Zusammenhange als eine nolwendige Bedingung (se. fiir
die Singularitit der Stelle z = 1). Dak sie es auch nicht ist,
wenn Y a,2” auf dem Konvergenzkreise noch andere singulire
Stellen besitzt, darf als reichlich trivial gelten. Aber (worauf be-

1) Die erste der Bedingungen (11) ist ja eine bloBie Folgerung von (1),
withrend die zwelte unter der Voraussetzung (1) in dieldentitiit 1 =1 iibergeht.
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reits frither hingewiesen wurde)?!) sie braucht selbst dann nicht
erfilllt zu sein, wenn x = 1 die cinzige singuliire Stelle auf dem
Konvergenzkreise und zwar eine wesentlich singuliire ist. Nur wenn
sie ein Pol beliebiger Ordnung, ist die Bezichung (I) allemal er-
{illt, also in diesem Sinne eine notwendige Bedingung, die sich
auch leicht zu einer Linreichenden vervollstindigen lifit.

Fiir den einfachsten Fall, dafi der fragliche Pol von der
ersten. Ordnung, hat man (im wesentlichen nach dem Vorgange
von ITadamard)?):

l Notwendige DBedingung: lim (7—(?"— =1,
VD »-1
(111) | v
l Notwendig und hinreichend: lim | ot =" 1,
y—+ w0 l“l’—l‘! | 1%

anders ausgesprochen, es geniigt nicht, dat der fragliche Quotient
den Grenzwert 1 besitzt, es mufi die Anniiherung mit einer Ge-

schwindigkeit erfolgen, grifier als diejenige, mit welcher
(wo: 0 =9 1) {ir v—= o gegen Null konvergiert?),

Ich behaupte nun zuniichst, dafz diese allgemein iibliche Be-
dingungsform sich durch die folgende einfuchere und, wie sich
jetzt zeigen wird, wesentlich ziweckmiifligere ersetzen lifit:

1

Notwendige Dedingung: fim |a,|" = 1.
P — L0 4)
(Iv) 1
Broiin: our hinreichenden: lm V1
drgiinzung zur hinreichenden: lim |a,—a, 4, =-<L
P—+ D &

DBeweis. Die erste dieser beiden Bedingungen ist jedenfalls
eine notiwendige, denn sie ist das Mindestmafi derjenigen Be-
dingungen, welche aussagen, daf die Reihe den Konvergenzradius 1
haben soll, sie verlangt inshesondere seir viel weniger, als die

1) 8. 8. 96, Fubin. 2.

%) Iissai sur Vétude des fonctions donndes par leur développement de
Tuylor. Journ. de Math. (4), 8 [1892], p. 118.

3) Man bemerke, dafi die erste der beiden Bedingungen ([Il), die le-
diglich ,,nofwendige”, auch weggelassen werden lkann, da sie implicite in
der zweiten enthalten ist.

4 1
) Nach Bedarf, z. B. wenn a, =, ;=a hat man durch 0 zu
ersetzen, e

8*






























