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Einleitung und Zusammenfassung

Bei dem Ausstrahlungsproblem der Wellengleichung (vgl. [5],
5. 195) handelt es sich bekanntlich darum, Ldsungen dieser
Gleichung zu konstruieren, die im Ursprung o des Ortsraums
eine vorgegebene zeitabhingige Singularitat (d. i. die Intensitit
der Ausstrahlung) aufweisen und im Aufleren des von o aus-
gehenden charakteristischen Halbkegels verschwinden. Diese
Ausstrahlungsintegrale konnen durch einen einfachen Grenz-
tibergang aus geeigneten Losungen der Cauchyschen Anfangs-
wertaufgabe gewonnen werden. Sie sind ihrer Natur nach ledig-
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388 Dietrich Suschowk

lich von der Zeit und vom Euklidschen Abstand eines Ortspunkts
von o abhingig, und es ergibt sich fiir jede Dimension des Orts-
raums genau eine Ldsung.

Ist der Ortsraum zweidimensional, so gestattet die Ausstrah-
lungslésung eine physikalische Interpretation, die mit einem
elektro-magnetischen Vorgang, an den man wohl bei der Be-
zeichnung ,,Ausstrahlungslésung*® zunichst denken mag, nichts
zu tun hat: Oben wurde erwihnt, dal3 die Ausstrahlungslésungen
im AuBeren eines Kegels verschwinden. Dieser Sachverhalt tritt
bei linearen Modellen von Uberschallstromungen auf, wenn in
ein solches Strémungsfeld ein hinreichend schlanker Koérper ein-
gebracht wird, dessen Achse in die Richtung der Anstrémung
fallt, Diese Achse entspricht der Zeitrichtung. Das Integrations-
problem, d.h. hier die Bestimmung des Strémungsfeldes, ist
in diesem Fall weitaus komplizierter als bei der Ausstrahlungs-
aufgabe, denn es erfordert die Festlegung der Singularitéten so,
dal} die Losung auf der Oberfliche des Korpers, also einer zeit-
artigen Fliche, gewisse Bedingungen erfiillt. Bei dieser Inter-
pretation wird eine Erweiterung des Begriffs der Ausstrahlungs-
16sung nahegelegt: Man wird sich nicht auf die Betrachtung von
drehsymmetrischen Koérpern beschrinken, zu denendie herkémm-
lichen Ausstrahlungslésungen gehéren, sondern auch Korper
mit nicht kreisférmigem Querschnitt zu behandeln suchen. Durch
Einfithrung von Polarkoordinaten und Fourierentwicklung ge-
langt man nach Variablenseparation zu einer einparametrigen
Schar von Lésungen, die fir den vorliegenden Zweck geeignet
sind, da sie im AuBeren des vom Ursprung ausgehenden charak-
teristischen Halbkegels verschwinden. Diese Losungen sind wohl
erstmals bei Ward angegeben (vgl. [8], S. 192 f.) und wurden
vom Verfasser eingehender untersucht (vgl. [6], [7]). Der erste
Term der Fourier-Reihe liefert die herkémmliche Ausstrah-
lungslésung. Die weiteren Termine konnen ebenfalls als Ausstrah-
lungslésungen gedeutet werden, wobei der Zusammenhang zwi-
schen der betreffenden Lésung und der dazugehdrigen Ausstrah-
lungsintensitit allerdings komplizierter wird (vgl. [7]).

Die vorliegende Arbeit enthilt die entsprechenden Ergebnisse
fiir den Fall einer beliebigen endlichen Anzahl von Raumdimen-
sionen. Nach Transformation der Wellengleichung auf Polar-



Verallgemeinerte Ausstrahlungslgsungen der Wellengleichung 389

koordinaten und Abspaltung der Winkelvariablen in § 1 wird in
§ 2 die grundlegende Identitit (15) fiir Integrale vom Faltungs-
typus des radial-zeitlichen Anteils der Wellengleichung hergelei-
tet. Diese Identitit zerlegt das Ergebnis der Anwendung des
radial-zeitlichen Operators auf eine Funktion vom Faltungs-
typus in zwei Summanden, nimlich in ein Integral iiber einen
gewdhnlichen Differentialausdruck, angewandt auf den Kern der
Faltung, und einen integralfreien Anteil, der ebenfalls von diesem
Kern abhidngt und in dem die zugehérige Ausstrahlungsinten-
sitiit auftritt. Wird der Faltungskern so gewdhlt, daf er den ge-
wohnlichen Differentialausdruck annulliert, so erhilt man eine
Lésung der in § 1 formulierten homogenen Aufgabe, falls awuch
der integralfreie Ausdruck verschwindet. Annulliert der Fal-
tungskern den gewdhnlichen Differentialausdruck, okne daff der
integralfreie Ausdruck verschwindet, so gewinnt man Losungen
einer nliomogenen Aufgabe. In § 3 wird zundchst gezeigt, daf
bei gerader Raumdimension der erwdhnte gewohnliche Differen-
tialausdruck ein hypergeometrischer Differentialausdruck ist, der
in einer t-Ebene betrachtet wird. Weiter wird bewiesen, daB die
bei T = 1 beschrinkte Lésung aus dem fiir diese Stelle gebildeten
Fundamentalsystem sich fiir zuldssige Separationsparameter
(vgl. § 1), die stets in abzdhlbarer Menge vorhanden sind, auf
Gegenbauersche Polynome (im Fall # =2 auf Tscheby-
scheffsche Polynome) reduziert. Das hat zur Folge, daf3 die mit
diesen Polynomen bis auf einen Faktor als Kernen gebildeten
Faltungen fiir jedes (¢, 7) mit 1 < -; < co Lésungen der /fomzo-
genen, separierten Wellengleichung sind (Satz 1). Im Fall nicht
zuldssiger Separationsparameter, deren Méachtigkeit stets der
des Kontinuums gleich ist, existieren die Integrale der homoge-
nen, separierten Wellengleichung i. a. nur in jeder beschrink-
ten Teilmenge des von den koaxialen Halbkegeln #= » und
t = 37(¢>> o) begrenzten Gebiets (Satz1a). Aus den fiir zuldssige
Separationsparameter gebildeten Lésungen konnen in einfacher
Weise die entsprechenden Ausstrahlungsintensititen bestimmt
werden (Satz 2). Die zweite Losung des fiir die Stelle 7 =1
gebildeten Fundamentalsystems fiihrt bei beliebigem Separations-
parameter zu einem Faltungsintegral, welches ein gewisses
tnhomogenes Problem fiir die Ausgangsdifferentialgleichung 16st

.
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390 Dietrich Suschowk

(Satz 3.) Da die dabei auftretende Inhomogeneitit im wesent-
lichen die zugehorige Ausstrahlungsintensitit ist, kann man
dieses Ergebnis als Umkehrung des entsprechenden Faltungs-
integrals deuten (Satz 3). Alle diese Ergebnisse gelten flr eine
beliebige gerade Anzahl von Raumdimensionen. In § 4 werden
die Fille wngerader Raumdimension untersucht, wobei sich
wesentliche Unterschiede den entsprechenden Resultaten des § 3
gegeniiber zeigen. Der obenerwidhnte gewéhnliche Differential-
ausdruck wird hier zur Differentialgleichung der zugeordneten
Legendreschen Funktionen. Die Legendreschen Funktionen
1. Art sind auch hier fiir zuldssige Separationsparameter im
wesentlichen wieder die Gegenbauerschen Polynome, wodurch
in diesem Fall dem Satz 1 genau entsprechende Ergebnisse er-
halten werden (Satz 4). Die Umkehrung der Ausstrahlungs-
l6sungen, also die Bestimmung der zugehoérigen Ausstrahlungs-
intensititen, gelingt hier fiir belicbige Separationsparameter
(Satz 5).1 Der wesentliche Unterschied zwischen gerader und
ungerader Raumdimension zeigt sich bel degn Versuch, mit
den (bei 7 = 1 unbeschrinkten) Legendreschen Funktionen
2. Art, also den zweiten Ldsungen aus dem Fundamentalsystem
der gewohnlichen Differentialgleichung, durch den Faltungs-
prozeB Losungen des homogenen oder inhomogenen Problems
zu konstruieren, d. h. auch hier eine dem Satz 3 entsprechende
Aussage zu gewinnen. Dieser Versuch milBgliickt mit einer Aus-
nahme: # = 3, und zwar, da fir » = 7, 9, 11, . . . die Faltungen
nicht existieren, wihrend im Fall » = 5 zwar die Faltung ge-
bildet werden kann, der im Zusammenhang mit der grund-
legenden Identitit (135) genannte integralfreie Anteil jedoch nicht
endlich ist. So bleibt einzig der Fall des realen physikalischen
Raums ausgezeichnet, in dem dann auch ein dem Satz 3 ent-
sprechendes Resultat gewonnen wird.

1 Die Unterschiede zwischen den konstanten Faktoren in den Umkehrfor-
meln fiir gerade und ungerade Dimension kénnen durch Umnormierung der
Kerne beseitigt werden. Sie treten dann in den Formeln fiir die Ausstrah-
lungslésungen auf, weshalb auf die Umbenennung verzichitet wurde.
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§ 1. Herstellung der Ausgangsdifferentialgleichung und

Formulierung des Integrationsproblems

Fihrt man im Euklidschen £7: = {(x}, ..., x,)} (» > 2)
Polarkoordinaten gemif

X} = 7 COS % COS 0y . .. COS O, _5 COS O, _

X9 == 7 COS %y COS %y ... COS O, _,SIN 01,

Xy = 7 COS %y COS Oy ... SIN &, _,

x, = 7 sin o

(r>o00<a, <a(m=1,..,n—2),0<a,_ ;<27

ein, so ist

NS -

”n )
9 £
# = ]/ 2 %} und  «; = arctan ——Z
i=1

j=1,..., n—1) und

Y 7n—1 1 _
(1) 6 —0,— —— ,——rzB-— V
mit

n=1 n—
cos” " a, ... cosa
B: = (cos" *u cos « & 0, — 177" m-2 3
( 1 ”"2> ‘-é’ % cosPay ... costa;_ @ ?
)

! Zur Kennzeichnung von Ableitungen verwenden wir die folgende bequeme
Schreibweise: Ist f eine Funktion einer Veriinderlichen, so schreiben wir fiir
ihre Ableitung 9/. Hingt f von den Verinderlichen y; ab, so bezeichnen wir
die Ableitung von f nach y; mit 3J,1.f. Fiir die A-te Ableitung von f nach »;
benutzen wir das Symbol 8i,f. Das 4-te iterierte Integral einer Funktion einer
Verinderlichen schreiben wir in der Gestalt 8~ kf(/é =1,2,...).
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(B wird gelegentlich Beltramischer Operator genannt, wohl
wegen seiner Bezichung zu dem auf allgemeine Koordinaten um-
geschriebenen Laplace-Operator.) B hingt nur von Parametern
auf der Oberfliche der #m-dimensionalen Einheitskugel, nicht
aber von ¢ und » ab. Daher kann man nach Lésungen von

(2) VU=o
fragen, die sich in der Gestalt
(3) Ul r oy ...,

D= () Y (g ey 9y

”n =

schreiben lassen, wo 2z und Y nur von den angegebenen Variablen
abhingen. Setzt man (3) in (2) ein, so ergibt sich die Bedingung

(4) Y(af—af— ”:— 8,) u—%uBY = o0

oder
w2 (0 —0)—(n—1)7r0Ju = Y- 1BY = —4

mit konstantem 4. (4) zerfillt also in die beiden Differential-
gleichungen

5) (-2 -t 4 fu=0

>

(6) BY 4+ kY =o.

Fordert man gewisse Regularititseigenschaften von den Ldsun-
gen von (6) auf der Oberfliche der #-dimensionalen Einheits-
kugel, so werden dadurch bekanntlich die fir £ zuldssigen Werte
eingeschrinkt, und zwar existieren genau fur &= /(/+ n—2)
(Il =o0, 1, 2, ...) Losungen von (6), die auf der Oberfliche der
n-dimensionalen Einheitskugel zweite stetige Ableitungen be-
sitzen. Die so festgelegten Werte £ wollen wir ,,zuldssige Separa-
tionsparameter’’ nennen, denn auf diese Werte hat man sich zu
beschrinken, wenn man eine beliebige mit den durch (1) ge-
forderten Differentiierbarkeitseigenschaften ausgestattete Losung
in der Gestalt

.
U,y ryoy, ooy o,_y) = % 2w, (8, 7) V(o oy, ooy o, _q)
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darzustellen wiinscht. Da wir hier (im Gegensatz zu [6]) an dem
Entwicklungsproblem nicht interessiert sind, werden wir £ jedoch
nicht von vornherein auf die zuldssigen Separationsparameter
beschrinken.

Unserer Absicht entsprechend, suchen wir Losungen von (2,
die neben (3) die weitere Eigenschaft haben, auf dem charak-
teristischen Halbkegel

) 22— Dlxt =0, t>o0

von (1) zu verschwinden, ohne identisch Null zu sein. Da (7) auch
charakteristische Mannigfaltigkeit von (35) ist — {iberhaupt stim-
men ja die charakteristischen Mannigfaltigkeiten von (5) und (7)
tberein —, so geniigt es, Losungen von (5) zu konstruieren, die
in den Punkten von (7) verschwinden.

§ 2. Zuriickfithrung von (5) auf eine gewdhnliche

Differentialgleichung
Sind f und g Funktionen aus L(—o0, -+ o0), so ist
+ o0
f*g = ff(t—r;g(f) dt

ebenfalls aus L (—o0, -+ o0). Wir bilden mit Funktionen 4 und f
aus L(—oo, +0) und

, 0 <0
e(t) =
) 1 t>o0
den Ausdruck
t—7)
(8) u(t, r): = ir—L-A ( )* e(t) f(),

der nach einer Substitution der Integrationsverinderlichen in die
Gestalt

tfy
(9) w(t,r) = [A@ft—7r dz

1
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gebracht werden kann, in der wir fortan f als beschrinkt voraus-
sezzerr wollen. Hat man an # Differentiationen auszufiihren — wo-
zu natiirlich weitere Voraussetzungen iiber A4 bzw. f gemacht
werden miissen —, so liegt der Vorteil der Darstellung (9) gegen-
tber (8) auf der Hand: Die Ableitungen von # lassen sich durch
lineare Transformation aus den Ableitungen von f allein ge-
winnen.

Setzt man voraus, dall 9.4 existiert und 0%/ in L(—o00, 4-c0)
liegt, so erhilt man

I(r 1 z
o= [A@f (t—rr)dr+7A(7)f(o),
t/,
o' = —J rA(r\f’(t—rr)dr——A( ) 70,

2 = jZYA @) f" (t—17) dT + gA(é)f'@ . A'( )f(o;,

t/r
Bu=[RA@S (= dr+ 5 A7) (¢'©) + 2/()

1

+ 5 4" (£) Fo).

Wenn man diese Ausdriicke in (5) einsetzt, so gelangt man unter
Beachtung von

rof(t—tr)=— 0, f(t—r7)
nach leichter Rechnung zu

72(02—-83 e )

1/,
(10) = | ATy {(1—%) 02— (n—1) 10, + £} f(t—77) dv

(1= ()0 24— (1)) 2o s -tr-3) L) |4
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Vermoge dieser Beziehung wird das Ergebnis der Anwendung
des particllen Differentialausdrucks V' durch ein Integral {ber
den gewdhnlichen Differentialausdruck

(11) (11— 02— (n—1)70+ £

dargestellt. (Natirlich ist [10] eine Konsequenz der speziellen
Annahme [8]). Mit Hilfe der Lagrangeschen Identitit kann
die rechte Seite von (10) umgeformt werden. Dazu wollen wir
zundchst den nicht selbstadjungierten Operator (11) in einen
selbstadjungierten {iberfiihren. Zu diesem Zweck setzen wir mit
noch zu bestimmenden Funktionen g und %

h(@) [(1—7%) & — (n—1) 8] f(z) = 2(g(®) f(®))

und finden mit

i =3 n—1
A(t) = (x*—1)" 2 und g(1) = —(2—1) 2
n-3

n—1
2—1) 2 [1—®) P —(n—1)10] = —0 [(12—1)T 8].

Fithrt man eine neue Funktion 2 gemif}
n—3
A@ = (—1) T B(y)
ein, so geht (10) wegen

(1—72) f(0) 84 () — [(1-12) 2, f(0) — (n—3) Tf(0)] 4 (%)
= @—)T (B(T) o, f(0) —f(0) 9B(x))

iber in

,z(g;z_.a;’ 228, + )
i -1 #-3

(12) = — | B@|o, @—1)F o, (1) T k|fr—rr)dr
.1 . __

HE T (86 o s0—@25 ()
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Die Lagrangesche Identitit liefert mit

p -8

=1 n =3
L(0): = 0, (v2—1) % 9, —(12—1) 2 £

t/r ’/r
fB(r)L(@,)f(;-w) dr = ff(t—rr)L(a,)B(r) dr

0 G T (B oo —r@a8()
—lrigr} l(rzul)% (B(r) 0, f(t—r) — f(t—17) 0B (r))’

Wir setzen zur Vereinfachung der Schreibweise

1

(14) 60t r;1) = ('52—1)";
und

(B(x) 0.f(t—7r) — ft—7r) 2 B(2)

alt,r) = 11113} o, 7y 1),

falls dieser Grenzwert existiert. Durch Einsetzen von (13) in (12)
erhilt man die fiir alles Weitere grundlegende Beziehung
» (a;-’ S dg

y
7 r2) u
(135) ¢,

= —[ fle—r) L) B@ dT + alt, 7).

Gelingt es nun, fiir B solche Losungen der Differentialgleichung

(16) L(3) B(r) = o
n=3 !
zu finden, fiir welche (z2—1) 2 B(r) {iber [1,%] integrabel ist

und a (¢, ) durchweg verschwindet, so erhilt man in

t/" n—1

(17) w(t,r) = [(-52»—1)—‘-’_ B(r) f(t—rr) dr
1

eine Losung der Gleichung (35), die auf der charakteristischen
Mannigfaltigkeit (7) von (5) {iberall den Wert Null annimmt. Be-
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merken wir noch, daf3 fiir das identische Verschwinden von
a(t, r) die Beschrinktheit von B und 9 B in einer rechtsseitigen
Umgebung von 7 = 1 hinreicht.

§ 3. Konstruktion der Losungen fiir gerade

Raumdimensionen

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die beiden folgenden
Aussagen beweisen:

Satz1l: Istm>ogeradeund d=/(/+n—2)(/=0,1,2,...),
also ein zuldssiger Separationsparameter, so ist das mit f
(2*f € L(—o0, +00)) gebildete Integral

t/" n—~3

et 7] — J (12—1)—2—l F(n—l—l——z, —!,
1

7n—1

2

AT fe— ) a

eine (durch f, » und # eindeutig festgelegte) Losung
von (5), die fiir jedes endliche (1 <) ?/, existiert und auf (7,
verschwindet. Ist #» = 2, so ist die hypergeometrische
Funktion im Integranden gleich dem /-ten Tscheby-
scheffschen Polynom. Fir » >> 2 stimmt sie bis auf
einen nur von # und / abhingenden Faktor (der wegen
der Homogeneitit von (5) weggelassen werden kann)

n—~2
mit dem Gegenbauerschen Polynom Cz g lberein.

Satzla: Unter den gleichen Voraussetzungen iiber f und » wie
oben und der Annahme £ < —-(
ist das Integral

n—2

) ", sonst beliebig,

’/" n—3

Bt = [ (@—1)F F(oc, i ‘_’)qu—rr; dt,
}

in dem « und f die Wurzeln der Gleichung
0’*—(mn—2)p—~k =0

sind, eine (durch £, 7 und £ eindeutig festgelegte) Losung
von (5), die fiir jedes (1 <) — <3 existiert und auf (7)

verschwindet.
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Beweis: Wir ersparen uns in beiden Fillen die formal erforder-
liche explizite Verifikation der Tatsache, daf3 die angegebenen
Integrale Losungen von (5) sind, sondern gehen von (13) aus,
Es wird gezeigt, dall B so gewihlt werden kann, daB (16) erfillt
ist und (17) existiert. Da

n—=23

L(2,) B(r) = (x*—1) % [(1*—1) 02 + (n—1)7 0, —A| B(1)
ist, so hat B, soll (16) erfiillt sein, der Differentialgleichung

(18) (=1 y" 4+ (m—1)1y —ky = 0O (n > 2)
! +T—, die
¢ =1 in 7 = 1 Uberfithrt, {iber in die hypergeometrische Dif-
ferentialgleichung

(19) glo—1)z" + [(%—-I) U_,”.}‘.] 7 —kz = o,

zu geniigen. (16) geht vermoge der Substitution ¢ =

2

die im Endlichen die singulidren Stellen ¢ = 0 und ¢ == 1 be-
sitzt. Die allgemeine hypergeometrische Differentialgleichung

o(c—1)z" + [(14+a+pf)o—y|z +afz = o
hat - in Gestalt des Riemannschen Symbols geschrieben — das
allgemeine Integral
o 1 co

P o 0 « o
i—y y—a—f f
Der Vergleich der Koeffizienten mit (19) liefert

n—1
_._2,_,

a+p=mn—2 of = —4&,
also
n—3
=y = =253, p—a—p = =233,
woraus man die Wurzeln der determinierenden Gleichung fiir die
im Endlichen gelegenen Singularititen von (19) zu
G _ _ n—3 o: Stelle ¢ = o

) __ ;
20 oY) = o, = — , I =
(20) ! e 2 1: Stelle o

—_
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entnimmt. Flir ¢ == oo ergeben sich die Wurzeln

« =324 2V o 1 48

2

(21)

B =272 Y 2yt 4k,

2 2

Ist £ ein zuldssiger Separationsparameter, so ist
(n—2P + 4k = (n—2)* + 4/ ({+n—2) = (n+2 ({—1));

« und f sind in diesen Fillen also stets ganz. Vor allem inter-
essiert uns das Verhalten der Lésungen von (18) an der Stelle
7(=0) =1, da v=1 Endpunkt des Integrationsintervalls in (17)
ist. Die Antwort auf diese Frage kénnen wir (20) entnehmen, da
die Wurzeln der determinierenden Gleichung fiir eine singulire
Stelle bei einer linearen Transformation dieser Stelle erhalten
bleiben. Da im vorliegenden Fall

1
9(1)

1 7n—3
J— 0(2) el —2
nicht ganz ist, so liefert die allgemeine Theorie der hypergeo-
metrischen Differentialgleichung sofort ein Fundamentalsystem
von (18) an der Stelle 7 = 1 der Gestalt

n—3

Bi(1) = p(1—=m), By(r) = (1—7) % ¢(1—7)

mit bei T = 1 holomorphen Potenzreihen p» und ¢, die beide
mindestens den Konvergenzradius 2 besitzen (denn die Reihen
fir » und ¢ konvergieren mindestens bis zur T = 1 nichstge-
legenen singuldren Stelle von (18), und das ist T=—1). Die
expliziten Ausdriicke fir B; (7 = 1, 2) lauten

2 )

By(x) = Fu p,

n—1 1——1)

(22
\ > n—3

By = (3 F (AT —p At T, T

wo /7 die hypergeometrische Funktion ist und o, § die Wurzeln
der Gleichung ¢*—(#2—2)p —# = o bezeichnen. B, scheidet
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zunichst aus unseren Betrachtungen aus, da es fiir T > 1 nicht
reell ist. Ist £ ein zuldssiger Separationsparameter, so folgt
aus (21)
o=[/+n—2, f=—1.
1—7T

F(a, B, 71j1, . ) ist bei festem 7 in der Tat durch # ein-

deutig festgelegt, denn aus
(k=)I(l+n—2)=1'{l"4+n—2) (Gl =051, 2,0z )

folgt —/'=/+n—2. Daher werden bei Ersetzung von / durch
I'" == [ nur « und B vertauscht; die hypergeometrische Funktion
ist aber in ihren ersten beiden Parametern symmetrisch. Weiter
ist im vorliegenden Fall fur » = 2

By (v) = F(Z,——Z, L ‘:’) = 7,(7)

das /-te Tschebyscheffsche Polynom (vgl. [1] Bd. 2, S. 186)
und fir » > 2 g

7 —1 1—1)

2 2

By(¥) = F(n+z—z, —

- g b SV 9,
- et . ”n PR g
Urn—3! & ji(F—2) j+n—3)1{—!

2

_ Nm—3t 2t
T+ n—3)! CIZ OF

n—2
wobei €2 ein Gegenbauersches Polynom ist (vgl. [1] Bd. 1,
S.173; 4], S. 281 f.). Da B, fiir zulidssige Separationsparameter
ein Polynom ist, so folgt sofort die Existenz der mit B = B,

gebildeten Integrale (17) (auch im Fall # = 2) und deren Ver-
schwinden fir %l 1. Weiter ist a(¢,7) = o, denn B, und 95,

sind bei T = 1 endlich. Der Beweis von Satz 1 ist damit geliefert.

Um den Beweis flir Satz 1a abzuschliefien, gentligt es, daran zu
: . n—1 1—1
erinnern, dal der Konvergenzradius von F(oc, ==

2

mindestens gleich 2 ist.
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Wir zeigen nun, wie man die Integrale (17) im Fall zuldssiger
Parameter umkehren, d.h. die Intensititen der zugehdrigen
,,Strahlungsquellen'‘ bestimmen kann:

Satz 2: Es set # >> o gerade, £ cin zuldssiger Separationsparame-
ter und, falls » = 2 ist, /== 0. Ist dann «;,, der Koeffi-

zient der j-ten Potenz in dem nach wachsenden Potenzen
von T geordneten Polynom # (n-}—l—z, —1, nji, 1—1) ,

so gilt fur # > o

- Y am+i-27y Tefm=2
Ft) = R T [lrlvn(} r u, (¢, 7’)].

Ist # = 2 und / = 0, so hat man fir z > o
flt) = — lirll(l) 7o, uy(t, 7).

Beweis: Es ist » >> o gerade und, falls » = 2 ist, / == 0. Unter
Beachtung der Gleichheit der rechten Seiten von (8) und (9)
erhalten wir mit

/
F(7Z+Z—2, —/ 7’?1’ ljr) = 2 @it Tj’ (dl,d:%:0>
2 2 ~,
t/’ n-3
w, (2,7) = I (12—1)7}7(”—{—1—2 =i, et I—T)f(t—‘U’)d
k A\ 0 s » T, TS T
1

n—3 4

2 2 N o Z\7
= =)t (A=) T D H e 70

j=0
= e(t—r)r T (2—y?) 2 (zjn,r["f v xe(d)f().
;=0
In
s
d4n—2 N N (42 .2\1-73 N7 RES N /
7 w, (6, 7) = e@—r)(B—r?) 2 D a;,,7 v x e(t) f(5)

7=0
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kann der Grenziibergang rlo vorgenommen werden. Dabei
ergibt sich

liimO PR, (7)) = ay,, (O T % (8 £
r

¢
= alnlf (t—r>n+l—3f<t) dv
0
= (7L+l_3>' @yt a_("_‘-[—z)f(t)!

woraus die erste Behauptung aus Satz 2 folgt. Die zweite Be-
hauptung, betreffend den Fall # = 2, / = o, ist in der Note [7]
bewiesen.

Wir greifen nun den oben zurlickgestellten Fall B = 5, (aus
(22)) wieder auf: Da B, (16) erfiillt, so geniigt auch die rec/le
Funktion

-3
1

B B,(7) = (’; )—5” F(

=1 77~14 n—5 1—
it P T _
2 ﬁ’ 2 % 2 2

der Gleichung (16). Wegen

@—1)f (=) T = (r41)

existiert ferner das mit B = eTmBz gebildete Integral (17)
fir jedes # und » > o mit (1 <\—t < 3. Dieses Integral geniigt
jedoch nicht der Gleichung (3), lost aber eine andere Aufgabe.

Dariuber beweisen wir den

Satz 3: Unter den Voraussetzungen des Satzes 1a (also nicht
nur fir zuldssige Separationsparameter) existiert das
reelle Integral

n—-3 t/’

v, (4, 7)=¢ 2 f(r“—l) By(7) f(t—77) d

t/ r ”n =

f(1+r) : F(.” B, g, 8, )f(t—rr dr

(mindestens) fir (1 <) 71 <3, wobel o 4+ f# = n-—2und

ofi = — £ ist, und gestattet dort die Umkehrung

F—p) = 2 ”[ 2(02—0%) — (n—1) 70,4 ] v, (4, ).
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Anders ausgedriickt: v, ist in (1 == = 3 Losung der
Gleichung

(a?—af— ”: - 0,4 —f,_;)v(t, 7) = 2" (n—3) r 2 f(t—7).

Ferner gilt hm v, (¢, ) =o0.
e ¢ 1
Beweis: Die Existenz des mit beschrinktem, integrablem f ge-
bildeten z, fur (1 <)i<3 wurde bereits oben gezeigt. Dal}
llm v, (¢, 7) vorhanden und gleich Null ist, folgt aus der Be-
schrankthelt des in v, auftretenden Integranden bei 7 = 1. Es

bleibt die Aussage tiber die Umkehrung zu beweisen. Dazu
gehen wir von (13) aus. Da

n—3 n—-'? ;
L(@)e z Bo (t) = e " L(D,)B(T) = 0
ist, lautet diese Bezichung

~2 ~2 7% —A ~ Y B R o
(c, e e +7) v, r)=r"°a(tr),

falls der rechts stehende Grenzwert existiert. Das ist der Fall, wie
n—3 .
hd

wir jetzt zeigen. Aus (14) und (22) erhdlt man mit B=1¢ 2 B,
nach elementarer Rechnung

n— x—l

btri7) =2 F (1410) T |(G—1) F3, f(t—77)
+ (”‘* —(v=1) 8,F) f(t—7)],
wobei /& zur Abklrzung fir F(:—-ﬁ 1y _‘",,—- T)

geschrieben wurde. Da die Relhcnentwml\luncen fir # und 0, 7
an der Stelle 7=1 von der Gestalt

F =14 a;(1—7) 4+ Glieder mit héheren Potenzen von (1—7)
bzw,

0,/ = —a, + Glieder mit héheren Potenzen von (1 —1) sind, so
findet man (f und 9, f sind nach Voraussetzung beschrankt)

@ltr) — llmb(t 7; 1) = 2" 73 (n—13) f(t—7).

28 Miinchen Ak. Sb. 1959
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Daraus ist die Richtigkeit der noch zu beweisenden Behauptung
aus Satz 3 abzulesen.

In dem Spezialfall # = 2 wird, wie erwihnt, (16) zur Tscheby-
scheffschen Differentialgleichung mit dem Fundamentalsystem

(B =) T, == | + Vo) 4 (r=Ve—1)']

By =) = () Flere 20 25,

Die Polynome 7 liefern speziell mit / = o fiir das Integral (17)
die bekannte Ausstrahlungslésung

S(x)

f(z' ‘tr)
7t J‘ 1/(1—1:)2—72

uy(2, 7) = I Vs

—7\1
Fir B, ergeben sich bis auf den Faktor (1——,,——1) Tscheby-

scheffsche Funktionen zweiter Art mit halbzahligem Index.

§ 4. Konstruktion der Losungen fiir ungerade
Raumdimensionen

)__71

Ist (vgl. (20)) o’ — pf! 2Z3 ganz, so existiert z. B. fiir

n = 3 sicher kein logarithmenfreies Fundamentalsystem von
(16) an der Stelle 7 = 1. Es ist daher bequemer, (16) als Spe-
zialfall der Gleichung

=10y +2(m+ 1)1y~ +m 4 1) p—my=o0

(23)
(m =o0,1,2,...;v beliebig)

zu betrachten, die mit

77;:71:3 und v=—~;—j:%1/(n——1)(n~3)-{—4,é+1

in (16) lbergeht. Im Fall zulissiger Separationsparameter ist
wieder

m—1)n—3+4cd+1=>mn+2(/—1))
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und damit v stets ganz. Fir 7 >> 1 besitzt (23) die linear unab-
hingigen Lésungen (vgl. [3], S. 461)

=~ 3

B =0¢ 2@ ="t [(r+V 1 cosa) " da
]

o0
n—3

Bo(m) =072 O, (m) =" J (v -+ V2—1 cosha)” ™" du
0
(r>—1).

P, bzw. Q, sind die bekannten Legendreschen Funktionen
erster bzw. zweiter Art. (Man beachte, daB sich trotz der Mehr-
deutigkeit von » nur zwei Lésungen ergeben, da P, = P_, _, ist
und bei @, die Einschrinkung » > — 1 in Kraft tritt.) Nun ist
(vgl. [1] Bd. 1, S. 148; [4] S. 131, 136)

o"P,(7) = (1*—1) 2 Pr(7r)

und
Q) = (F—1) 2 Or(v),
wo
‘/24) 7 4
Pr(T) = '?;t:—a) [‘ T-}—]/TZ——I cosa )’ cos mada
bzw.
ey
Q”’(T) = (—n)" L (m :_t :“1) J‘ 7—} 12—1 cosha) cosh madu

r>—1)
die zugeordneten Legendreschen Funktionen erster bzw. zwei-
ter Art sind (fir 2} vgl. [4], S. 161, fir Q) vgl. [2], S. 259). Wir
beweisen nun

Satz 4: Ist 2 > 1 ungerade und — & < % ((n—1) (n—13)+1),
also nicht notwendig ein zuldssiger Separationspara-
meter, so ist das mit f(0*f & L(— oo, + 00) gebildete
Integral

1/’ n—3 3

wy (2, 7) _J P2 (0f@¢—1r)dr

28*
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eine (durch £, # und £ eindeutig festgelegte) Lésung von
(5), die fur jedes endliche (1 <) ;existiert und auf (7)
verschwindet. Ist 4 ein zulidssiger Sepjlizil;tionsparameter,
+ 7. Keines der 2,2 in der obigen

Darstellung fiir #, verschwindet daher identisch.

n—3

so ist ¥y =

2

Beweis: Zunichst ist )" durch £ wegen P = P”,_, eindeutig

v

festgelegt, und fiir zuldssige Separationsparameter hat man

7 —

= — -+ V=) (n—3) + 4k + 1 =" 1

2
n=8
Fiir den Kern (2 —1) 2 B(7) von (17) ergibt sich im vorliegen-
den Fall
i i A Ik )
(26) (x2—1) 2 B@r)=(—1)2 02 Pry=2P,2% (7).
n-=3

Aus (24) ist unmittelbar abzulesen, da3 2, 2 fiir jedes endliche ©
beschrinkt und iiber jedes Kompaktum aus [1, o[ integrabel ist.

n=3
Da ferner 9P, 2 fiir 1 <t < 0o beschrinkt bleibt, so ist auch
a(t, ») = o. Also liefert (17) mit (26) fiir jedes beliebige f mit
0*f & L(— oo, 4 o0) eine Lésung von (5), die auf (7) ver-
schwindet. Endlich ist nach der auf (23) folgenden Bemerkung

Y = ”—:—3 -+ /. Der Beweis ist damit beendet.

Bemerken wir noch, daBl wir auf Grund dieses Ergebnisses nach
Beachtung des Zusammenhanges von (8) und (9) die soeben ge-
fundene Ausstrahlungslésung in der Gestalt

wt,r) = 2D P (Y a e 1)

7

schreiben koénnen. Um z. B. hieraus durch Spezialisierung die

im Fall » = 3 wohlbekannte Ausstrahlungslésung ﬂfﬁ

winnen, nehme man » = o und wéhle f als Ableitung dg. Wegen
P = 1 erhilt man
!l I Jia
1
ff(t—rr)a’r = f 0g (t —1r)dt = —-;f 0, g(t—1¥)dv
1 1 ! 1

zu ge-

=2 (¢t—7)—£(9),
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ein Ausdruck, der Uberdies fur # = » verschwindet, wie es nach
der allgemeinen Herleitung sein muB.

Wie im Fall gerader Dimensionen 148t sich auch hier die zur
Lésung », gehorige Ausstrahlungsintensitit f aus 7, bestimmen.

Satz 5: Ist # > 1 ungerade und £ ecin zuldssiger Separations-
parameter, ferner a,,, wieder der Koeffizient der j-ten
Potenz in dem nach Potenzen von 7 geordneten Polynom

F(ﬂ—i—l-—Z,%/, ﬂ:l, 1:1):

so gilt fur # > o

»n—3

St = ol v L 54 [ty T

((” + 1_3)';2 Qlnl

Ist —4 < % ((n —1) (n — 3) + 1), sonst beliebig, je-
doch so beschaffen, dal3

v = ~%—i—%1’f(n—1) (n—3)+4k+1

nicht ganz ist, so gilt fiir das ,,(v 4~ 1)te iterierte Integral‘

o — - " ]
} 751@ ml' Y lim e N (%
2 F() + ) 740

B

e t"*e(t) f(f) =

Beweis: Betrachten wir zunichst den Fall zulissiger Separa-

tionsparameter. Dann ist » = “=3 + / und wegen
n-3
2 N —
Pn—?) (T/ -
2 1
(n+7—3)! N bt —1 1=
= I gy F(n+1~z,—z, s )

2 2 (”_3)111
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(F ist also wiederum ein Gegenbauersches Polynom)
hat man wie beim Beweis von Satz 2

(2, 7) =
(nn+1—3)! *?’;_l R
= e(t—ryr 2 (t“—r~ 1 2/ 1”1( )*e(z‘)f(t)
2"2_ (71 )'Z‘ .
oder
n—1

rTJrluk (¢, 7) =

/

(n+7—3)! R S .

= T T )@= T a7 k()0
2_2—(72 3)11' ji=0

Damit wird

n—1 -3
R +7—-3)! hlws .
lim » 2 +1uk (4, 7) = - v £ ()t 2 +1*£(t)fj,

ry 0 n-J
(71 3)’/,
2

(nti=30 ’\_("_'2_1'+1)f(t),

DR — tn1 9
N 2 n— 3 171
2

woraus die erste Behauptung folgt.

W

Im Fall v>—~% nicht ganz, den wir wegen PV = P”

—v—1

weiterhin allein zu betrachten haben, ist (vgl. [1] Bd. 1, S. 164)

P Y — P 2 () ,
s 2, (@) = £5:(0 '*'1/;11@—7_;:%1_)'1

mit P, () = o(r) (z—c0).
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Dann ist

n—3
elt—vr)

wy (67) = S P (e 100)

_ 2= (]3(;) n Fr(ts) _(;)”)*e@f@

l/nf'(v———m—i—1)

"F(“L _)__ - * () f(D).

]/ rz]"{v -+ 1)

Satz 5 ist damit bewiesen.
Uber die Lésungen Q7 aus dem Fundamentalsystem (23) be-
weisen wir den

Satz 6: [Ist #» > 1 ungerade, so ist (im Gegensatz zu den Fillen
gerader Dimension) allein fiir n = 3 die zweite Losung
(25) des Fundamentalsystems von (23) so beschaffen,

dafl (17) fir jedes endliche (1 <) ; existiert, fir —:— b1
verschwindet und a(¢, ) endlich ist. Das Integral (17)

Y,
v, (¢, 7) = J Q, () f(t—rr)dt
1
[ =—+2Var+1)
ist in diesem Fall durch den nicht notwendig zuldssigen
Separationsparameter £ mit — £ ST:- und f eindeutig
festgelegt und gestattet fiir (1 <) —j— < oo die Umkehrung
Jt—7) = (@ — 0 —2rd, + Bog(t, 7).

Anders ausgedriickt: v, ist fiir 1 <— <700 Lésung der

Gleichung

(f R —2)0(;,7-)=—7-?f(z_r).
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Beweis: Die Q7 sind fiir 7} 1 nicht beschrankt. Wie zuvor ist
es erforderlich, erstens das Bestehen der Bedingung a(#, ») < oo
und zweitens die Existenz der mit

3

@—0F E® = 0,7 @

gebildeten Integrale (17) zu priifen. Beginnen wir mit der zuletzt
genannten Aufgabe. Bekanntlich kann QY == (, in einer rechts-
seitigen Umgebung von 7 = 1 in die Gestalt

T— 1

(27) Q,(®) = —— log “=* 4+ ,(7)

gebracht werden, wihrend fiir Q)" in einer solchen Umgebung

8 0r@ = =17 % g,, (0 (m =)
gilt, wobei p, und ¢,,, fir 7} 1 beschrinkt und von Null ver-
schieden sind (vgl. [1] Bd. 1, S. 163). Demnach ist Q" fur 7 > 1
(m ist ganz) nicht bis v = 1 integrierbar. In diesen Fillen kann
tiberdies durch keine Wahl von f mit f == o (fast iiberall) erzielt
werden, dall QJ(7)f(¢#— 1) bis T =1 integrierbar wird, da ¢
und 7 bis auf die Bedingung o < » < ¢ beliebig sind. Damit ist
zunichst gezeigt:

Falls # > 5 (also sz >> 1) ist, kann man aus Q," durch
den ProzeB (8) keine Loésung von (5) konstruieren, da
die entsprechenden Integrale nicht existieren. Die mit
Jf & L(—o00, 4 o0) gebildeten Integrale
¢,
o (¢, ) = j Or () f(t—r)dr (r>-—1)
1

existieren genau in den Fillen » = o, 1.

Da wir f als beschriankt vorausgesetzt hatten: |f| <C K, so ist
wegen (27)

t/r | 55 l/r “/r
]'wafU——r@drigigi'bgrjldr%AR:r]@(ﬂldr
1 ! 1

1

£y LIS W tfr
~ —( g 22— 2=t ke [ g ) 0

1
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Die rechte Seite dieser Ungleichung strebt fir ; | 1 gegen Null,
so daf3

29D — o fiir—: }1

gilt. o erfiillt demnach die auf (7) gestellte Bedingung. Auch
oV geniigt dieser Bedingung, wie man ebenso einfach feststellt,
doch scheidet 2" aus einem anderen Grunde aus unseren Betrach-
tungen aus, wie gleich gezeigt wird.

Wir gehen daran, die Bedingung

li?} 6(t,ry1) = alt,r)< oo

zu prifen. Mit
we3

B(r) = (FF—1) 2 0. = Q)

ergibt sich unter Benutzung der Rekursionsformel (vgl. [1] Bd. 1,
S. 161, Formel (10))

(DO (1) = (r—p+ 1) Oy (1) — (v + DT QP (1) :

n—1

0B = (-0 T |15 0 0T ()~ 4 n—2r0T <r>]

woraus man im Fall »n = 3 nach Anwendung der Rekursionsfor-
mel (vgl. [1] Bd. 1, S. 161, Formel (6))

QD — () =— (@ + @ (@ — e @)
0B(T) = v(r+ 1) (@—1)" 0 ()
(20) = 2EENIO wonTt ol

= (22— 1)t Q0 (v)

und im Fall » = ;5

0B(1) = (12— 1) [0, ()~ (v + )1 0(D)]
(@172 [ 0L, () — (4 270N D) — 70} (2)]
= @— )R @m— -1 0w

f






