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VI.

Annotat iones

theoriam atque historiam perturbationum coelestium
pertinentes

auct.re

Carolo Guiel. Andr. Pfaff,
Professore Noribergcnsi.

 -I. i) ^uper illustrissimus La Orange *), dum demonstratio .ج
nem analyticam pararet propositionis a lOsson propositae : sei- 
iicet aequationem saecularem axis maioris planetarum non existere, 
si ٣el ad terminos formae m'm' vcl m m' respiciatur, Tel ad se- 
enndam potentiam massarum (ut ajunt) - aequationes novas per- 
turbatrices proposuit, quae et forma et simplicitate sunt memora- 
biles.

Nexum

*) Memoires de !'Institut Totne IX.
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Nexum harum aequationum atque istarum, quae hactenus ah 

astronomis usitatae fuerunt, lioc §p]:to ostendere conaborj Opera, ut 
spero, non inutilis, cum et ad vnlgares istas. aequationes lux exinde 
aliqua redundet, simplicitati istarum proficua.

Demonstratio haec ex ipgiis elementis perturbationum petita, 
formam supponet aequationum, ،Juae et legibus quibusdam, quas per. 
turbationes reciprocae sequuntur, favere videtur, casusque qui in 
mutua corporum coelcstium relatione quoad situm planorum atque 
axium obtinere possent, simplici ratione complectitur.

i) Cum aequationes novae variationibus functionis cu^'usdam Ω, 
pendentibus a variatione clementorum, fscil. axis, eccentricitatis, по- 
di etc.و innitantur, natura atque mutationes hu؛u,s functionis ante 
omnia sunt explicandae.

Sumatur, (omisso ut in sequentibus factore qui a massa

dum δ mutuam planetarum perturbationibus af-

pendit)

 fectorum distantiam, Y radium xectorem planetae turbantis designet؛
obti^bitur ؛p, b, cp ؛دةجإًذاً؛ؤاًاً؛ا ؛ هت٠إق

m qrtitates relatae؛؛d Л i I I) d(P) p/, b', , ^edb -“Lr٥i| db ^d planetaHi turbantem.

;)d(i ؛ إ dfl I I

3) P quantitas ut ita dicam symmetrica est, a coordinatis 
fplanetarum mutuo agentium) in orbita pendens, coefficientibusque, 
qui observationibus determinantur. s int itaque X, у ·} х', y' coordi- 
natae rectangulares in plano planetae turbati, atque turbantis ل eri؟



ةل3
(P) == (A) xx'i (Б) yy' ؛ (C) zy' ر (В) y z'
(Λ) = ΎΕα·Λ-Ι2>Λ- 1 — 1 a:cos (у -4)
(Б) = + Fb ؛ ئ ؛  Md— Nc ъ : cos.(b'-b)COS٠9'COS.p + sm.p'sm.p
(6) : — Lc -{■Mb— Na —Fd c : sin .(b'—-b) cos.?
(D): r\-Ld—Ma ؛- Nbا Fc d = sin. (b' —b) cos.(?'
P١=cos.pcos.p'j L = s\n.p sin.ورم M==sin.pco3.p'j -۴ - ' .
Quantitas baec (?) oritur reducendo functionem

IX' + I I ' + ZZ' (in qua X, Y, z.. designent coordinatas orthogona
les ad piauum fixum) ad coordinatas x,y..
Coefficientes (А), (B), (C), (P) variis reductionibus, varias induere 
formas in aperto est.

4) Ex forma coefficientium 3) proposita confestim obtinetur' 

 ·XX' — (С) yy' + (Б) xy' — (A) yx (D) = لا

simulque proclivis est obserxatioj planum fixum, cum arbitrarium sit 
in dispositione generali, transire posse per punctum intersectionis orbi- 
tarur^ hinc et b' = b sumitur, et C:d: 0 exanescit. Itaque si ea 
sit mutua planetarum constitutio, quoad situm axium, ut p = p'= ٠ 
stimi possit, aequatio formam hanc simplicem obtinebit

٠ . ·'COS. (p'—p) xy· — yx : لا ,

5) Aequationes, quibusa, &, e,ق determinantur, has suppeditant

da ai)
{[<?:: °ъ dp:~~ sin. 9 cos. (b' — b) cos. cp' + sin. 9' Cos. 9} 

de d.d
' 1^:0.dp i ( ) 9) dp

d(P)

Ex his conflatur aequatio
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db ًا db dc: XX'
sin.p ًا

ί+dp sin.p'4 dp
COS.p'^

: X χ/ ' d9 M ب
άφ ,

' ًا а ة de d دأ dc
yy' C0S.P ًا COS.pZ- d?

sin. P' } yyi d? do
٠ de db dcxy' sin.p '

{ db
cos.p'- d<p sin.p'إ xy' \ΜΙφ ' dp

de db dc)yx' cos.p .
ًا  db

sin,p' + dp cos.p'إ yx' .
Ν}ً%ا

d?
—1~ F

dp

Observare licet (пго 4), surai posse in disquisitione generali
de аъ

 Ρ obtinetur=sin.(p'_p)$ hinc si ea؛hinc et Ιψ evanescit} ~Γ ئهت'لل

sit mut^aylanetarum constitutio ut sumi possit ρ:ρ/=ο·} aequatio
aderit د:ؤل : sin· (<?'— ©) y y'.

6) Denique adsunt aequationes ex 3)

|cos.(b4)cos.p — ==حق n.(i)'—b)cos.©'cos.pj؛s = r٥،<(b-—'<؛) .sio تئهق

dd ' ' ' - ' -
cü = — cos. (b'—b) COS.53Z

Es quibus sponte fluunt sequentes inter a, b, c, d, atque illarum va- 
riationeSj

db da dc
CCS·?—db = °; C cos٠۶ - ІЪ - di', sin.p

dc dd db
cos. p 0 : ب ءه0ق٠خقبلة: dp '.sin.p.

Ex bis aequationibus. differentiando aequationes
quantitatis (P) determinatur, eruitur sequens, juncta aequatione 
nro. 4)

cos.
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 .٠٥٠۶٠' dp ب)اتلهف ء \d cos.(p — |قه j ■3r yy{— L jccos؛.5 — ؤ:ج

С08.? + Ц&М٥) ١+٤COS.J»+~j|٠M

٠ل١٢}ة cos.تئ + |خق

.F fc cos '
di>>

■Zvjacos.£> +

i?٤dc٠s.٠-~}

أى

da]
'di{

acos.

c cos.۶ ب اخقة'٤أ١

F i hcos.(ß+!\ + yx'
٠۶؛

ء , إ l\

db)dcos.p — اخق
” ٠

-؛»

، اً
-ecos.p+1} ذ١٢ز ٤ ،.

- '

xyi ب

scilicet,

٠اه٠م. db —+χχ}' ل٦_ج.لاذة|جى]بمهل εΐη.φχχ/οοΒ.ρ \+Ѣ 8أىبام.خ008إ'م.

 دب7قبج.للاقإئيء+ئل-إ،1٠الإم.لآلق'للج.00ام.„اقل،ب،م.ق

 ب }'وتح -لآ٠ئلآ؛ ب sin.Fy'cos.p ~؛+إ٠ذ08'م.—ام.للأؤ

cos.p'l·~—{ام-لللؤل sm.py.r'sm.p + جقئ( للأق٠ج}—{وب خجءلل*/

Exquaaequatione apparet, coefficientes histerminisjnnctos eosdem plane 

occurruntj mutatis signis termini “ق esse quam eos qui in acquatione
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sccundi ac quartij atque loco sin.p posito cos.p et ٢ice versag 
additoque factore sin. ۶٠

7) Quibus Jam paratis ad aequationes ipsas transeamus. 

Aequatio nova pro parametro quam per ج designamus, quam affert 
La Grange) haec est

2 fg : ذراًذ itaque secundum ca quae hactenus tradita sunt

I. ع— دوا —إي==  [д)хх'—{С)уу‘і-{В)ху'п-(Л)ух\ 

Aequatio hactenus usitata haec erat

٠ة=-ة  Н-2у[Щ

— -ذاأ— ίرأ:ل:-'');:;ل'(.{اي،+':;!;;ا:'4-ا)٠ئ'اد( ;:ا :1!;:

Reductionibus adhibitiSp, oritur

4 أليلأئ ةلأ — хс£ш\ {х(В)Г+х(В)х' — у(А)х' — ЛС)г} ؤ

scilicet
=- ق١ل;هم — إي )]٠ ) XX' — (C) yy/ + (В) xy' — 00yx) ·, quae

est aequatio nova, cujus demonstrationemquaesivimus, identica prae- 
cedenti novae.

8)



8) Aequatio nova, variationcs parametri determinans haec est.. 
ab dsi

٥٠ ٣....سئهخ٠د٠ةج

ιΛάΡ
ا-ا ي7لج  um. 2)-

desi"-p-i^sin.p' +
d? COS.

fdbCOS^idpCOS.pZ-
d? sin.

. саъ de— eos.pz(^؛ sin.p
d? sin.

{ a.T)
cos-P[dpSm.p'i٠ d?'cos..

Aequatio vulgaris, тагііз sub formis proposita, si deducatur ex 
aequationibus in Mecanica coelesti *) pro tribus quantitatibus de, 
de', de'/ prolatis, ita se habet

-١g sin.?. ر؛=بؤ3ا- -g) ۶s ؛٠ .p + yc٠s.p)

{?sin.b sin.? — i7 cos.b sin.? + Z' cos ال}

 -actor hanc aequationetn intrans', pendens a coordinatis orthogona؟
libus (ad pianum fixum relatis) planetae turbantis J', Y' Z'. re- 
ductione ad coordinatas in Oibita facta, methodo usitata prodibit 

"fsin.b sin.? ؛ ؟ cos.b'cos.p' — sin.b' sin.p' cos.?؛ X*

- {cos.b' sin.p' + sin.b' cos.p' cos.? ؛ ا أ
~cos.

Libro II. Cap. VIII. 4 ن ه.ق٠
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-cos.bsin.pi{sin٠b'cos.p' + cos.b'sin.p'cos.p'}a='

— {s؛n٠b/sin٠p'—-cos.b'cos.p'cos.p'} (ال 

(cos. p' sin. p/ y ؛ 'sin.p' sin.p' x؛cos٠9 ب

ex quibus formulis factor iste tandem obtinetur 
. x' cos.p'sin. (b'—b) sin.p
— X' sin. p/ 008ًا . (b'—b) cos.p'sin.p_sin.p'cos.p؛

sin.p(b_'٥) .y' sin. p' sin؛
— y' cos. p' {cos. (b'—b) cos.p'sin.p — sin.p' cos.pf

de ab
cujus coefficientes congruunt cum ٠هق  et لق٠ت  иго. 5).

Esinde prodit aequatio .

ا:دعث:Ι+ι،اؤ:بئسلاا

quae plane cougruit cum aequatio„. nova, cujus iemonstrationem 

paravitnus.

 Aequatio nova variationes Inclinationis determinans, a La (و
٠ Grange proposita, haec est

d? cLSl dfl
VS ٠ sin.p '٠ t = cos.p ¥٠هعل

Aequatio haec, adilihitis reductionibus иго. s) et 6), in hanc abit



sin.
аъ ا dc

XX* cos.p ؛ &d9 sin.p' cos.p؛

. ا ًا  db dc
yy4 sin.p ؛

?d إ cos p' 'l· d?
sin. p؛

аъ ا dc
xy* cos.p <(r df cosp' d9

sin.p؛

٠ ا ًا  db dc
yx* sin.p ؛ sin.p' άφ

cos.p؛إ

ه١ع*م٠?ج}-=إخمذ

Aequatio usitata prorsus et demonstratione et forma similis aequationi۶ 
variationes Nodi determinanti, haec est: .

g, it: h I (^COSp-^sinp)(APsinbsinp- lcosbsin۶ + ZCos.۶) 

quae reductionibus nro. 8) adhibitis in hanc abit 

١ج-جتم=شإ-إؤ)بسز~كل —  sin.p)

Quam plane identicam esse cum aequatione noua, sponte ap. 
paret. '

IO) Demonstratum jam est, aequationes novns, quibus variatio« 
nes parametri g, Nodi b, lnclinationis 9 determinantur I, II, III, fa- 
cili negotio derivari ab acquationibus xulgo notis. His additur ae. 
quatio pro rariatione axis magni, quam a variatione funetionis Sl 
pendere olim ab illustrissimo la "Gr an ge ostensum fuit: ita ut
unica tantum aequatio supersit:

+ {sin. /)' -([? ب COS-.p' اًقخ X'' 

+ {cos٠P'!--sin. p/™}r

)
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— cos.bsin٠!p{)in.t>'cos.pZ+cos.t)/sm.p'cos٠53l χ/

— {sin.bZsin.pZ—-cos.b'cos.pZcos.p'} γ')

 ('j اsin.pZ sin.fpz χ/ + cos. p' sin. 9؛C٠S.۶ ر

ex quibus formuJis factor iste tandem obtinetur
— x' cos.pZ sin. (٥Z—b) sin.۶

-x'sin.p'{cos. (b'—b) cos.۶'sin.۶-_sin.۶Zcos.?>£

؛سمد  sin.pZ sin. (٥z - ٥) sin.۶

— y* cos. pZ {cos. (b'—-b) COS.۶Z's؛n.۶ — sin.۶z cos.۶؛ 

cujus coefficientes congruunt cum اًبخ et cZp nro. 5).

Exinde prodit aequatio

~ جثم8ذ1ا.۶.خة=,ث)إ,ة—قج ) {xsin.p+ycos.p} r Tf 

quae plane congruit cum aequatione nova, cujus demonstrationem 
paravimus.

 Aequatio nova Tariationes Inclinationis determinans, a La (و
Grange proposita, haec est

<!<? clfL cLfl
\Гё-8Ш-9 ■ =ه٠٠ل’ق'?7هة-

Aequatio haec, adilibitis reductionibus nro. z) et 6), in hanc abit



III.٧ذهجم٠۶ف==—
db ا dc '

XX1 cos.p ؛ i+d> sin.p'+df
cos.p؛إ

. ا db ًا dc
yy' sin.p <1 d? cosp'+ d?

db ا dc
xy( cos.p <Cdf cosp'— d9

sin.p؛

. ا db ًا dc
yx/ sin.p إ ١ا d؟ sin.p،— άφ

cos.p؛إ

Aequatio usitata prorsus et demonstratione et forma similis aequationi^ 
:ariationes Nodi determinanti, haec est؟

 (nbsm/;—F'cosbsin® + zycos.$o؛I's)(xc٥sP~ysinp) v g.it:{?~biIل

quae reductionibus nro. 8) adhibitis in hanc abit

' v"g-|= {уЗ -إؤ (a:cos.p-y sin.p) + ٤sin.p' I + cos-p/|l·' 

٥٥8}- ٠ . ؛/ ·ρί5ίπ٠ρ/وجع'/ 

Quam plane identicam esse cum aequatione nova, sponte ap. 
paret. -

IO) Demonstratum )'am est, aequationes rcowos, quibus variatio- 
nes parametri ج, Nodi b, Inclinationis Ψ determinantur I, II, III, fa- 
cili negotio derivari ab acquationibus vulgo notis. His additur ae. 
quatio pro variatione axis magni, quam a variatione functionis Sl 
pendere olim ab illustrissimo la 'Gr an ge ostensum fuit: ita ut
unica tantum aequatio supersit:

2Ζ II)
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II) Antequaia ad hanc probandam transeamus, adnotationes 

quasdam, ۶uas f'örma siaguiaris aequationum propositarum postulare 
ridetur, bic proponemus. Positis b'= b, quae hypothesiS seraper 
locum habet, cum situs pjani iixi sit arbltrarius, casu quo duorum 
planetarum se Іигіэапііиш ea erit constitntio ut />/r V — o poni (pieate 
aderunt aequationes

1 dg
3·sfg* df

L'3 ٠إيإل ًاsin. /(؛؛) — -φ)χγ/

ab
١قم’ق؛٠٠لة٠ق٤:ل

51
p

1

С
У
! j اى sin. (9/ —ا) yy'

do
ة-»ا-= L'3 “ؤإل ' sin, (۶ص- ?)xy'

12) Si rariationes mutuae duorum planetarum considerentur, 
ع بلاءه ع  aequationum bactenus tractatarum symmetricam quandam prae 

se fcrt speciem, si ad quantitates xx', yy't xy'] yx' respicias. 
CoefCientes solummodo, quibus hae quantitates afi'ectae sunt, diter- 

8І sunt؛ factorque (~7ل —ii), si de perturbationibus rcciprocis 

quaestio est, abit in (-[ — τΟ 5 ita ut in bis perturbationibus 

mutuis injmUa occurrat terminomm multitudo, qut in mtione con- 
stanti sunt, scilicet in ratione horum coefficientium.

13) Simdi ratione apparet perturbationes unius ejusdem pla- 
netae quoad parametrum ؤج Nodum &ئ inciinationem 9 continere 
muJtitudinem rnembroruia, quae coefficientibus tantum differant؛ ita 
ut caicuii numerici eiplicatio solummodo sola quantitate bl intrica-

tior
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:٤٠r fiat; qua explanata reliquae sint satis expcditae calculi partes. 
Haec annotatio ipscirn calculi praxin adjurare potest.

14) Hane disquisitionem eiemplis diustrare, commodum erit. 
Pallas et Juno actione atque attractione mutna se petentes ذن call 
culum vocentur. y designet radium vectorem Faliadis: y/ radium
;; ٠ا:هئه لآلال٠ه ؛ S у ТП) щ/ massas (nt ajunt) planetarum ؤ tres aequa-
 ; iones, de quibus hoc Splio sermo erat, ita babebunt (x, У)؛
denotant ut supra coordinatas orthogonales in orbita). ; ٠

Aequationes determinantes variationes parametri etc. actione Pal- 
ladis et Junonis reciproca oriundae.

Aequationes pro Junone turbata 
a Pallade.

Aequationes pro Pallade, turbata 
a Junoneن

اًاً؛اًاً؛إاً؛اً~ :ل ).;Hlاًإ٠اً؛اًاًاً؛إ؛اً

ا4أإج3٠انة

Ху' 0,ا3ق7ا 
'0,19804 yx 

XX* إ 0اا3ة7ا 
+ 0,19804 yy' 

0,10420 xyt 
'4 yx0ل2ة7و

dg

db
dt ١ءئة.جتم.لإإ'3

11ع■' — ي-سإذئ

15) Aequationes differentiales allatae primi gradus, in, quibus 
t Jenotat tempus, integrationem directani admittunti quando ة-ج

expll-
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explicari potest per termin.s Cosinus aut sinus motus medii conti- 
neutes: quod in systeraate pianetarum scmper locum habere, de
monstrandum erit in sequentibus. Quantitates Xp y3 x'p مو' similiter 
ita explicari atque evolvi, notum est.

16) Restat jam aequatio, qua Tariationes perihei؛i determi-
»antur.

Jam formulae ßequentes ex theoria motus elliptici sine ne- 
gotio derlantur ٠

dx
ydt

dx az sin.u3
αχ-ρ

dy
de

па{і_ег
dy e dy aesin.M __ ey dy

^- =س7=ئة^ة_7ج+ع4ئقتال“٠٠ق“اي-= + y لج
, , . na {i—e2

Ex bis, substitutionibus factisj obtinetur

de ' > | بب٠خأ٤ل)بة'ع(م)0أق'ع<ه)بقسم(ه)+!س

ح١إ  + [a(.A)x'+a(C)y' + 6 (Β)γχ·+ 6<-D)yx'،

δ~~1 αχ ٩ل

Jam si ex aequationibus hactenus usitatis, quas offert Wechan. ceiest. *) 
ex aequationibus pro quantitatibus df, df/p df'/ deducatur aequatio 
variationes periheiii exhibens, obtinetur (introducendo coefficientes
a, آنا)

d

Lib. II, Cap. VIII, 4 دا .؛؛>٠
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]■/dlس٠د١ع::ت٠І+٠٠،4=І

،771 ٠
do دأا( , 

sin.p ،r - ع .?eos-Ρ sin

هائيال٠ق’سلم٠?ي-،ق؛٠^٠ه

-؟-أ؛-ا'؛:ر-نم'٠'.؛؛

Ut haec aeqnatio anaioga reddatur praecedenti, notandae sunt for-
mulae sequentes, quarum demonstratio ob١٢ia$ scilicet

(?) dt~~~y ~y~ : ١ةم ل)أا(ال  Jr(C)y‘\ ن )٥ ) et(C)nro. 3determinataeن

ة^-تآئأال:؛ي

Similiter ex aequationibus II et III nro. 8 et 9. sequitur

' بلآب)حإ؛-لخ٠-٩إلآلأأ

ل}تلل!}?-"قئع-"؛م+'ع;ء٠٠ء'لأ

Porro cum coefficientes a. ß his aequationibus determinentur 
 ?.sin.p cos ٥.cos.ö cos.p — sin ت»
ß = sin.٥cos.p + COS.& sin.p cos.?

atque valores 3'1، ope coefficientium, qui quantitatibus Й. ß ana. 
 »sunt ad coordinatas у/, X* reduci queantj colligentur aequatio ؛ةهذ
nis termini productis yy' atque yx' ؛uncti, ope reductionum, quas 

offeruntaequationes a eos.b'-n sin.b'_ cos.p sin.?.atque 

(ß sin.٥z + a cos.لدة cos.?'؛ cos.p sin.? .ثجق

ثم٤ةايت (*’
Quo



٠ Quo facto ؛؛entitas coefficientium, producta я' yx' comitan- 
in aequationibus tum nqva tum prius usitata sponte apparebit: 

(CUJUS evolutionem solummodo breritatis gratia omittifnus).

17( Gaeterum simili ratione qua termini e membris

)ϋΊ·«···:",(™-έ,2-.ί..„»ι

rcductionibus coalescunt, eadem quantitates y —%-fl atque termini 

reductionibus superioribus oriundi coalescunt, ita ut aequatio e٢adat
Simplex satis

Χ\Γg و ب ق~ة C)//)j( ؛/-،-ф{(·، ب ١جم чр [؛ *ابj7C،p ب قهه 9 ودق تت e{dt

quaqi inter aequationes perturbatrices rscipere nec USUS practicus 
. c لآ - -vetahit

 .Hacc aequatio differt forma ab aequationibus I. II. III (ت8
verum demonstrari potest aequationem, qua I (variationes eccentri- 

citatis) determinantur simili plane forma gaudere: ita ut symmetria 
quaedam bac ratione restituatur.

IV.


