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§ 1. Einleitung 

Zwei irrationale Zahlen £x, £2 heißen linear unabhängig, wenn 
zwischen ihnen keine Relation a1£1 + CI2£2 — a3 mit rationalen 
av a2, a3 besteht, die nicht alle drei verschwinden. Unter dem 
Jacobi’sehen Algorithmus für zwei linear unabhängige Irra- 
tionalzahlen £x, £2 (in dieser Reihenfolge) versteht man folgendes: 

Sind bx, b2 die größten in £x, £2 enthaltenen Ganzen, so werden 
zwei Zahlen £'x, £'2 durch die Formeln 

München Ak. Sb. 1971 



14 Oskar Perron 

£l = + -jr  > £2 — ^2 + '|r- 

definiert (zuerst |2, dann |(). Man sieht sofort, daß |), £2 wieder 
zwei linear unabhängige Irrationalzahlen sind. Daher läßt sich 
der Prozeß wiederholen und unbegrenzt fortsetzen : 

ll  = + -|7T , £2 = ^2 + "|jr, 

fï = *i+ip  K = £ + ÉÏ ” +1 
u + 1 > 

Die oberen Indizes bezeichnen dabei die Anzahl der Striche 
(z. B. ist stets die größte in £" enthaltene ganze 
Zahl. Für r I> 1 ist also 

r 2 > i, r 2 > r a > o, b\ ^ i, b\ ^ ^ o 

und wir dürfen ohne weiteres annehmen, daß das auch für v = o 
gilt. 

Folgendes ist bekannt: Wenn man von der Matrix 

(A°0 Al A2
0\ (1 o o\ 

\A\A\A\\ = 010 
\A\A\A\] \001J 

ausgehend weitere A' (oberer Index gleich Anzahl der Striche) 
mittels der Rekursionsformeln 

A V + 3 = A\ + b\A\+1 + ^ A;.-*-2 (Z = o, 1, 2; v ^o) 

bildet, so sind trivialer Weise die A\ für v ^ 4 positive ganze 
Zahlen (für v < 4 sind einige gleich o) und außerdem gelten die 
Formeln 

Av Av
 +1 /?> + 2 

% ̂ 0 ^*0 ^0 

A\+1 A\ + 2 

^v
2
+1 ^'„  + 2 

1, 
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f,- = 
Av, + Z\A\ +  > + &Av

t+* .. 
Av

0+ gAr
0 + ' + f2A’ 0 + * V 1. 2), 

lim 
V —%º� CO 

A\_ 

Al = ii  (*' = 1, 2). 

Die rationalen Zahlen —A,—A sind daher Näherungsbrüche 
% ̂ *0 -^0 

für Ij, |2 mit gemeinsamem Nenner. Die Konvergenz ist 
allerdings längst nicht so rasch, wie man es in Analogie zu den 
Kettenbrüchen vermuten könnte. Das alles habe ich vor mehr 

als 60 Jahren bewiesen [1] und dabei weiter gezeigt: Wenn der 
Algorithmus periodisch mit ^-gliedriger Periode verläuft, das 

heißt wenn für ein gewisses v einmal + k — t-[, ££ + k = I2 ist>was 

dann trivaler Weise auch für alle größeren v gilt, dann gehören 

die Zahlen £lt einem höchstens kubischen Zahlenkörper an. Er 
ist sogar genau kubisch, wie ich bald danach in der Arbeit [2] 

und dann nochmals einfacher in der Arbeit [3] zeigen konnte. Ob 
auch die Umkehrung gilt, wie in Analogie zu den Kettenbrüchen 

zu vermuten war, konnte ich aber nicht entscheiden, und es ist 
auch bis vor wenigen Jahren nicht der geringste Fortschritt in 
dieser Frage erzielt worden. Erst im Jahr 1964 hat Herr Leon 

3 3 
Bernstein bewiesen: Für = V A, = V A2, wobei A eine 
natürliche Zahl in gewisser genau beschriebener Nähe einer be- 
liebigen ganzen Kubikzahl ist, verläuft der Algorithmus perio- 
disch, und die Periode konnte auch nebst Vorperiode genau an- 
gegeben werden. Die Frage, ob auch für andere Zahlenpaare 

3/-— 

des Körpers von y A Periodizität eintritt, wurde nicht gestellt 
[4]. Bald folgten weitere Untersuchungen von Bernstein mit ähn- 
licher Zielsetzung und Tragweite. Eine Zusammenstellung dieser 
Arbeiten findet man im Literaturverzeichnis der Kölner Disser- 
tation von Stender [5]. 

Das hat mich zu dem Versuch veranlaßt, die Frage einmal in 
voller Allgemeinheit anzupacken. Dabei ist mir zwar der Perio- 

dizitätsbeweis bis heute nicht gelungen. Ich habe aber bei der 
Arbeit außer dieser Enttäuschung doch auch eine Reihe neuer 

Erkenntnisse und freudiger Überraschungen erlebt, die mir 
zeigten, daß ich auf dem rechten Weg bin, und die ich deshalb 
nicht ungenutzt mit ins Grab nehmen möchte. 
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§ 2. Ein Hilfssatz 

Den (reellen) kubischen Körper, in dem wir operieren, denken 
wir erzeugt durch eine Wurzel co der irreduzibeln Gleichung 

x3 — Ax — B — o 

mit ganzen Koeffizienten A, B. Ohne Beschränkung der Allge- 

meinheit dürfen wir co > o annehmen. Die Potenzen von co 
werden mit co2, co3, . . . bezeichnet, so daß bei co ein oberer Index 
stets ein Exponent ist und nicht eine Anzahl von Strichen. Es ist 

co3 = A co -\-B, co4 = A co2+Boo. 

Jede Zahl £ des Körpers läßt sich eindeutig in der Gestalt 

£ = X + Yco+Zco2 

mit rationalen X, Y, Z darstellen. Sie genügt selbst einer kubi- 

schen Gleichung, die sich in bekannter Weise so ergibt: 

Es ist 

£ = X + Yco + Zco2, 
£co = Xco + Yco2 + Z(Aco + B) 

= ZB + (X+ZA) co + Fco2, 
£co2 = Wco2 + Y(A co + B) + Z (A co2 + Beo) 

= YB+ (Y A + ZB) co + (X + ZA) co2. 

Hieraus folgt 

X— £ 
ZB 
YB 

Y 
X + ZA — £ 

Y A + ZB 

Z 

Y 
X + ZA — £ 

und das ist bereits die kubische Gleichung für £. Aus ihr ist sofort 

die Norm von £ abzulesen: 

Nm(J+ Fco +Zco2) 
X Y Z 

ZB X + ZA F 

YB YA+ZB X+ZA 

Nun gilt der folgende Hilfssatz, den wir dauernd brauchen 

werden : 
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Hilfssatz. Wenn f ür drei Zahlen f = Xi + Ytco + Ztco2 (i = 1, 
2, 3 ! Xf 1 F,-, Z{ rational) die Produktformel f2 = f3 gilt, 
t/tzww gilt auch die auf dem Faltblatt bei Seite 32 als oberste 
stehende Matrixproduktformel. 

Bei ihr stehen in den Spalten der drei Matrizen genau die Ele- 
mente, mit denen nach dem Vorausgehenden die Normen von 
£v £3 gebildet sind. Wegen der Gleichheit £x£2 = £2£1 sind 
die Matrizen natürlich kommutativ. Zum Beweis des Hilfs- 

satzes multiplizieren wir aus: 

Xo + Foto -f- Zoco2 = (X,-f YiW + Z^co2) (X2 + F2œ + Z2a>2) 

= X,X2 + (x.! F2 + Y,X2) co + (Xx Z2 + Y1Y2 + Z,X2) co2 

+ ( Yx Z2 + Zx F2) (Aœ+B) + Z1Z2(Aœ2+Bœ). 

Es ist also 

W3 = Xx X2 + ( YXZ2 + Zx F2) B, 
Y3 = X1Ya +  Y1Xi + (Y1Zt +  Z1YJA+Z1ZiB, 
Z3 = X,Z2 + Y1Y2 + ZxXt-\-ZxZ2A. 

Nun braucht man nur die nach der Matrizenrechnung gebildeten 

Elemente der Produktmatrix in extenso hinzuschreiben und 
verifiziert sofort, daß sie die in dem Hilfssatz auf dem Faltblatt 
angegebenen Werte haben. 

§ 3. Normiertlieit 

Wir schreiben jetzt die Zahlen^, £2, für die wir den Jacobi- 
Algorithmus durchführen wollen, in der Gestalt 

(0 f,- = 
Pi + Q(C0 + RiOp 

S (2 =1,2), 

wobei P{, Q{, P{, S ganze Zahlen sind, zunächst bis auf einen 
willkürlichen Proportionalitätsfaktor eindeutig bestimmt. Die 

Forderung der linearen Unabhängigkeit drückt sich dann, wie 
leicht zu sehen, aus in der Bedingung 

(2) Qi-Rz -^1 Qi 4= 0 % � 

Nach § 2 genügt S£i der Gleichung 

2 München Ak. Sb. 1971 
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Pi-si, 
R,B 

Q iß 

Oskar Perron 

Qi 
P{ + R{  A — S|,- 

QiA + R,B P. +  R.A—Si,. 
— o 

und es ist 

0S)3Nmf.= Nm(5f,.)= R,B P<+R.-A Q. 
QiB Q{A -f R.B P,-+ R,-A 

Dabei haben wir die dritte Potenz von S in der Form (S)3 ge- 
schrieben, weil S3 später soviel wie S'" sein wird. 

In der Folge wird uns die Matrix beschäftigen 

I P2 Ô2 P2 P\ Qi R\ ' 

( R2B P2 +  R2A 62 RiB P1 + R1A Q1 

\Q2B Q2A+R2B P2 +  R2A QxB QXA+RxB PI + RIA, 

Die ersten drei Spalten bilden als Determinanten die Norm von 

Si2> die letzten drei die Norm von Es ist keine Beschrän- 
kung der Allgemeinheit, wenn wir annehmen, daß alle Determi- 

nanten zweiten Grades der Matrix (3) durch 5 und alle Deter- 
minanten dritten Grades durch (S)2 teilbar sind. Wenn das näm- 
lich nicht so ist, brauchen wir die Brüche (1) nur mit (S)2 zu 

erweitern. Dann ist der neue Nenner gleich (S)3 und die Deter- 
minanten zweiten Grades sind durch (N)4 *, also gewiß durch den 
Nenner (S)3 teilbar; und die Determinanten dritten Grades sind 

durch (S)6, also durch das Quadrat des Nenners (S-)3 teilbar. 
Wir nennen die Darstellung (1) der Zahlen |x, |2 normiert, 

wenn die geforderten Teilbarkeitsbedingungen erfüllt sind, und 
setzen jetzt also die Darstellung (1) als normiert voraus.1 Offen- 
bar bleiben die an die Matrix (3) gestellten Teilbarkeitsforderun- 

1 Das ist das Analogon dazu, daß man bei der Entwicklung einer quadrati- 

schen Irrationalzahl p + ^ ^D in einen regelmäßigen Kettenbruch voraus- 

setzt, daß A2 — ÇPD durch 5 teilbar ist, was sich notfalls durch Erweiterung 
erreichen läßt. - Übrigens gibt es immer auch eine normierte Darstellung mit 
kleinstem positivem Nenner. Es kommt uns aber gar nicht darauf an, gerade 
diese zu haben. 

(3) 
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gen erfüllt, wenn wir die Elemente der Matrix modulo 5 ändern, 
also etwa P- durch P{—5 ersetzen. 

Analog zu (l) setzen wir nun auch 

/ .\ „/ p; + <2> + R\<P _ Pï + Qïœ + Rio* 
W » W £v 

(oberer Index gleich Anzahl der Striche), setzen hier aber nichts 
über Normiertheit voraus. Die Forderungen 

£l = K + Ij-  • £ä = ^2 + -||" 
besagen dann 

Px — b^S + <2icu + R\co2   S' 
S P'2 + + R'2(IP ’ 

Pj — b2S Qz(o A RjOp   P\ A Q\ <u A R\ oP 
S P'2 + Q'2 a> + R’2 CU2 ’ 

oder mit den Nennern heraufmultipliziert: 

(5) (P2 + Q'2co + R'2œ*) (PX — b.S+Q  ̂+ R^) = SS', 

(6) P2 + Ö'co + A>2) (P2 — b2S + Q2co + R2OP) 

= 5A( + 50> + 5A>2. 

Nach dem Hilfssatz des § 2 folgt aus (5) die auf dem Faltblatt 
bei Seite 32 angegebene Formel (7) und aus (6) folgt die For- 

mel (8) auf dem Faltblatt. 

Nach der ersten Zeile der Produktmatrix (7) ist 

(9) 

P'2(,P-b1S)+Q' 2R1B +R2Q1B =55', 

P'tQi +Q' 2(P1—b1S + R1A') + R^Q1A+R1B) =0, 
KRi +Ö2Ö1 +R^P1—b1S+R1A) = o. 

Nach der ersten Zeile der Produktmatrix (8) ist 

(10) 

P2(P2—b2S)+Q2R2B +R2Q2B =SP’1, 
KQ* +Q' 2(P2—b2S+R2A)-\-R'2(Q2A+R2B) =SQ[, 
K Rz +0202 + R2(P2—b2S+R2A) = SR'v 
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Die Formeln (9), (10) sind sechs homogene Gleichungen für 
die sieben Unbekannten P%, Q'%, R», S', Px, Q’ x, R[, die dadurch, 
wie wir sehen werden, bis auf einen willkürlich bleibenden 
Proportionalitätsfaktor bestimmt sind.1 Damit hat man also 

und Praktisch wird man zuerst aus der zweiten und dritten 
Gleichung (9) P'%, Q'2, R2 entnehmen wollen; sie sind proportio- 
nal zu den Determinanten 

Pi — bxS + RxA QXA + RXB 
Qi P1 — bxS + Rx A ’ 

QXA + RXB Qx 

Px — bxS + RxA Rx ’ 

Qi Pi-bxS+RxA 
Ri Qi 

falls diese nicht alle drei verschwinden. Aber das tun sie nicht. 
Denn sonst würde auch die Determinante 

Pi-bxS RXB QXB 

Qi Px — bxS+RxA QXA + RXB 
Ri Qi Px-bxS+RxA 

wegen der zweiten und dritten Zeile verschwinden. Diese ist aber, 
wenn man sie um die Plauptdiagonale dreht, nach § 2 die Norm 

von SÇX — bxS = S(ßx-—• bj) = -p-, also =)= o, weil eine von o 

verschiedene Zahl unseres Körpers auch eine von o verschiedene 
Norm hat. 

Die obigen drei Determinanten sind aber, wenn man Zeilen 
zu Spalten macht, Determinanten aus der Matrix (3), wobei nur 
Px durch Px — bxS ersetzt ist. Sie sind also wegen der voraus- 
gesetzten Normiertheit der Darstellung (1) durch S teilbar. Da- 
her liegt es nahe, damitP' 2, Q'z, R' 2 nicht unnötig groß ausfallen, 

als willkürlichen Proportionalitätsfaktor die Zahl -*r zu wählen. 

Wir werden also setzen : 

1 Die andern Zeilen der Produktmatrizes in (7) und (8) liefern natürlich nur 
Linearkombinationen der Formeln (9) und (10) und sind hier entbehrlich. 
Man hätte übrigens die Formeln (9) und (10) auch direkt aus (5) und (6) 
durch Ausmultiplizieren gewinnen können, so daß die aus dem Hilfssatz des 
§ 2 folgenden Formeln (7) und (8) überflüssig scheinen. Im nächsten Para- 
graphen kommt es aber anders. 
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(11) 
P1 —- b j -f- Rx A 

Qi 

QXA + RXB 
Px — bxS + RXA ’ 

Ö2 
1 
's 

QXA + RXB 
Px—bxS -\- RXA 

Qi 
Ri 

p ’   
’ ^2 5 

Qi Bx—bxSRXA 
Bl Ql 

Die Unbekannte 5' ergibt sich dann aus der ersten Formel (9), 
indem man für P2, Q2, R2 die Werte (11) einsetzt. Das Resultat 
läßt sich dann so schreiben : 

(12) 

Px - bx S 
RXB 
QiB 

Ql Ri 
Px—bxS-\-RxA Qx 

QXA+RXB Px—bxSpRxA 

Die Determinante ist wegen der Normiertheit der Darstellung (1) 
durch (S)2 teilbar, also ist neben P2, Q2, R2 auch S; eine ganze 

Zahl. Die Determinante ist außerdem, wie oben gerade festgestellt 
wurde, gleich 

Nm 
Ï2 

(-D3 

Nmfi ’ 

so daß wir aus (12) nebenbei noch die wichtige Formel gewinnen : 

(13) Nm 

Jetzt fehlen uns noch die Größen Q'x, R[. Diese ergeben sich 

natürlich sofort aus den rückwärts gelesenen Gleichungen (10), 
wenn wir für P2, Q2, R2 die gefundenen Werte (11) einsetzen. 
Die Resultate lassen sich dann so schreiben: 

(H) Bi (5)2 

P2—b2S Qi 
R2B Px— bx S + Rx A 

Ri 

Qi 
QiB QXA+RXB Px—-bxS 4" RXA 

(U) 

^1 (S)2 

(16) 

p '   1 
1 — (S)2 

Qi Qi R1 

P2—b2S+R2A Px—bxS-{-RxA Qx 

Q2A + R2B QXA+RXB PX—bxS-\-RxA 

R2 QX RX 

Qi B1 bx S -(- Rx A Qx 

P2—b2S+R2A QXA+RXB Px—bxS + RxA 
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Auch diese Determinanten sind wegen der Normiertheit der Dar- 
stellung (i) durch (S)2 teilbar, so daß P[, Q[, R[ auch wieder 

ganze Zahlen sind. Übrigens werden die Determinanten (15) 
und (16) etwas bequemer, wenn man die erste Zeile mit A multi- 
pliziert von der letzten abzieht. 

Und jetzt kommt schon die erste freudige Überraschung. Die 
gefundene Darstellung für , £g *st nämlich ganz von selbst nor- 
miert, ohne daß erst eine Erweiterung nötig ist. Die behauptete 
Normiertheit besagt, daß alle Determinanten zweiten bzw. drit- 
ten Grades der Matrix 

(U) 

( K Ö2 K p[ Q[ K \ 
\R'2B P' 2 +  R'2A 0' R[B Pi+R^A Q[ 
\Q'iB Q2A + R2B P2+R2A Q[B Q[A+R[B P[+R[A]  

durch S' bzw. (.S')2 teilbar sind. Daß das zutrifft, soll im näch- 
sten Paragraphen nachgewiesen werden. 

4. Nachweis, daß die gefundene Darstellung 

von £{, £( normiert ist 

Wir bemerken zunächst, wenn wir in Formel (7) auf dem Falt- 

blatt von den Matrizen zu den Determinanten übergehen, daß 

P'2 02 K 
R2B P2+R2A Q2 

Q'2B Q2A -\-R'2B P2 +  R2A 

Px — KS 0i Px 
• R1B P  ̂— b±SR^A 0i 

Q\B Q\A-\-R-LB Px — b1S-\-R1A 

(ssy 

ist. Da aber die zweite Determinante nach (12) gleich (5)2A' ist, 

ergibt sich für die erste der Wert 

P'i 02 

R'2B P2+R2A 0; 

Q'2B Q'2A + R2B P2+ R'2A 

(18) = 5 (S')2. 
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Das ist bereits eine Determinante dritten Grades der Matrix (17), 
deren Teilbarkeit durch (.S')2 hiermit nachgewiesen ist. Für die 
weiteren Determinanten benötigen wir die Matrixproduktformel 

(19), die als unterste auf dem Faltblatt bei Seite 32 steht und 
deren Beweis wir eigentlich schon in Fländen haben. Denn daß 

die ersten drei Spalten der in (19) angegebenen Produktmatrix 
richtig sind, ist trivial; daß die folgenden drei Spalten ebenfalls 
richtig sind, lehrt die bereits bewiesene Formel (8) auf dem Falt- 
blatt und für die letzten drei Spalten lehrt es die ebenfalls schon 
bewiesene Formel (7) auf dem Faltblatt. 

Wenn wir jetzt die vordere (dreispaltige) Matrix des Produktes 

(19), deren Determinante nach (18) gleich S(S')2 ist, mit einer 
aus drei beliebig herausgegriffenen Spalten des hinteren (neun- 
spaltigen) Faktors gebildeten Matrix multiplizieren, so ist das 
Produkt eine Matrix, deren drei Spalten auf der rechten Seite 
von (19) genau unter den drei herausgegriffenen Spalten stehen. 
Wenn wir dann von den Matrizen zu ihren Determinanten über- 

gehen, ergibt sich für eine gewisse Determinante der Matrix (17) 
sofort die gewünschte Teilbarkeit. Greifen wir z. B. die Spalten 
1, 2, 4 heraus, so kommt, wenn wir gleich zu den Determinanten 
übergehen : 

5 (S')2 

(20) 

1 o 
o 1 
o o 

P2 — b2 S 
RoB 
Q%B 

(S')2Q2B = 

P' 
R'B 
QÔB 

P' 
R'B 
Q'*B 

02 SP[ 
P2 + R2A SR[B 

Q'2A+R'2B SQ[B 

02 P'i 
P2+R2A R'xB 

Q'2A + R2B Q[B 

, also 

Diese Determinante aus der Matrix (17) ist also durch (S')2 teil- 
bar. Greifen wir die Spalten 2, 4, 5 heraus, so kommt 

S(S')2 

P2 — b2S 
RoB 
Q2B 

02 

P'2+R' 2A 
Q'2A + R'2B 

Po 
02 

% � b2 S T R2A 
Q2A -f- R2B 

SPI S0( 
SR'XB SPÏ+SR^A 
SQ[B S Q[A + S RXB 

also 
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(21) 
I P2 ^2 S Q2 

(S'  ̂1 Q.2-B Q.2-A 1^2-  ̂

Qi 
P2+R2A 

Q2A+R̂ B 

P'I 
R[B 
Q[B 

Qi 
Pi + RiA 

Q[A+R'B 

Nun ist links der Zähler des Bruches eine Determinante der 

Matrix (3), nur P2 durch P2 — b2S ersetzt, also durch S teilbar 
und der Bruch eine ganze Zahl. Somit ist die in der Matrix (17) 

enthaltene Determinante rechts durch (S')2 teilbar. Greifen wir 
auch noch die Spalten 4, 5, 6 heraus, so kommt durch analoge 
Rechnung 

(22) 

P1 G s Q2 P 2 
R%B P2 — S 4" R%A 
QzB Q2P -f- P2 P P  ̂— b2S ~P P2P 

(S)2 

P[ Q\ R\ 
R\B P\ + R\A <2! 
Q\B Q\A R\B Ri R\ A 

- Wf • 

Hier ist der linke Zähler eine Determinante aus der Matrix (3), 
nur Pg durch P2 — b2S ersetzt. Also ist der linke Bruch eine 

ganze Zahl und somit auch der in der Matrix (17) enthaltene 
Zähler rechts durch (S')2 teilbar. Nach diesen drei Beispielen 

erweisen sich alle zwanzig Determinanten dritten Grades der 
Matrix (17) als durch (S')2 teilbar. Es ist wohl nicht nötig, sie 
alle aufzuschreiben. Um die Teilbarkeit der Determinante zu 
bekommen, die aus den Spalten a, b, c der Matrix (17) besteht, 
greift man einfach aus der neunspaltigen Matrix (19) die Spal- 
ten a, b, c heraus. 

Aber auch die Teilbarkeit der Determinanten zweiten Grades 
der Matrix (17) durch S' ergibt sich aus (19), wenn man nämlich 

aus der neunspaltigen Matrix auch eine der letzten drei Spalten 

herausgreift. Man sieht sofort, welche Spalten man aus der neun- 
spaltigen Matrix (19) herausgreifen muß, um eine gewünschte 

Determinante zweiten Grades zu bekommen. 
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Es gibt neun Determinanten zweiten Grades. In denen nur der 
Index 2 vorkommt. Für drei von ihnen geben wir die fertigen 
Resultate an. Die Spalten 1, 3, 8 liefern 

(23) 
P'2 Ro 

QÇB P0+R2A 
S'(P1— è1S + R,A). 

Die Spalten 1, 3, 9 liefern 

(24) 
I P' 

\R*B 
= — S'Qi- 

Die Spalten 2, 3, 9 liefern 

(25) 
02 

Ri R*A 
K 
02 

— S' Rx. 

Bei diesen drei Determinanten ist die Teilbarkeit durch S' un- 
mittelbar gegeben. Es gibt auch neun Determinanten zweiten 

Grades, in denen nur der Index l vorkommt. Ebenfalls für drei 
von ihnen geben wir wieder die fertigen Resultate an: Die Spal- 
ten 5, 6, 7 liefern 

I P[ + R'\A Qi I 
(26) I Q\A + P\B^P[ + P\A \ 

Q,. 
P.i — b2 S + Pi A 

Q2A -f- R2B P 2 

Pi P\ — bxS 
Qi P-i-B 

% � bi 5 + Pi A Q\B 
{SY 

Die Spalten 4, 6, 9 liefern 

P[ R[ 
P'\B Q[ 

S' (2 7) 

Die Spalten 5, 6, 9 liefern 

— b2S P 2 Pi 
PiP Qt Qi 
QiP Pi — b2S + P2A P1 — b1S 4- P1A 

{SY 

(28) 
I Q\ R\ I 
1 P'i ~h R\A <2i I 

Qi 
2 ^2 *-* ~j~ JRO 

Q2A + R2B 

Pi Pl 
Qi Qi 

Pi — b2S + P2A P1 — b1 S 4- Px A 
{SY 
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In diesen drei Formeln sind die dreispaltigen Determinanten 

solche aus der Matrix (3), nur P1 und P2 durch Px—- bxS und 
P2 — boS ersetzt; sie sind also durch (S)I  2 teilbar. Die rechten 
Seiten der drei Formeln sind daher ganze Zahlen, so daß die 

links stehenden zweispaltigen Determinanten durch S' teilbar 
sind. 

Schließlich gibt es in der Matrix (17) noch zahlreiche Deter- 
minanten zweiten Grades, deren erste Spalte den Index 2, die 

zweite den Index 1 aufweist. Ihre Teilbarkeit durch S' ergibt 
sich ebenfalls aus (19) durch geeignete Auswahl der herauszu- 

greifenden Spalten. Für fünf von ihnen wollen wir die fertigen 
Resultate angeben. Die Spalten 3, 6, 9 führen zu 

(29) 
1 
s7 

K K 
02 0i 

R2 PI 

02 01 

Die Spalten 1, 5, 9 führen zu 

K Q'i 
(3°) 57 R'2B P[ + R[A 

I P2 — b2SSR2A QX 

% s Q2A + R2B P1 — b1S + R1A 

Die Spalten 1, 6, 8 führen zu 

Po R[ 
(30 --ST Q'2B P[+R[A 

1 
~s 

02 

R2 — b2SR2A 

Die Spalten 3, 6, 7 führen zu 

02 0; 

Pi — bi S -f- Ri A 
QXA Ar R\B 

(32) ~cT P2+ROA P[+R[A 

R 2 Pi — b J S' 

02 R-,B 

Die Spalten 1, 4, 9 führen zu 

R2 B QI 

Q2B PI — biSRiA 

In diesen fünf Formeln stehen rechts Determinanten aus der 

Matrix (3), nur sind Plt P2 durch Px — biS, P2 — b2S ersetzt. 

(33) 
1 
s7 

p *2. 
R'2B 

Px 
R[B 
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Sie sind also durch S' teilbar und folglich sind die Determinanten 
links durch S' teilbar. In (33) kann man den Faktor B, der ja 
von O verschieden ist, natürlich weglassen. 

Damit ist bewiesen, daß die Darstellung (4) für £'v £'2 durch 

(11), (12), (14), (15), (16) normiert ist. Übrigens kann man be- 
merken, daß auch die Formeln (11), (14), (15), (16) selbst noch 
einmal aus (19) hervorgehen, wenn man aus der neunspaltigen 

Matrix außer einer der ersten sechs Spalten noch die Spalten 
8, 9 herausgreift. 

§ 5. Einige Folgerungen 

Nachdem die Darstellung (4) für £[, £'2 
von selbst normiert aus- 

gefallen ist, brauchen wir bei Fortsetzung des Algorithmus durch 

die Formeln 

fi  & = K + il  
fi  

keine neue Berechnung der P?(= P") usw. durchzuführen, son- 
dern können unsere Resultate einfach mit einem Strich mehr, 
also mit Erhöhung der oberen Indizes um 1 übernehmen, also 
z. B. nach (11), (12) und (14) sofort schreiben: 

Pl= -L 
-1 2 C' 

S2 = 

P\ 

{S'f 

(S') 

Pi — KS' + KA Q'\A + R'XB 
Q; P;~6;S' + B;A 

P[—KS' Q[ 
R[B P[ — b[S' -\- R[A 
Q[B Q[A + R[B 

P' — b'S' 
R'J 
Q»B 

Q[ 
P[ — b[S' + R^A 

Q[A + R[B 

K 
Qi 

P[ — b[S' + R[A 

K 
Q'i 

P[ — b'yS + R[A 

Dann bekommen wir für £\, £\ auch wieder eine normierte 
Darstellung und können in gleicher Weise fortfahren und be- 
kommen für £j, £\ bei jedem v eine normierte Darstellung. Hier- 
nach ist auch folgendes klar: Wenn wir im Verlauf unserer Rech- 

nungen auf irgend eine Relation zwischen den Größen £2, b1, 
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b2, ôi> ^?ii F2, Ô21 -^2 und -S’ mit irgendwelchen oberen Indi- 
zes stoßen, dann bleibt die Relation auch richtig, wenn wir alle 
oberen Indizes um 1 oder auch gleich um eine beliebige (für alle 
Buchstaben gleiche) Zahl v erhöhen. Wir nennen das „das Spiel 
der Strichvermehrung“. So folgt z. B. aus Formel (13) sofort 

(34) Nm|5+1 = ^. 

Nach (29) ist 

Q\Ri — R\Qi QiR%— RiQt 
S' ~ S 

und daher durch Strichvermehrung ohne weiteres auch 

<2f + ij?5+i—^+'<25+> _ Q\Rl—zero? 
S” +1 — s> 

Das bedeutet, daß der Quotient eine Invariante, das heißt von 
der Strichzahl unabhängig ist. Wir bezeichnen sie mit J: 

Qi R? R\ Qh _ Qi Rj R\ Qi j 

Nach (2) ist natürlich J =f= o. Die Invariante führt uns zu einer 
wichtigen Erkenntnis: 

Die Frage, ob der Algorithmus periodisch ist, läuft darauf hin- 
aus, ob die Menge der ganzen Zahlen S", Pv

{, Q], R" beschränkt ist. 

Beweis. Wenn die Menge beschränkt ist, dann gibt es unter 
den Zahlenpaaren 

tv _ P\ + <21 CO + R\ CU2 t„ _ + 
si — Sy > s2 — p 

nur endlich viele verschiedene. Es muß also einmal 

t*  + &   tv tv + k   Vf 

— Si » S2 — S2 

sein und das dedeutet Periodizität. Wenn umgekehrt Periodizi- 
tät vorliegt, etwa Æ-gliedrige, dann ist von einem gewissen v an 
dauernd 

P\ + *-)-Çî’  + lco + R\+  *  CD2 _ Pï + Ql œ + P", œ* 
S* + * S’ 
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also 
P\ + k _ PI Qi + k _ Q\ R\ + k _ R! 

S* Sv + k S"’ Sv + k S*’ S” + * 

Daher muß es für jedes hinreichend große v einen Faktor^" ge- 
ben, für den 

S' + t=fS\ Pv
i 
+ k = + i = pvQ\, + *  

ist. Dann ist aber 

Qï + kR‘i + k — R'; + kQl + 
Sp + k f 

Q\R\-R\Q\ 
S- 

Da hier beide Brüche gleich der von o verschiedenen Invariante J 
sind, folgt pv — 1. Es ist also von einem gewissen v an 

y + * = 5») p*+i  = pv, Qv+k = Q.' Rv+k = p> 

Daher enthält die Menge der ganzen Zahlen S”, P\, Q', i?* nur 
endlich viele verschiedene Zahlen und ist folglich beschränkt. 

W. z. b. w. 
In einer Formel, in der wir das Spiel der Strichvermehrung 

machen wollen, darf auch der Buchstabe œ Vorkommen, der sich 
aber selbst nicht an dem Spiel beteiligen kann, weil bei ihm ein 
oberer Index stets ein Exponent und nicht eine Anzahl von Stri- 
chen ist. Zum Beispiel kommt man durch Ausmultiplizieren so- 
fort zu der Formel 

{P'i + Q'2CO +R'2(ü2) (Q’ 2— R2eu) 
S' 

P'i  Ql + K®)2 — p2 R2] ® — (R2)2 (A co + B) 
S' 

P'iQi — (R'iYB , (<2'2)
2
 — R'2(P'2 + R’2A) 

 57 + 57 w 

Der erste Bruch ist nach (24) gleich — Qx, der zweite nach (25) 

gleich R1. Daher kommt die wichtige Formel 

(36) ÜOÄ —= — (Q1 — R1<o), 

woraus durch Strichvermehrung sofort auch folgt: 

To+1 (0o+1 — Rl+1 co) = — (Öj — R\ co). 
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Weiter ist 

ittä+KA — ö» (P'i + C2 o> + i?2 tu2) (P? + i?2 A •— Q2 cu) 

_ + R'i-Ä) + Q'^R^A cu + [R'iiP'i  + P'iA) — (Qä)2]co2—R'2Q'2(Acu + B) 
~ S' 

Pi(P— P'-iQiP . PijPi PPiA) •— (Qi)2
 2 

or l" 01 • 

Der erste Bruch ist nach (23) gleich P1 — b1S + RXA, der zweite 
nach (25) gleich —% � R1. Damit haben wir die nicht minder wich- 

tige Formel 

(37) ^{P'2 + KA — ö» = P1 — 61S+R1A — Rxw\ 

Ganz entsprechend oder noch einfacher durch Addition der mit cu 
multiplizierten Formel (36) zu (37) ergibt sich 

(38) ^(P  ̂+ R'2A — R'2CO*) = Px — b^S+R  ̂— Ql(o. 

§ 6. Die Flauptrekursion 

Wenn man in den Determinanten (15) und (16) von den Ele- 
menten der letzten Zeile die mit A multiplizierten der ersten Zeile 

abzieht und dann die Differenz Q'x — R\ co bildet, ergibt sich 

öl - 7?; co = 

Ô2 
P2 — b2 S + R2 A — Ô2œ 

R2B — (P2— b2S)co 

Öi 
Px— bxS + RXA 

RXB 

Ri 
Öi 

Pi — b1S\ 

In dieser Determinante addieren wir zu den Elementen der letz- 
ten Zeile die mit co multiplizierten der zweiten Zeile und die mit 

eu2 multiplizierten der ersten Zeile. In der dritten Zeile wird dann 
das letzte Element gleich 

5 
A(f x — bj) = -|7-, das mittlere wird 

R1B + (P1 — bxS + R1A)co + Q1m* = (P1 — bxS + Qxœ + 

+ Ri(o2)cü+ RX(B + A co — eu3) = cu + o, 
S2 
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und das erste wird R2B -\-R2A w — R2CD3 = o. Dann ergibt sich, 
5 

wenn man aus der letzten Zeile den Faktor -p- herauszieht: 
S2 

62 R2
oi Qi Ri 

P2 — b2S + R2A— Q2co P1 — bxS + RxA Q1 

o CD 1 

= -^r [(Q2-R2CD) (PX-^5+ RXA - Ql0>) 
~(P2 — è2S + RoA — Q2œ)(Q1 — R1co)]. 

Nun ist aber 

Pi — — 01« — ^oi2, P2 — b2S = ^L — Q2CD — R2CD\ 
S2 <52 

Setzt man das ein, so kommt 

Q'i — R[œ = -±r (0, - R*o>) {— +R1A—2Q1CD — R1O)*) 

-^r(Qi  — Pi<o)(-^-+R2A-2Q2œ-R2CD*) 

_ Qi~~ fl (öl R\CD) 

~ (fi )2 (f'2)
2 

+ -Jçr [{Q 2 — R2œ) (R1A — 2Q1CD — R1wP) 

— (öi - (R2A — 2 Q2CO — R2OP)]. 

Q'I-R'A  s?2 

Hier vereinfacht sich die eckige Klammer nach Ausmultiplizieren 
der runden Klammern zu 

(Ö2*1 - QiR^A + 3(01^2 — RiQè  ̂=JS (-A 4- 3co2), 

wo J die von v unabhängige Invariante (35) ist. Wir bezeichnen 

die jetzt dauernd vorkommende von v unabhängige Größe 
J(3 oP—A) zur Abkürzung mit C, also 

(39) /(3 w2 — A) = C, 

was im Gegensatz zu A, B, J allerdings keine ganze Zahl ist, son- 

dern irrational. Dann lautet unser Resultat : 
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  7p'  Qi — P2C° £i(Qi Pi0J) I Ç_ 
Ui Äiw- (ft)* (ft)2 + ft ’ 

oder nach Multiplikation mit ?z und Gliederumstellung 

S2(öi — Ah«) H Y,—  ft—" 6 ’ 

und schließlich durch Vermehrung um v— 1 Striche 

(40) r2(ßi-*» + 

Diese Formel nennen wir die Flauptrekursion. Man kann sie 
durch Anwendung von (36) mit v oder v — 1 Strichen mehr auf 

die ersten zwei Glieder in eine reine Rekursionsformel für 
Ql — Rv

2co umwandeln oder auch durch entsprechende Anwen- 

dung von (36) auf das dritte Glied in eine für Q\—R\co. Wir 
werden sie aber oft auch in der Form gebrauchen, die sich durch 
Anwendung von (36) auf das zweite Glied allein ergibt: 

(41) r2(ôï - A» - SI (Ql - A» - = C. 

Zur Kontrolle für die Richtigkeit der Hauptrekursion geben 

wir noch einen zweiten Beweis, wobei wir gleich die Gestalt (41) 
ansteuern. Es ist 

i'(Q( — Rico) - i((Q'2 - F'co) 

= Y [(K + + R'œ2) (Ql - Rico) 

— (p; + 0> + Rico3) (Ql - Rico)] 

PiQ\ — P1Q2 1 P\P* P2-^1 , I ^ Q\^2 P2Q2,Yi 
= 57  + 57 û> +2  57 (O .  

Der letzte dieser Brüche ist die Invariante J. Es ist außerdem 

% � R-><o % %  (|x bx) (Q2 % � P2 0J) '% � (PI — bx 54- <2iCU + RxvF) (Q2 — R2w) 
s 

(P1—b1S)Q2+[Q 1Q2—(R1—b1S)R2]'o+(R1Qi—Q1R2)D—R1R,(Aco+R) 
S 

(P1—b1S)Qt—R1RtB . QiQi—(P1—G-S + RXA)R2 co — 

Q1R 2 R\Qi 



Faltblatt  

' Xx Vi 
ZXB X1 + Z1A 

KYxB YXA+ZxB 

Yo Z2 

X2 +  Z2A Y2 

Y2A-\-Z2B X2-\-Z2A 

Y3 Z3 

X3+Z3A Y3 

Y3A + Z3B X3+Z3A 

Zu Seite 17 

/ K 02 

(7) [R' 2B P'z+R'oA 
\Q'2B Q'2A + R'2B 

Öi 
P1 — b1S+R1A 

Q1A + R1B 

Zu Seite 19 

(8) 
Q'i 

P2+R'2A 

Q'2A + R'2B 
P. 

Ö2 
z2 5 "f - z?2 

^2 

Ö2 
Ö2 + Z?2 P P'2 ~~ ^2 “S'  + Z?2 

5 Q[ 
SP[+SR[A 

SQ[A + SR[B 

SR[ 
SQ[ 

SP[+SR[A 

Zu Seite 19 

' K 
RÔB 

\Q\B 

P'  T— r2T 
Ö2  ̂

Ö; 
-R'A 

~R'nB 

0 

1 

o 

o 

0 
1 

P2 ^2 ^ 
R2B 

Q2B 

Ö2 
Z5« — b2SR2A 

Q2A + R2B 

P2 
02 

Z32 — Z2 S' + R2 A 

Px-biS 
RXB 
Q\B 

Qi 
P3 — bx S + Rx A 

Q1A-\-R1B 

(i9) 

' K 
R'2B 

\Q!I  B 

02 

P2+R2A 

Q'2A + R'2B 

K 
Ô2 

z^+z?  ̂

5Z3,' 5ß,' 

5/>;+5Z?izi 
5^5 50̂  + 5*^ 

sze; 

5 Öl'  

SP[+SR[A 

SS' 
o 
o 

o 
SS' 

o 

o 
o 

55' 

Zu Seite 23 und später 

München Ak. Sb. 1971 (Zu SB Nr. 2) 
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Der letzte dieser Brüche ist wieder die Invariante J. Der erste 

ist nach (32) gleich 

QÎJP'i -\-R2A) — R[A)Qi Q1P2 — P\Q!ï 1 TA 

S' ~ S' "T J si, 

der zweite nach (33) gleich 

Qi R^oi   «2,A P\Qi 
I2 3Ï7 

P[R’ 2-R[P’ 2 ; also ergibt sich 

JoP. I TA I PlP'2 P\P'i + JA  Ç7 CO 

Wenn wir diese Formel von der vorigen abziehen, kommt 

i'(Q[  -R'co)- £!(&  - R'co) - &=  3/o>« - JA = C 
S2 

und mit v— 1 Strichen mehr die gewünschte Formel (41). 

Bemerkung. Die Brüche OJA—UQ*, P1P2 P1P2 uncj natQr. 

lieh auch die entsprechenden mit Strichen sind ganze Zahlen. 
Denn es ist 

QI 2̂ P1Q2 
P2 Xi 

P Qi 
P* Pi 
Ô2 R\B 

P1P2 R\Pi 
R2 R\ 

P2~\-R2A P1 + RXA 

und das sind drei Determinanten aus der Matrix (3). 

Die zwei Beweise mögen genügen. Immerhin, einige habe ich 
noch auf Lager. Bald nachdem ich die Hauptrekursion gefunden 
hatte, gelang es mir mit ihrer Hilfe unter Beschränkung auf den 
Fall A =0 (also co einfach eine Kubikwurzel) nachzuweisen, daß 

die Zahlen \ Q\ —R^co| unter einer von v unabhängigen Schranke 
liegen. Das war immerhin etwas, aber für Q’ und R] selbst be- 

sagt es nichts. Meine weiteren Bemühungen führten allmählich 
zu einem Arsenal von gut 200 Formeln, die sich gegenseitig kon- 
trollierten, aber gerade dadurch zu einem Teufelskreis wurden, 
in dem ich mich nur ständig drehte. Da beschlich mich das 

dunkle Gefühl, daß man in dem nach dem zweiten Weltkrieg 
an- oder ausgebrochenen Zeitalter der uferlosesten Epigonenflut 

3 München Ak. Sb. 1971 
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(Sintflut) und der angestrebtesten inflatio Eruditorum (et -arum) 
vielleicht doch auch bei unsern alten Klassikern noch was lernen 
könnte; und so ließ ich mir den Lagrange'sehen Beweis für die 
Periodizität der regelmäßigen Kettenbrüche quadratischer Irra- 
tionalzahlen wieder einmal gründlich durch den Kopf gehen. 
Lagrange führte neben den vollständigen Quotienten auch deren 
konjugierte Zahlen in die Rechnung ein und fand, gestützt auf 

die Konvergenz des Kettenbruchs, daß diese von einer gewissen 
(vielleicht sehr späten von keinem noch so tüchtigen und ange- 
beteten Computer jemals erreichbaren) Stelle an alle zwischen 

O und —1 liegen. Daß es diese Stelle gab, war entscheidend und 
führte schließlich zu der Erkenntnis, daß es nur endlich viele 

verschiedene vollständige Quotienten geben kann, was mit Perio- 
dizität gleichbedeutend ist. So beschloß ich, es auch mal mit den 
Konjugierten zu versuchen. 

Die beiden Konjugierten zu œ nennen wir cb und cb. Sie sind 
entweder reell oder zueinander konjugiert-komplex. Die Konju- 
gierte zu im Körper von cb nennen wir rf {, die im Körper von 
cb nennen wir . Es ist also 

Aus der Gleichung für co in § 2 entnimmt man 

(43) c0 + cb + cb = o, cococö = B, cb cb = — = co2 — A . 

Nach (42) ist dann 

7. Auf zu den Konjugierten! 

Ly + <2ï ài + j?ï ä2 

5- 

S’(vl - Q = Ql(œ-0Ÿ) + RI(aj2 — œ2) 

(44) — (cb — cb) [(02 4- 7?2 (cb fl-  cb)] 
= (cb — cb) (62 — A», 

und entsprechend 

(45) N’(£î - r,\) = - (cb - cb) (Q\ -R]co). 
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Außerdem etwas umständlicher: 

(S”)2 (*'&  — M = (P[ + Qlcb + R\öß) (PI + QI& + RIcù2) 

- (P\ + Q\ü + R\ü*) (PI + Q'2öJ + RW) 

= (P\ Ql - Q\ PI) (ü-œ) + (P[ R\ - R\ PI) (äß - öß) 

+ (Q\ R\ — R\ Ql) œœ(œ — œ). 

Also nach Division durch Sv unter Berücksichtigung, daß 

ÔÏ RI — R\ Ql = S”/ und (bä) = oß — A ist: 

(46) S ’foïÇ-M  

PïQl — QlPZ 
Sv + P\R\— R\P\ 

?  -Joß 

Die Brüche sind ganze Zahlen, wie bereits Seite 33 bemerkt 
wurde. 

Für v > o gibt es aber für rj\C 2 — K\r\\ noch eine bequemere 

Formel. Aus 1 = bv
2~

1 + ~ folgt nämlich durch Übergang 

zu den Konjugierten 

vT1 = ^r1 4ï 
Vi ’ 

r-1 bl” 1 + £L 
C5 ’ 

daher ist 

—1 —1    4ï Cï   4f C2 Ci 42 
% 42 “4? Cï ~ 45C5 

Dividiert man durch p2, so kommt, weil nach (34) 

£lvl& = Nmf' = also ^ 

ist, rückwärts gelesen 

sw2 - fi  42) = sr  vicier1-er 1) = 
*2 

und jetzt nach (44) mit v— 1 an Stelle von v 

(46a) S”(4Î£ - Ci42) = (*  — &) gS"1^"1C>- 

3*  
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Übrigens kann man auch ohne Hilfe der Konjugierten leicht 
verifizieren, daß die rechten Seiten von (46) und (46a) dasselbe 
sind. Wir haben das sogar schon gemacht, nämlich beim zweiten 
Beweis der Hauptrekursion. Da steht auf Seite 33 Zeile 5 genau 
diese Formel für v — 1 und mit dem Spiel der Strichvermehrung 
gilt sie dann allgemein. 

Mittels dieser Formeln wollen wir zunächst einmal die Haupt- 
rekursion in der Gestalt (41) erneut bestätigen. Ihre linke Seite 
ist nach (45), (44) und (46 a) gleich 

ül(H - vl) + H(vl - il)  + (vlH - Hvl)] = 

— — S" 
ci) — (ü 

H H 1 

vl vl 1 

i\ 1 

und wir brauchen bloß zu zeigen, daß das auch gleich C, also 
gleich /(3C02 — A) ist. Nun ist augenscheinlich 

P\ Q\ R\ 

PI Ql R\ 

ca 
cb 

Sv Sv?2 

S* vj[ Svr,l 
s’Cx svn 

1 
1 
1 

= (sy 
il il 1 

Vl vl 1 

il il 1 

In dem Determinantenprodukt ist aber der erste Faktor gleich 

QlRl — R-lQl ~ Jund der zweite ist gleich 

cb ci> (ö> — cb) -f- co (cb2 — cb2) + co2 (cb — cb) 

= (cb — cb) + ft)2 + co2j = (ft) — cb) (3 co2 — A). 

Somit ist 

J S'Oit — w) (3 co2 — A) = (S’)2 
il  
vl 
il  

r2 

vl 
H 

1 
1 
1 

und nach Division durch S" (co — co) haben wir das Gewünschte. 
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Nunmehr wenden wir uns den Formeln des § 1 zu, müssen 

uns aber davor hüten, etwa auch die A"it bei denen ja der obere 
Index die Anzahl der Striche bedeutet, deshalb auch am Spiel 
der Strichvermehrung teilnehmen zu lassen. Jedes A\ ist zwar ein 
Polynom gewisser bj, aber wenn wir darin alle oberen Indizes 

um eine Zahl k erhöhen, so ist das Resultat nicht etwa Av
i 
+ k. 

Ich habe es in meiner Arbeit [1] mit Av
i k bezeichnet, wir werden 

aber diese Bildungen hier garnicht brauchen. Nach § 1 ist 

Diese Gleichungen lösen wir nach ££ auf. Wenn wir zu dem 
Zweck den gemeinsamen Nenner vorübergehend mit N bezeich- 
nen, dann ist 

und hieraus folgt, weil nach § 1 

(48) 

ist, zunächst 

£2 — % n-i -t*  1 1 v si 

Al Al+1 Nit 

Wenn wir die letzten beiden Gleichungen durch die erste divi- 
dieren, wobei sich der Faktor N weghebt, bekommen wir, wenn 
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wir vorübergehend bei festgehaltenem v den Minor des Elementes 
A) in der Determinante (48) mit B) bezeichnen1: 

„v J5J + 1+i?ï + 1?i + ^  + 1f2 tv _ ^  + 2 + ^i  + 2?i + ^  + 2f2 

ÿl + + ’ ?2 + + ‘ 

In den konjugierten Körpern gelten natürlich die entsprechen- 
den Formeln 

+ + , Bl + * + B{ + *ri 1 + jBl  + *r ,2 
Vl Bi+Bl^  + JBlth ’ *>* Bi + Birh  + Blto ’ 

„ Bl+'  + Bl+Hi  + Bl + H* yv ^S + 2 + ^Ï  + 2CI + ^  + 2C2 

^ + + ^ Bl + Bl^  + BlU % � 

Bildet man jetzt die Differenz r]\  — fj, so ergibt sich ein Bruch, 
dessen Nenner gleich dem Produkt der beiden vorstehenden 
Nenner ist, und mit dem Zähler 

{Bl B\+  2 - Bl Bl+  2) (% - C2) + {B\ 2T0
+ 2 - Bl B\+* ) (Cx - %) 

+ (B:B\+2 - B\Bl+2) (%f 2 - f1%). 

Hier sind die vorderen Klammern Minoren der zur Determinante 

(48) adjungierten Determinante und daher nach bekannten Sät- 
zen gleich gewissen Elementen der Determinante (48), noch mul- 
tipliziert mit der Determinante selbst, die aber gleich 1 ist. Und 
zwar sind unsere vorderen Klammern der Reihe nach gleich 

A\+1, Al+  \ Uv
0
+1. Man hat also 

772 ^ (Bl + B[Vl + Alr] 2) + + 

Ebenso ergibt sich 

r _ v _ ^; + 2U2 — C2) +^U2(CI — +^U2U1C2 — CI>?2) 

V »   » V _ — Ca) + Av
2( 1̂ — J?i) + ^SfaC2 — Ci*?2) 

yi-2 (Jff5+^4i+^%)(^S + ^fi+^f 2) ' 

1 Es ist genau diese Definition zu beachten. Es ist z. B. 

Bl =A[  + 1Al + 2— A\ + 2A2 + 1. 

Aber Bv
0 + 1 entsteht hieraus nicht, indem man v durch v -f- 1 ersetzt, sondern 

B'l + X ist der Minor von A„  + 1 in der Determinante (48), also 

+ i _ Av + 2 A”  A* A”  + 2 j-j  Q — /I j /12 /I j /j 2 • 
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Von diesen drei Formeln dividieren wir jetzt die ersten beiden 
durch die dritte und führen dabei die Abkürzungen 

(49) 

Vi ?2   „ £1 Vl   „ 
Vit*— C1V2 ViZi — ZiVi 02 

vZ £%  nv Vi  -v 
vltt-Zvl — ~2 

ein. Es ergibt sich 

, , v _ Av
0
+1 + A{ + 1QI + AI+1Q2 _ A’ 0 + * + Al + *ei + 4l+ten 

(.50; Qi Al + Aiei + Aie» ’ 02 Al + A^+Afa % � 

Die Q\ sind Zahlen unseres Körpers von <w, und zwar ergibt 
sich aus (49) gemäß den Formeln (44), (45), (46a) sofort 

— Rja) , __ ÜZ{R\o>—(&) 
^ (&-1 — Q-1 <o' 62 — Ri-1 o>’  

Daraus ist ersichtlich, daß die Qv
{ an dem Spiel der Strichvermeh- 

rung teilnehmen dürfen, obwohl die A", mit deren Hilfe wir sie 
primär gewonnen haben, das nicht dürfen. 

§ 8. Erfreuliche Folgen 

Wenn wir den gemeinsamen Nenner der Brüche (50) in der 
Form 

M1 + ^ ^ + Tif  &)  

schreiben und berücksichtigen, daß nach § 1 

lim ^ = £1 > lim 357 = h 

ist, so liegt die Klammer für genügend große v in beliebiger Nähe 
der Zahl 

, I t „ I fr n Cl^?2 “f”  £l(*?2 ^2) 4“ £2(^1 Vl) 
1 + ^ + ^ “ %C2-C^2  

fl h 1 
Vl »?2 1 

Ci C2 1 
Vitt Cl^2 
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Diese Determinante ist aber nach Seite 36 gleich 

Ç(œ — œ) (3a)2 —H), 

also von o verschieden. Ebenso kann man den Zähler der ersten 

Formel (50) in der Gestalt 

4v + 
% ( 

1 + 
A[ + 1 

Qi 
A% + 1 \ 
A\S + 1 

schreiben, wo die Klammer in beliebiger Nähe der gleichen von o 
verschiedener Zahl wie vorhin liegt, und analog ist es auch mit 
dem Zähler des zweiten Bruches von (50). Daraus folgt dann, daß 

Q\, Q" 2 das Aussehen 

Jv + l 

+ <5”), 02 
A " d ^ 0 

Av 0 
(i+O 

haben, wo ö”, e” absolut beliebig klein sind, wenn v hinreichend 
groß ist. Das besagt aber, daß die Q[, von einem gewissen v an 
dauernd positiv sind. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit 

dürfen wir annehmen, daß sie schon von v = o an positiv sind. 
Das bedeutet weiter nichts als, daß wir den Algorithmus erst 
bei einer späteren Stelle beginnen, von der an das eben zutrifft. 
Aus (50) folgt dann, da ja A" mit v wächst, daß 

(52) 02 > 0i > 1 

ist. Weiter lehrt die erste Formel (51), daß Q\ — R2a> für alle v 

dasselbe Vorzeichen hat, und die zweite Formel (51) lehrt, daß 
R\w — Q\ ebenfalls dieses Vorzeichen hat. Wenn wir daher die 
Hauptrekursion (41) in der Gestalt schreiben 

(S3) r2(ÔÏ - R\co) + li (Rico - Ql) + *°- lw 
Pv 
% =2 

= C, 

so haben alle drei Summanden gleiches Vorzeichen und die For- 
mel selbst lehrt, daß es das Vorzeichen der Konstanten C ist. 
Damit sind wir schon erheblich weiter gekommen als wir vor § 7 
waren, die Reise zu den Konjugierten hat sich also gelohnt und 
geradezu als Reisespaß-Reise erwiesen. 

Wegen der gleichen Vorzeichen können wir die Formel (53) 

mit Absolutstrichen schreiben : 
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(54) 5161 — + = \c\ 

und wollen noch zeigen, daß hier der erste Summand der größte 
ist. Wegen der ersten Formel (51) ist mit Rücksicht auf (36) auch 

(55) Pi = 
Q{- 1 — ÄRico 

er1- 

Daher wegen Q\ > 1 mit einem Strich mehr 

\Q\ — R\(o\ > \R\œ-Q\\. 

Da auch 5 > 5i so ist a^so der erste Summand in (54) größer 

als der zweite. Nach der zweiten Formel (51) ist 

(2g-1 — Rj-'o) = Xjat — Ql _ — QÏ) 

£2 Qz -2 

Daher ist der dritte Summand gleich dem durch 502 dividierten 
ersten, also kleiner als dieser. Somit ist der erste Summand der 

größte der drei und folglich größer als ein Drittel der Summe 
und natürlich auch kleiner als die ganze Summe. Es ist also 

(56) ^ <5|ôï — R\o>\< \c\. 

Um über die Qv
2 weiteres zu erfahren, setzen wir 

AQ + A\Q1 -f A2P2 = H'. Dann ist nach (50) 

v _ Hv + 1 v . _ W- + 2 
01 JJv > 02 JJv ’ 

und nach § 1 

Hv+3 = b\Hv+2 +b\Hv+1 +H V. 

Daraus folgen sofort die Rekursionsformeln 

(57) 02 = 0Ï0Î+\ 

02+2 b\ + 
b\ + 

1 
ü' 

(58) 
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Weiterhin werden die Größen 

(59) 
H (Ql -^lw)   ar 

c 

eine wichtige Rolle spielen. Nach unseren Feststellungen über 

die Vorzeichen von Q\ — R\w und C sind sie positiv und nach 

(56) ist 

(60) jCtf'Ci. 

Nach (59), (55) mit einem Strich mehr und der zweiten Fl. (51) ist 

(f-s Ql —Rico R\m — Q\ R^-1a> — QV1 

^ ' c H ’ c Her1’ c Qi ' 

Wenn man diese drei Formeln der Reihe nach mit £j>, -=- mul- 
H 

tipliziert, dann haben die linken Seiten nach (53) die Summe 1 

und nach Division durch % &” kommt 

(62) 
1 H 

Her H ei ' 

Wenn man in der letzten Formel (61) v— 1 durch v ersetzt und 

sie dann mit der mittleren vergleicht, kommt: 

#>• + 1 

Her also & .» + 1 
HeV 

und schließlich wegen (57) mit 1 Strich mehr 

(63) dv + x
 = 

frei*2 

~H~ 

§ 9. Homogene Relationen zwischen S’’, den Bestandteilen 

der S’£ und der Konstanten C 

Es ist 

ßWß’i — R» + Q\<»(Rlo> — Ql) = S’/œ2, 
Rico2 (Ql — R[co) + Rico2 (Rico — Ql) = Sv Jco2. 
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Daher, wenn man durch Q\ — R{co dividiert, nach (61) und (39) 

(64) 
n. , , <2iOJ 

+ ~vTi 
5-/CU2 _ -SV"2 £2 _ 5”cu2^ 

Qi — J^ca ~ &VC ~ #"(3co2 — A)’ 

(65) Rv
2co2 + 

R[ œ°- 
eï+1 

SvJco2H S’tfQ 
WC — ^(3CU2 — A)' 

Nunmehr können wir alle Bestandteile von und Sri v
2 linear 

homogen durch den Bestandteil Q\co, Sv und C ausdrücken. 
Indem wir von der Formel (59) ausgehen und dann auch (64) 
und (65) heranziehen, ergibt sich die folgende Tabelle: 

(66) 

R\œ* = Q\œ 
ü^coC 

IÏ ’ 

p\ = m — Qi co — Rico2 = y n — 2 QI< 
&”coC  

il ’ 

p\- 

Ô2W = 

PI = 

,v cv , &0>C 
bls = IP — 2Ô1W + -lj-,  

S" œ-il 0« 
^(3<O- — A) eD1’  

S'1 (O2 il R\ CO- S'’ eu2 n <2ï <0 % &'’  coC 
üv (3<o2 — A) ei' + 1 

S'il — Q\m — Rico’2 = S'il 

”{3  CO2 —A) Ql + 

2 5”  co2 

#’(3CO2 — A) 

2Q{CO 

HeV 

&vco C 
tv nv + l ’ *=2 tfl  

Pl — blSv s’iy 
il +1 

2Svœ-H 
&’’(3OJ-  — A) 

2 Ql co &vco C 

il  É?i 

Ebenso können wir die Bestandteile von S”il  und Sr i2 auch 
linear homogen durch den Bestandteil Qv

2co, Sv und C ausdrük- 
ken. Wir schreiben die entstehende Tabelle zwecks nachheriger 
Anwendung mit einem Strich mehr, wollen aber das dabei auf- 

tretende t9’ , + 1 nach (63) durch—^—ersetzen. Die Tabelle wird 
il  

dann, mit der zweiten Formel (61) angefangen, folgende: 
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(67) 

•&v + 1coC &va> C p* + 1 m2 — (-)<’  + 1,. 1 " _ /O” +1 ,, 
% ̂ 2 ^ x^2 ^ T £V + I^V  + 2 ^ ' ££ + !££’ 

Pv
2
+1 = SV + 1H+1 — Ql+1œ — Rv

2
+1œ2 

= SV + 1P2
+1 — 2QV

2
+1OJ &"œC 

&>  + lf:v > 

PV
2
+1 — 6l+1S’+1 =^{^1  — 2Ö2 +

 1 &vcoC 
^ M  

&+iir 

(9” +1 w - - 4,|' + 1(O2^ + 1^’ Oo+1copv + 2 

*ï
+1«2

 = V^-A)2 -K+1^ QV 

5*  + 1«*fl! +r« 
— ÖTWr — 

tPco C 
01 ~ 0-(3 co* — A) ^ £| + 1£S 

p„  + 1 = S’ + i^+i  — ß’ + lc —i^ + iß)2 

_ ÇV + 1 er + 1 _ 25” + 1a)2fJ + 1^ ^0r + 1 r + 2 
“  6 *1 — + ys 01 

, #''coC 
01 

pr+l_ ,r + l or + 1 _ 5  ̂_ 
1 1 fr2 ^(3<02 — A) 

t e\r 4- 1 r + 2 1 $r  (O C y 4 0 
+ 2 ß2 « 01 " + ^r + 1 gv 01 

Die Tabellen benutzen wir jetzt, um aus früher gewonnenen 
Formeln Nutzen zu ziehen. Die Formel (37) mit v Strichen mehr 

lautet 

t”  +1 (/>£ +1 
RV

Z
+1A — Q\+1(ü) = P\— b\Sv + R{A — R\(o2). 

Ersetzt man A durch 
A co 

<x>*  
A co 

co2, so kommt 

tr +1 ( jy +1 
(^2+1 + 

A cu 
B + A co 

7?v,+ 1cü2 

B 4- ^4 co 

-Ö2+1«)=^-^l^ 

B 
B + Am 7?* er- 

setzen wir auf der linken Seite für die einzelnen Terme die Werte 
aus der Tabelle (67) und auf der rechten Seite die Werte aus der 
Tabelle (66) ein, so kommt nach leichter Zusammenfassung 
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S' + 1(f  2+1)2 +1 (fc? +1^2 3-^+ 2 Ao) QV 4-1 ^ gv 4-1 B C 
B + Aco 50,2 ”sz Z?-j-yä co 

S" B2 A co 2B + Aco&vcoC 
K+î ,5 + rico + ~B+Alo if“  ' 

Führen wir also die Abkürzungen 

•S- 

(68) 
ß 
Z__ = £/», 5V + 1(^+1)2 = F 

ö;«U = & v, QI+1CO?2
+1

 = îP», 
&vcoC 

= Dv 

ein, so haben wir die Formel 

(69) Fv — £7* = (ÎP — <T) + Q\ 
' B -\-A CO K ' # 4- A n\ 

Die zweite Formel (11), in der A herausfällt, sieht mit v Stri- 
chen mehr und mit co multipliziert so aus: 

B 
svQ\+1  ̂= ^rœ (*X) 8 - Q>(P{ - b\5”). 

Die linke Seite ist mit den Abkürzungen (68) gleich UVW''. Für 
die rechte Seite benutzen wir die Tabelle (66) und wenden auch 
gleich wieder die Abkürzungen (68) an. So kommt 

B 
U”W = BTAIL ^ - 0v(°ry -1®"+  ' + 

  3 B + 2 Aca ( 0vy>. 3 B + A co 
B + A co B -\- Aco 

& VQV + B 
B + A cu 

(Qv)2—Uv0\ 

Bringt man das letzte Glied von rechts nach links, so kommt 
schließlich 

(70) 

er(y + ip) = 3B +2 A_P — 1-f +.Am r/y fr  J ë (Q*\2 
' J B + Aco K T VW • B-j-Aco B + Aco 

Die Formel (24) hat mit v Strichen mehr und mit co multipli- 
ziert die Gestalt 

Sr + 1Q[w = B 
B + Aco (Rl+1m*)*  — Ql+1œPl+1. 

Wendet man rechts die Tabelle (67) an, so kommt 
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Sv + 1Q[co 
B 

(o”  + 1co 4- ®' wC\z  B + Aco\^2 + 

— Ql+1co (y + 1i :+1 — 2 Ql+1c 
&vco C 

Wenn man jetzt mit (£o+1)2 multipliziert und die Abkürzungen 
(68) gebraucht, ergibt sich 

V" 0V B 
B + Aa> 

3B + 2 Am 
B -\-Aco 

(¥'*’  + üy 1
P\VV—2WV—Qv) 

B en2+3f+-fcuy^ v ' B + Acu B + Aco (Qy—^v\ 

Bringt man das letzte Glied von rechts nach links, so kommt 

(71) 

v(0v+ wv) = 3-fA-2/UJçpy + -f+^ais*&  + n B„ coy. 
v J B-\-Aa> ' 

J B-\-Aa> B-\-A<a ' ' 

§ 10. Abschluß 

In § 5 wurde festgestellt, daß die Frage der Periodizität iden- 

tisch ist mit der Frage, ob die Menge der ganzen Zahlen S”, P", 

QR' beschränkt ist. Das läuft ungefähr darauf hinaus, ob die 
Menge der Zahlen U", V, 0V, W, Q" beschränkt ist. Die Qv sind 
es nach ihrer Definition bestimmt. Von den andern wissen wir es 

nicht. Aber wir haben in den Formeln (69), (70), (71) Beziehun- 
gen zwischen ihnen und Qv gefunden und es gibt vielleicht wei- 

tere. Hätten wir etwa zwei homogene Relationen zwischen 0\ 
Wv und Q", so könnten wir wohl schon auf die Beschränktheit 
von 0V und W schließen und wären nahe am Ziel. 

Von den aus der Matrixproduktformel (19) fließenden Bezie- 

hungen haben wir nur eine kleine Auswahl angegeben und eine 
noch viel kleinere Auswahl ausgebeutet. Auf all diese Beziehun- 
gen kann man mit v Strichen mehr die Tabellen (66) und (67) 
anwenden. Da aber diese Beziehungen doch nur Folgerungen aus 
den sieben Mutterformeln (11), (12), (14), (15), (16) sind, können 

die so erzielbaren Resultate nicht unabhängig voneinander sein, 
sondern sind mannigfach miteinander verknüpft. So kann man 
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z. B., wenn man die Formel (70) von (71) abzieht, durch & v + 
dividieren und, was herauskommt, ist die Formel (69). Hätten 
wir vorhin statt der Formel (24) lieber (25) benutzt, so wäre eben- 
falls (71) herausgekommen. Hätten wir es mit (23) versucht, so 
hätte sich eine Kombination von (71) und (69) ergeben. 

Wenn nun aus den vielen Beziehungen, die die Matrixprodukt- 
formel (19) zur Verfügung stellt, noch etwas anderes herauszu- 
holen ist als immer nur (69), (70), (71), so muß das auch schon 

aus den noch nicht ausgebeuteten vier Mutterformeln (12), (14), 

(15), (16) zu holen sein. Also nahm ich diese in Angriff, obwohl 
es einfachere gibt. Alle vier sind vom dritten Grad, und die vier 
in ihnen auftretenden Determinanten haben folgende Eigenschaft 

gemein: Wenn man zu den Elementen der letzten Zeile die mit 
Jß 

10 multiplizierten der vorletzten und die mit coz — A = — multi- 

plizierten der ersten Zeile addiert, dann bekommen die Elemente 
5 

der letzten Zeile den Faktor -p- und man kann die Formel durch 
52 

5 dividieren, so daß sie nur noch vom zweiten Grad ist. Setzt 
man jetzt nach unserem Rezept v Striche mehr und führt die Ab- 

kürzungen (68) ein, so liefern die Tabellen im Fall der Formel 
(12) eine ziemlich lange homogene Formel zweiten Grades, in der 

die meisten Glieder den Faktor Uv haben, und die andern Glieder 
lassen sich durch leichte Rechnung in ein Multiplum von 

3 B + 2 Aco 
B + A co 

(&y 3B+AC0 

B -\-Aco (0V Qv) + B 
B + Aco 

also von Uv(0v-J
r W") zusammenfassen. Man kann also nochmals 

durch U”  dividieren und hat eine lineare Relation. Sie ist aber 
leider nichts Neues, sondern wieder die Formel (69). 

Im Fall der Formeln (14) bis (16) ist die Rechnung wesentlich 

umständlicher, weil aus den Tabellen jetzt auch die Formeln zu 
benutzen sind, in denen der unbequeme Nenner #”(30>2 — A) 

vorkommt. Zwar bekommt man auch sofort eine lange homogene 
Formel, in der die meisten Glieder den Faktor U* haben. Aber 
die Zusammenfassung der andern Glieder zu einem Multiplum 
des selben Ausdrucks wie vorhin ist etwas mühsamer, ebenso die 

Identifizierung der nach Division durch U" entstehenden Formel 
mit (69). Ich mußte mich dabei auf die Formel (62) und die 



48 Oskar Perron 

gleiche mit einem Strich mehr stützen. Also etwas Neues kam 
wieder nicht. 

Mein Glaube an die Periodizität ist durch das Ausbleiben sol- 
cher Relationen wie ich sie suchte, stark erschüttert. Das Problem 
bleibt ungelöst, vielleicht liegt die Lösung in anderer Richtung. 
Ich werde mich weiter bemühen, solange meine altersschwachen 

Kräfte noch reichen. Wenn ich nicht irre, hat Lessing irgend- 
wann und wo einmal gesagt: Schöner als die fertig gelieferte 

Wahrheit ist das Suchen nach der Wahrheit. 
Zum Abschied noch was Fröhliches. Da sind wir in den For- 

meln (70) und (71) der quadratischen Form 

begegnet, einmal mit x — 0V, y — — Qv und einmal mit # = ¥/I ', 

y = D’’.  Welcher Mathematiker freut sich nicht, wenn er unver- 
sehens einer quadratischen Form begegnet ? und welcher jauchzt 
nicht, wenn sie sogar definit ist ? Wie steht es nun hier damit ? 
Sollen wir uns nur freuen oder dürfen wir jauchzen? Antwort: 

Die Form ist definit, wenn die konjugierten Körper imaginär 
sind. Da sind wir also endlich einmal auf einen Unterschied 

zwischen den beiden Arten kubischer Körper gestoßen, deren 
Schicksal bis hierher so ganz parallel verlief, und wir dürfen 
einen Freudenpluspunkt für die Körper mit imaginären Konju- 

gierten buchen. Kein Zahlentheoretiker wird sich darüber wun- 
dern. 

Das Kriterium für Definitheit ist, da es dabei auf den gemein- 
samen Nenner B-\-Aco — co3 nicht ankommt: 

oder weil B — co3 — A co ist, 

3(w3 — A co)2 + 2 A(coi — A co2) — A2co2 > o, 
3 OJG — 4 A tu4 > o, 

3a)2 — 4A >0. 

Für imaginäre Konjugierte kann man in jedem Algebra-Buch 
das Kriterium 27B2 — 4A3 > o lesen. Das Kriterium, das wir 

3 B 4- 2 A w 
B + A co 

4(3 R + 2ACO)B — (3B+ A ca)2 > o, 

3B2 + 2ABCO — A2co2 >0, 
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hier brauchen, 30)2 — 44! >0 steht vielleicht auch irgendwo; 
ich kann mich nicht erinnern, ihm begegnet zu sein. Statt es zu 
suchen, wollen wir es lieber beweisen. Für die zu co konjugierten 
Zahlen ist nach § 7 

ü) ä> = — co, co (b = co2 — A , 

also sind sie die Wurzeln der Gleichung 

x2 + cox + co2 — A — O, 

und die sind imaginär für 3 co2—4 A > o. W. z. b. w. 
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