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Mathematik ist eine frohliche Wissenschaft,
vielleicht die frohlichste von allen,
lebt stillvergniigt von
Mini-Mammon und Maxi-Mens
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§ 1. Einleitung

Zwei irrationale Zahlen &, &, heilen linear unabhingig, wenn
zwischen ihnen keine Relation a,&;, + @,&, = a3 mit rationalen
a,, as, ag besteht, die nicht alle drei verschwinden. Unter dem
Jacobi’schen Algorithmus fiir zwei linear unabhingige Irra-
tionalzahlen &, &, (in dieser Reihenfolge) versteht man folgendes:
Sind 4y, 4, die gréBten in &, & enthaltenen Ganzen, so werden
zwei Zahlen &, &, durch die Formeln
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14 Oskar Perron

51'—“51 :»§2=52+E—2
definiert (zuerst &, dann &}). Man sicht sofort, daB3 &, & wieder
zwei linear unabhiingige Irrationalzahlen sind. Daher ldf3t sich
der ProzeB3 wiederholen und unbegrenzt fortsetzen:

=0 +3, H=4 +51,,

Die oberen Indizes bezeichnen dabei die Anzahl der Striche
(z. B. & = &'l &) ist stets die gréBte in & enthaltene ganze
Zahl. Fir v = 1 ist also

B >1,8>8 >0 0,>1,8 26 20

und wir diirfen ohne weiteres annehmen, daf} das auch firv = o
gilt.
Folgendes ist bekannt: Wenn man von der Matrix

A AL A2 100
AY A 43 ) = 010)
Ay A} A 001,

ausgehend weitere A% (oberer Index gleich Anzahl der Striche)
mittels der Rekursionsformeln

AT = AL 4+ 854%FY + 8, A%t2 (6=0,1,2;v 20)

bildet, so sind trivialer Weise die A4} fir » = 4 positive ganze
Zahlen (fiir ¥ < 4 sind einige gleich o) und auBlerdem gelten die
Formeln

Ay Ay Ay

Ay 473 ot | =

AE A1é+1 A;_+2
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AL+ gAt  BAT
S = Dy aar e (- b2

. A .
lim 7:?:6,- (=1, 2).

YV = 00

AT
fir &, & mit gemeinsamem Nenner. Die Konvergenz ist
allerdings ldngst nicht so rasch, wie man es in Analogie zu den
Kettenbriichen vermuten kénnte. Das alles habe ich vor mehr
als 60 Jahren bewiesen [1] und dabei weiter gezeigt: Wenn der
Algorithmus periodisch mit £-gliedriger Periode verlduft, das
heit wenn fiir ein gewisses » einmal & 7% = £}, £, = &, ist, was
dann trivaler Weise auch fiir alle gréferen » gilt, dann gehéren
die Zahlen &, &, einem hochstens kubischen Zahlenkérper an. Er
ist sogar genau kubisch, wie ich bald danach in der Arbeit [2]
und dann nochmals einfacher in der Arbeit [3] zeigen konnte. Ob
auch die Umkehrung gilt, wie in Analogie zu den Kettenbriichen
zu vermuten war, konnte ich aber nicht entscheiden, und es ist
auch bis vor wenigen Jahren nicht der geringste Fortschritt in
dieser Frage erzielt worden. Erst im Jahr 1964 hat Herr Leon

3. 3
Bernstein bewiesen: Fur & = VA, &y = VZZ, wobei 4 eine
natiirliche Zahl in gewisser genau beschriebener Nihe einer be-
liebigen ganzen Kubikzahl ist, verlduft der Algorithmus perio-
disch, und die Periode konnte auch nebst Vorperiode genau an-
gegeben werden. Die Frage, ob auch fiir andere Zahlenpaare

Die rationalen Zahlen sind daher Niherungsbriiche

8
des Kérpers von I/ 4 Periodizitit eintritt, wurde nicht gestellt
[4]. Bald folgten weitere Untersuchungen von Bernstein mit dhn-
licher Zielsetzung und Tragweite. Eine Zusammenstellung dieser
Arbeiten findet man im Literaturverzeichnis der Kolner Disser-
tation von Stender [5].

Das hat mich zu dem Versuch veranlaBt, die Frage einmal in
voller Allgemeinheit anzupacken. Dabei ist mir zwar der Perio-
dizitdtsbeweis bis heute nicht gelungen. Ich habe aber bei der
Arbeit auler dieser Enttiuschung doch auch eine Reihe neuer
Erkenntnisse und freudiger Uberraschungen erlebt, die mir
zeigten, daB ich auf dem rechten Weg bin, und die ich deshalb
nicht ungenutzt mit ins Grab nehmen maochte.
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§ 2. Ein Hilfssatz

Den (reellen) kubischen Kérper, in dem wir operieren, denken
wir erzeugt durch eine Wurzel w der irreduzibeln Gleichung

3 —Ax—B=o0

mit ganzen Koeffizienten A4, B. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit diirfen wir o > o annehmen. Die Potenzen von o
werden mit w? w3, ... bezeichnet, so dal3 bei w ein oberer Index
stets ein Exponent ist und nicht eine Anzahl von Strichen. Es ist

WP =Aw +B, v = 4 w4+ Bo.
Jede Zahl & des Korpers 148t sich eindeutig in der Gestalt
=X 4+ Yo+Zw?

mit rationalen X, YV, Z darstellen. Sie geniigt selbst einer kubi-
schen Gleichung, die sich in bekannter Weise so ergibt:

Es ist

E=X+4+Yow-+ Zuo?
to=Xo+Yo*+Z(Aw+ B)
=ZB+ (X+Z4) v + YVe?
(o =X+ Y(Aw+ B)+Z(Aw?+ Bw)
=YB+ YA+ZB)o+ (X +ZA4) v

Hieraus folgt
X—¢ Y Z

ZB X4 ZA—¢ y = o,
VB YA+ZB X424 —¢

und das ist bereits die kubische Gleichung fiir §. Aus ihr ist sofort
die Norm von & abzulesen:

X Y A
NmX+Yo+Zw?) =|2ZB X+4ZA Y
YB YA+4ZB X+ ZA

Nun gilt der folgende Hilfssatz, den wir dauernd brauchen
werden:
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Hilfssatz. Wenn fiir drei Zahlen §; = X, +Y,0+ Z;0? (i = 1,
2, 3; X;, Y;, Z, rational) die Produktformel & & = &, gilt,
dann gilt auch die auf dem Faltblatt bei Seite 32 als oberste
stehende Matrixprodukiformel.

Bei ihr stehen in den Spalten der drei Matrizen genau die Ele-
mente, mit denen nach dem Vorausgehenden die Normen von
&, &y, &5 gebildet sind. Wegen der Gleichheit &, &, = &£,&; sind
die Matrizen natiirlich kommutativ. Zum Beweis des Hilfs-
satzes multiplizieren wir aus:

1Y3"i“ Y3w+Z3w2 = <X1+ Y1w+21w2) (X2+ Y2w+ZZw2)
= XX+ (X Yo+ Y X)o+ (X 2+ V1 Y+ 2, Xp) 0?
+WNZy+2,Y,) (Aw+ B)+ Z, Z,(A w*+ Bw).

Es ist also
X, =X1X2+(Y122+21Y2)B:

V=X, Yo+ YV, Xo+ (Y, 2o+ 2. Vo) A+ 2, 2, B,
Zy =X\ 2+ Y\ Vo + 2, X+ 2, Z, A

Nun braucht man nur die nach der Matrizenrechnung gebildeten
Elemente der Produktmatrix in extenso hinzuschreiben und
verifiziert sofort, daB sie die in dem Hilfssatz auf dem Faltblatt
angegebenen Werte haben.

§ 3. Normiertheit

Wir schreiben jetzt die Zahlené,, &,, fur die wir den Jacobi-
Algorithmus durchfithren wollen, in der Gestalt

® g = DGR R 11y,

wobei P;, Q;, R;, S ganze Zahlen sind, zunichst bis auf einen
willkiirlichen Proportionalititsfaktor eindeutig bestimmt. Die
Forderung der linearen Unabhingigkeit driickt sich dann, wie
leicht zu sehen, aus in der Bedingung

(2) O\ Ry — Ry Qs 5+ 0.
Nach § 2 gentigt S¢; der Gleichung

2 Minchen Ak, Sb. 1971
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Pi - S(Sx Qi ‘Ri
RBP4+ R.A— SE 0. =
0.3 0,A+RB P tR.A—SE
und es ist
r0 R,
(S)*Nm&; = Nm(SE) = | R,B P+ R, A 0.

Q;B Q1A+R18 P,—f—R'A

Dabei haben wir die dritte Potenz von S in der Form (S5)3 ge-
schrieben, weil S? spiter soviel wie S'" sein wird.
In der Folge wird uns die Matrix beschiftigen

(3)

: P2 Q2 R2 Pl Ql Rl
RyB  Py+R, A O, RB P+R A O
OB QA+RB Po+RoAd OB QA+RB P,+RA

Die ersten drei Spalten bilden als Determinanten die Norm von
S &, die letzten drei die Norm von S¢,. Es ist keine Beschrin-
kung der Allgemeinheit, wenn wir annchmen, dal3 alle Determi-
nanten zweiten Grades der Matrix (3) durch S und alle Deter-
minanten dritten Grades durch (S)? teilbar sind. Wenn das nim-
lich nicht so ist, brauchen wir die Briiche (1) nur mit (S)2 zu
erweitern. Dann ist der neue Nenner gleich (S)% und die Deter-
minanten zweiten Grades sind durch (5)%, also gewiB durch den
Nenner (5)? teilbar; und die Determinanten dritten Grades sind
durch (5)8, also durch das Quadrat des Nenners (S)? teilbar.
Wir nennen die Darstellung (1) der Zahlen &, & normiert,
wenn die geforderten Teilbarkeitsbedingungen erfiillt sind, und
setzen jetzt also die Darstellung (1) als normiert voraus.! Offen-
bar bleiben die an die Matrix (3) gestellten Teilbarkeitsforderun-

! Das ist das Analogon dazu, daB man bei der Entwicklung einer quadrati-
schen Irrationalzahl _’%f_‘l in einen regelmifigen Kettenbruch voraus-
setzt, daB % — Q%0 durch § teilbar ist, was sich notfalls durch Erweiterung
erreichen 14Bt. ~ Ubrigens gibt es immer auch eine normierte Darstellung mit

kleinstern positivem Nenner. Es kommt uns aber gar nicht darauf an, gerade
diese zu haben.
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gen erfillt, wenn wir die Elemente der Matrix modulo S dndern,
also etwa P, durch P;—¥4; S ersetzen.
Analog zu (1) setzen wir nun auch
P+ Qw + R w? v _ P+ Qo+ Rlw® .
(@) &=LEGet R o HAAOTRS
(oberer Index gleich Anzahl der Striche), sezzen hier aber nichts

iiber Normiertheit voraus. Die Forderungen
L=btg, b=b+

2

besagen dann

P —6 S + Qo + Rt N
S TP+ Qo+ Ryt
LPy—55 + Qoo + Ry P+ Qo + Riw*
S TP+ Qho + Ryw? !

oder mit den Nennern heraufmultipliziert:
(5)  (Pp+ Qo+ Ryw?) (P, — 5,5+ Qo + Riw?) = S5,

©6) Pyt Qo+ Rio®) (Py— b8, + Oy + Ry?)
=SP + SQ{w —l—SR{w?

Nach dem Hilfssatz des § 2 folgt aus (5) die auf dem Faltblatt
bei Seite 32 angegebene Formel (7) und aus (6) folgt die For-
mel (8) auf dem Faltblatt.

Nach der ersten Zeile der Produktmatrix (7) ist

)

Pé(Pl—éls) —{—QZ'RIB +RéQlB =S85,
P?‘Ql +Qé<P1_515+R1A)+Ré(Q1A + Ry B) =0,
PR, +0s0 + Ry(Py—b6,S+ Ry A)=o.

Nach der ersten Zeile der Produktmatrix (8) ist

(10)
Py(Pr—5,S) + 0y Ry B +RL0, B =SP
Py +Qo(Py—b, S+ Ry A)+ Ry (Q A+ Ry B) =S50,

PyR, + Q220 + Ry (Py—5,S+Ry 4)= SRy,

2®
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Die Formeln (9), (10) sind sechs homogene Gleichungen fiir
die sieben Unbekannten Py, Qy, Ry, S’, P1, Oy, Ry, die dadurch,
wie wir sehen werden, bis auf einen willkiirlich bleibenden
Proportionalitdtsfaktor bestimmt sind.! Damit hat man also Eé
und £;. Praktisch wird man zuerst aus der zweiten und dritten
Gleichung (9) Py, O, Ry entnehmen wollen; sie sind proportio-
nal zu den Determinanten

P,—bS+RA QA+ RB QA+RB O
0, Pi—b S+ Ry Al | Pi—bS+RA R

Ql Pl_éls—s—RlA

Ry Q1 ’

falls diese nicht alle drei verschwinden. Aber das tun sie nicht.
Denn sonst wiirde auch die Determinante

Pi—6S R,B 0, B
a, Pi— 5S4 R A O A+ R B
| R 0, Py — b6, S+ Ry A

wegen der zweiten und dritten Zeile verschwinden. Diese ist aber,

wenn man sie um die Hauptdiagonale dreht, nach § 2 die Norm
S R

von S& —6,8 = S(§ — &) =+, also == 0, weil eine von o
°2

verschiedene Zahl unseres Koérpers auch eine von o verschiedene

Norm hat.

Die obigen drei Determinanten sind aber, wenn man Zeilen
zu Spalten macht, Determinanten aus der Matrix (3), wobei nur
Py durch P, — 4, S ersetzt ist. Sie sind also wegen der voraus-
gesetzten Normiertheit der Darstellung (1) durch S teilbar. Da-
her liegt es nahe, damit P;, Q,, R, nicht unnétig groB ausfallen,
als willkiirlichen Proportionalititsfaktor die Zahl % zu wihlen.

Wir werden also setzen:

1 Die andern Zeilen der Produktmatrizes in (7) und (8) liefern natiirlich nur
Linearkombinationen der Formeln (9) und (10) und sind hier entbehrlich.
Man hitte iibrigens die Formeln (9) und (10) auch direkt aus (5) und (6)
durch Ausmultiplizieren gewinnen kénnen, so dafl die aus dem Hilfssatz des
§ 2 folgenden Formeln (7) und (8) iiberfliissig scheinen. Im nichsten Para-
graphen kommt es aber anders.
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G Py—bS+ R 4

QAd+RB O
Pl_‘éls—i"RlA Rl

1

(1)  Pp=+

?

Q1 Pr—bS+R A4
R, o

Die Unbekannte S’ ergibt sich dann aus der ersten Formel (g),
indem man fiir Py, Oy, R, die Werte (11) einsetzt. Das Resultat
Bt sich dann so schreiben:

i Pl__éls Ql Rl
(12) S'=1gz| BB P—bS+RA4 o} .
O, B OA+RB P—b6S+R A
1

1 / 1
Q=% Ry =

Die Determinante ist wegen der Normiertheit der Darstellung (1)
durch (S)? teilbar, also ist neben 2, Q;, Rj auch S’ eine ganze
Zahl. Die Determinante ist auBerdem, wie oben gerade festgestellt
wurde, gleich

D= OF
N 5 = Nmg
so daf} wir aus (12) nebenbei noch die wichtige Formel gewinnen:
S

Jetzt fehlen uns noch die GréBen P}, Oy, R;. Diese ergeben sich
natlirlich sofort aus den riickwiirts gelesenen Gleichungen (10),
wenn wir fiir Py, Qy, R,y die gefundenen Werte (11) einsetzen.
Die Resultate lassen sich dann so schreiben:

, 3 Pz—'bzs Q]_ Rl
(14) Pi=1zz| BB P—bS+R A O ;
0, B 0,A+R,B P—b6S+RA
/1 1%
( /3) 1 0, 0, Ry
Q1= o7 [Pe— S+ Rod Pr—5S+R, A Oy .
0, A+ R, B QA+R B P—6,S+R A
16
( ,) . Rz Ql Rl
R = 15w 0, P—bS+R A O :
Py—b,S+R,A  QA+RB P,—bS+R A
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Auch diese Determinanten sind wegen der Normiertheit der Dar-
stellung (1) durch (S)? teilbar, so daB Py, Q;, R, auch wieder
ganze Zahlen sind. Ubrigens werden die Determinanten (13)
und (16) etwas bequemer, wenn man die erste Zeile mit 4 multi-
pliziert von der letzten abzieht.

Und jetzt kommt schon die erste freudige Uberraschung. Die
gefundene Darstellung fiir &, &, ist némlich ganz von selbst nor-
miert, ohne daf} erst eine Erweiterung notig ist. Die behauptete
Normiertheit besagt, daf3 alle Determinanten zweiten bzw. drit-
ten Grades der Matrix

(17)

Py 0, Ry Py Q4 R,
R)B Py+R,A 0, RIB Pj+R,A 0,
0sB QsA+RyB Py+Ry4 QB QiA+R,B Pi+RjA,

durch S’ bzw. (§')? teilbar sind. DaB das zutrifft, soll im nich-
sten Paragraphen nachgewiesen werden.

§ 4. Nachweis, daf3 die gefundene Darstellung
von E{, Eé normiert ist

Wir bemerken zunichst, wenn wir in Formel (7) auf dem Falt-
blatt von den Matrizen zu den Determinanten tibergehen, daf3

Py Qs R,
R,B  Py+R, A Q,
0oB QyA+Ry,B P,+R,A
Pl_"éls Ql Rl '
R,B  Pi—b5S+R A o) = (5§5')3
OB QA+ R B P —b6S+R A

ist. Da aber die zweite Determinante nach (12) gleich (5)25"' ist,
ergibt sich flir die erste der Wert

Py Qs R,
(18) R,B  Py+ Ry A Qo = S(5F~

Qo8B Qp A+ RyB Py+ Ry A
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Das ist bereits eine Determinante dritten Grades der Matrix (17),
deren Teilbarkeit durch (5")? hiermit nachgewiesen ist. Fiir die
weiteren Determinanten bendtigen wir die Matrixproduktformel
(19), die als unterste auf dem Faltblatt bei Seite 32 steht und
deren Beweis wir eigentlich schon in Hinden haben. Denn daf3
die ersten drei Spalten der in (19) angegebenen Produktmatrix
richtig sind, ist trivial; daB3 die folgenden drei Spalten ebenfalls
richtig sind, lehrt die bereits bewiesene Formel (8) auf dem Falt-
blatt und fir die letzten drei Spalten lehrt es die ebenfalls schon
bewiesene Formel (7) auf dem Faltblatt.

Wenn wir jetzt die vordere (dreispaltige) Matrix des Produktes
(19), deren Determinante nach (18) gleich S(S")? ist, mit einer
aus drei beliebig herausgegriffenen Spalten des hinteren (neun-
spaltigen) Faktors gebildeten Matrix multiplizieren, so ist das
Produkt eine Matrix, deren drei Spalten auf der rechten Seite
von (19) genau unter den drei herausgegriffenen Spalten stehen.
Wenn wir dann von den Matrizen zu ihren Determinanten iiber-
gehen, ergibt sich fir eine gewisse Determinante der Matrix (17)
sofort die gewiinschte Teilbarkeit. Greifen wir z. B. die Spalten
1, 2, 4 heraus, so kommt, wenn wir gleich zu den Determinanten
tibergehen:

1 0 Py,—&S P, Q SP
S(S%lo 1 RB | = |R,B PL+R.,A SR!B|, also
o o OB 0B QA+R,B SQB

Py Qs Py
(20) (S"20,B=|R,B P,+R.A R!B|

0,8 QA+ R;B QB

Diese Determinante aus der Matrix (17) ist also durch (§')? teil-
bar. Greifen wir die Spalten 2, 4, 5 heraus, so kommt

o Py—6S Qs
S(SH? |1 R, B Py — 6,84+ R4 | =
o 0, B 0, A+ R, B
Qs SPy S0
=| Py+Ryd SRB SPj+SR;A |,also
QA+ Ry,B SQ1B SQiA+SR.B
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Pa—*ng AQZR 5
(21> _ (51)2 Qz SQZ + 2

Oy Py N
= | Py+RiA RyB P|+RA
Q,A+RyB Q1 O1A+ R B

Nun ist links der Zihler des Bruches eine Determinante der
Matrix (3), nur 2, durch P,— 4, S ersetzt, also durch S teilbar
und der Bruch eine ganze Zahl. Somit ist die in der Matrix (17)
enthaltene Determinante rechts durch (S)? teilbar. Greifen wir
auch noch die Spalten 4, 5, 6 heraus, so kommt durch analoge
Rechnung

‘Pz—/}ZS Q2 RZ
2 Pp—06,5 + Ky 4 Q,
(22) L QP Qud + RyB  Py—5,S+ Ryd|
(82 o
P o, R;
RB P+ RA o4
QI-B QA+ RB P+ R4

(572

Hier ist der linke Zdhler eine Determinante aus der Matrix (3),
nur P, durch P, — 4,5 ersetzt. Also ist der linke Bruch eine
ganze Zahl und somit auch der in der Matrix (17) enthaltene
Zihler rechts durch (S")? teilbar. Nach diesen drei Beispielen
erweisen sich alle zwanzig Determinanten dritten Grades der
Matrix (17) als durch (§")? teilbar. Es ist wohl nicht nétig, sie
alle aufzuschreiben. Um die Teilbarkeit der Determinante zu
bekommen, die aus den Spalten a, b, ¢ der Matrix (17) besteht,
greift man einfach aus der neunspaltigen Matrix (19) die Spal-
ten a, b, ¢ heraus.

Aber auch die Teilbarkeit der Determinanten zweiten Grades
der Matrix (17) durch S’ ergibt sich aus (19), wenn man nimlich
aus der neunspaltigen Matrix auch eine der letzten drei Spalten
herausgreift. Man sieht sofort, welche Spalten man aus der neun-
spaltigen Matrix (19) herausgreifen muf3, um eine gewiinschte
Determinante zweiten Grades zu bekommen.
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Es gibt neun Determinanten zweiten Grades. In denen nur der
Index 2 vorkommt. Fir drei von ihnen geben wir die fertigen
Resultate an. Die Spalten 1, 3, 8 liefern
2 R ’:yaa—45+@A)

(23) O.B P+ RLA

Die Spalten 1, 3, 9 liefern
Py, R,

”B 0|7 T4

(24)

Die Spalten 2, 3, 9 liefern

o Ry :
il gl =5H
Bei diesen drei Determinanten ist die Teilbarkeit durch S’ un-
mittelbar gegeben. Es gibt auch neun Determinanten zweiten
Grades, in denen nur der Index 1 vorkommt. Ebenfalls fur drei
von ihnen geben wir wieder die fertigen Resultate an: Die Spal-
ten 3, 6, 7 liefern

(25)

bivkn i wal
1 1 1 1 _
(26) 5, =
Qz Rz Pl_éls
Py, S + Ry A 0, R\B
. QuA+ Ry B Pp—05+ Ry A A
o (5)®
Die Spalten 4, 6, 9 liefern
Py—5,S R, R,
2R ‘ Ry B Qs &
2y AR QL _ | 0B P85t Red Pi—bS+ R4
S B ()2
Die Spalten 3, 6, g liefern
S 4
| Q Ry R,y

2
Pz“—bzs‘f‘RzA Qz Ql
QoA -+ RyB  Py—b, S+ RyA Py—5 S+ R A
(S)
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In diesen drei Formein sind die dreispaltigen Determinanten
solche aus der Matrix (3), nur P; und P, durch P;— 4, S und
P, — 5,5 ersetzt; sie sind also durch (S)? teilbar. Die rechten
Seiten der drei Formeln sind daher ganze Zahlen, so daB die
links stehenden zweispaltigen Determinanten durch S’ teilbar
sind.

SchlieBlich gibt es in der Matrix (17) noch zahlreiche Deter-
minanten zweiten Grades, deren erste Spalte den Index 2, die
zweite den Index 1 aufweist. Thre Teilbarkeit durch S ergibt
sich ebenfalls aus (19) durch geeignete Auswahl der herauszu-
greifenden Spalten. Fir fiinf von ithnen wollen wir die fertigen
Resultate angeben. Die Spalten 3, 6, 9 fithren zu

1 | Ry Ry 1 | Ry Ry
2 b 7 | = = .
(29) Sloy 0| TS |a o
Die Spalten 1, 5, g fithren zu
1| Py O _
G g Py RIA|T
1

=73

Pz—“ézs_i_RzA Ql
0,A+R,B  Py—bS+RA|

Die Spalten 1, 6, 8 fiihren zu
P, R
QsB Pi+RiA4|

1

1) —=

1

a1 0 Pr—b6 S+ R4 ’
- S

Py—b6,S+ R, A QA+ R B

Die Spalten 3, 6, 7 fithren zu

(32) L Qé Qlll = i RZ Pl—&ls
S"| Py+ RyA P+ R A S0, RB

Die Spalten 1, 4, 9 fithren zu

(33) 1 Pé P{ _ 1 R, B O

33 S| R\B RIB| ™ S| 0B P—5StRA|

In diesen fiinf Formeln stehen rechts Determinanten aus der
Matrix (3), nur sind P, P, durch P, — &, S, P,— b6, S ersetzt.
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Sie sind also durch S teilbar und folglich sind die Determinanten
links durch S’ teilbar. In (33) kann man den Faktor B, der ja
von 0 verschieden ist, natiirlich weglassen.

Damit ist bewiesen, daB die Darstellung (4) fiir &;, & durch
(11), (12), (14), (15), (16) normiert ist. Ubrigens kann man be-
merken, daf3 auch die Formeln (11), (14), (15), (16) selbst noch
einmal aus (19) hervorgehen, wenn man aus der neunspaltigen
Matrix auBer einer der ersten sechs Spalten noch die Spalten

8, 9 herausgreift.

§ 5. Einige Folgerungen

Nachdem die Darstellung (4) fiir &, &, von selbst normiert aus-
gefallen ist, brauchen wir bei Fortsetzung des Algorithmus durch

die Formeln
! 1 I E'
b=btg L=bhty

keine neue Berechnung der P?(= P;") usw. durchzufiihren, son-
dern kénnen unsere Resultate einfach mit einem Strich mehr,
also mit Erhéhung der oberen Indizes um 1 {ibernehmen, also
z. B. nach (11), (12) und (14) sofort schreiben:

ﬁ_l_ﬂ—ﬂS+MA Q1A+ R, B

2T 0, Pl—6S" + R AV
Py—b, S’ O R,
1 ! ! I ot !
52 = '(?)—2‘ RIB Pl'——éls +R{A Ql y
QB QA+ R/B  P,—b S +R A
Py—b.S' o) R, |
1 7 I ot 1
P%=w Ry B P —6,5"+ R 4 1
| QB O1A+R,B  P,—bS+R.A

Dann bekommen wir fiir &, £ auch wieder eine normierte
Darstellung und kénnen in gleicher Weise fortfahren und be-
kommen fiir &7, & bei jedem » eine normierte Darstellung. Hier-
nach ist auch folgendes klar: Wenn wir im Verlauf unserer Rech-
nungen auf irgend eine Relation zwischen den GréBen &, &, 4;,
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by, Py, Oy Ry, Py, Oy, Ry und S mit irgendwelchen oberen Indi-
zes stofen, dann bleibt die Relation auch richtig, wenn wir alle
oberen Indizes um 1 oder auch gleich um eine beliebige (fiir alle
Buchstaben gleiche) Zahl » erh6hen. Wir nennen das ,,das Spiel
der Strichvermehrung‘‘. So folgt z. B. aus Formel (13) sofort

v S
(34) Nm52+1 = W.

Nach (z29) ist

Q;R;—“Ri Q; o Qle—R1Qz
S - S

und daher durch Strichvermehrung ohne weiteres auch

GHRPI—RVGH _ QR—RQ
SvF 5 :

Das bedeutet, dall der Quotient eine /nvariante, das heillt von
der Strichzahl unabhingig ist. Wir bezeichnen sie mit /:

IR — RO Ry— Ry Qy
(35) GR—RIG _ GR—RG: . ;.

Nach (2) ist natiirlich / == 0. Die Invariante fithrt uns zu einer
wichtigen Erkenntnis:

Die Frage, 0b der Algorithmus periodisch ist, lauft darauf hin-
aus, ob die Menge der ganzen Zahlen S, P., Q%, R beschrinkt ist.

Beweis. Wenn die Menge beschrinkt ist, dann gibt es unter
den Zahlenpaaren

s _ Pt QotRet , _ Pit Qo+ Ryt
S=—"T%5 —h= &5

nur endlich viele verschiedene. Es mul} also einmal
p? p
g =g, =g

sein und das dedeutet Periodizitit. Wenn umgekehrt Periodizi-
tit vorliegt, etwa A-gliedrige, dann ist von einem gewissen » an
dauernd

P Qo+ R0 Pt Qo+t Rlo?
SvFE = 5 ’
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also
Vi P it Rt RY

SFRE G0 GrEE T GPY SE e gp
Daher muB es fiir jedes hinreichend grofle » einen Faktor p” ge-
ben, fur den
ST =S, P =g P QT = 410, R = R
ist. Dann ist aber

RSP RITEGTY L AR— R,
SYFE == P < .

Da hier beide Briiche gleich der von o verschiedenen Invariante /
sind, folgt ” = 1. Es ist also von einem gewissen ¥ an

+E +h +E +h __
STE=8 P =P, QT =0, RiT =R,

Daher enthilt die Menge der ganzen Zahlen S*, P, O, KR! nur
endlich viele verschiedene Zahlen und ist folglich beschrinkt.
W. z. b.w.

In einer Formel, in der wir das Spiel der Strichvermehrung
machen wollen, darf auch der Buchstabe w vorkommen, der sich
aber selbst nicht an dem Spiel beteiligen kann, weil bei ihm ein
oberer Index stets ein Exponent und nicht eine Anzahl von Stri-
chen ist. Zum Beispiel kommt man durch Ausmultiplizieren so-
fort zu der Formel

£(Q) — Riw) = (P£+Q;w+R§?2) (Qy— Rio)
_ P2+ (02— P Ryl — (R (Ao + B)
Sl
— PéQ'z—SI(R'z)ZB 4 (Q'z»)z_R%SEIPz’v‘I'Rle) e

Der erste Bruch ist nach (24) gleich — Q,, der zweite nach (25)
gleich R,. Daher kommt die wichtige Formel

(36) £(0: — Ryw) = — (O — Riw),
woraus durch Strichvermehrung sofort auch folgt:

EHO — R lo) = — (O — Ri).
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Weiter ist

V(P + Ry A — Q)

Sl

_ PP R A QR Aw - [Ry(Py+ Ry A)— (@) 02— R, Oy (Aw + B)
= =

_ PPt R A)— RO B + £y (Pr+ Ry A) — (Q3)
- S’ S

G(Py+ Ryd — Qo) = Lir Gt ol

2
w?.

Der erste Bruch ist nach (23) gleich P, — 4, S + R, 4, der zweite
nach (25) gleich — R,. Damit haben wir die nicht minder wich-
tige Formel

(37) &P+ Rod — Qo) = Py — b S+ RiAd — Ryo*

Ganz entsprechend oder noch einfacher durch Addition der mit @
multiplizierten Formel (36) zu (37) ergibt sich

(38)  &(PL+ Ryd— Ryw?) = Py— b S+ RA— Qo

§ 6. Die Hauptrekursion

Wenn man in den Determinanten (15) und (16) von den Ele-
menten der letzten Zeile die mit 4 multiplizierten der ersten Zeile
abzieht und dann die Differenz Q{ — R bildet, ergibt sich

0, — Rl =

: Oy — Ry Ql Ry
=(T)2 P2-—525+R2A—Q2w Pi—6,5+ R A4 QO .
RZB—(Pz——éZS)w ;B PI——/ﬁS'

In dieser Determinante addieren wir zu den Elementen der letz-
ten Zeile die mit w multiplizierten der zweiten Zeile und die mit
w? multiplizierten der ersten Zeile. In der dritten Zeile wird dann
das letzte Element gleich

S, —b) = 5_5; , das mittlere wird

RB+(Py—bS+ R o+ Qo = (P,—b.S + Oy +
+ RiwYo+ R(B+ 4o —of) = 5 o +o,
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und das erste wird B, B + Ry, A w — Ryw® = o Dann ergibt sich,

wenn man aus der letzten Zeile den Faktor —- herausueht

&
: 0o — Ry O R,
Qi—]\’{w———‘ﬁ Pz—ézs‘f‘RzA_sz P1_515+R1A Ql
(o] w 1

= i [(Qe— Ro0) (Pr— 6,5+ RiA — 0,0)
— (Py— 5,8 + Ry A — Q,0) (Qy — Ry w)].

Nun ist aber

515_— 0,00 — Ryw?, Py— 0,5 = 250 55' — Gy — R0k

Setzt man das ein, so kommt

01— Rio = <z (G — Rw)( 4+ RA—20,0— le)

S&
— e Q1 — le)( d +RA——2Q2w—«R2w2)

Qs — Ry . §(0— Ryw)
(&2) (&3

+ 25 (G — Re0) (RiA— 2010 — Ryo?)
— (1 — Ryo) (Ryd — 20y 0 — Ry0%)].

Hier vereinfacht sich die eckige Klammer nach Ausmultiplizieren
der runden Klammern zu

(QeBRy— Q1 R A+ 3(Q R — R Qp)w® = ] S (— A + 309,

wo / die von » unabhingige Invariante (335) ist. Wir bezeichnen
die jetzt dauernd vorkommende von » unabhiingige Grofe
/J(3w*—A) zur Abkiirzung mit C, also

(39) J@w*—4) =

was im Gegensatz zu A4, B, / allerdings keine ganze Zahl ist, son-
dern irrational. Dann lautet unser Resultat:
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’ v O — Ry 51(@1_R1w) et
O —Ko="1p e

oder nach Multiplikation mit &, und Gliederumstellung

‘E2(Q1_R w) =i il & = QZ_E:"sz = C:

und schlieBlich durch Vermehrung um » — 1 Striche

(1) 80— Riw) + BET_R0_ ERoRte

2

Diese Formel nennen wir die Hauptrekursion. Man kann sie
durch Anwendung von (36) mit » oder ¥ — 1 Strichen mehr auf
die ersten zwei Glieder in eine reine Rekursionsformel fiir
Q% — Ryw umwandeln oder auch durch entsprechende Anwen-
dung von (36) auf das dritte Glied in eine fiir Q] — Rjw. Wir
werden sie aber oft auch in der Form gebrauchen, die sich durch
Anwendung von (36) auf das zweite Glied allein ergibt:
v-1_ -1
(41) &G — Rio) — 50— Ryw) — EFE — ¢

Zur Kontrolle fur die Richtigkeit der Hauptrekursion geben
wir noch einen zweiten Beweis, wobei wir gleich die Gestalt (41)
ansteuern. Es ist

(01 — Riw) — £1(Q; — Ry0)

= (P + Qo + Ryo?) (@) — Rio)

— (P + Q10 + Riw®) (@ — Ryw)]
_ PQ— PO, | PRy — PR & =2 QIR — R, Q; w?
_ S’ ' S’ S’ !

Der letzte dieser Briche ist die Invariante /. Es ist aulerdem

(Py— 6,5+ Q0 4 R w*) (Qy— Ry 0)
S

—5;——(51 6)(Qy— Ry0) =

. (P1—515)Q2+[Q1Q2—(Pl_éls)]ez]w'*‘(Rle_Qle)wz_Rﬂ?a(Aw‘l'B)
%)

I (Pl—‘bls)Qz'—Rle-B + Qle—(P1_é15+R1A)R2 w —
- S S

_ O — ROy
= w*.
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3¢ 72 Z; 9. 4 Y, b & v Z
ZB X ¥ sl Z2B X, Z.4 T =dah Xz o4 Y,
V\B VWA+ZB X,+Z, 4, Y, B Y, A+Z,B X,+Z,4 VB YV, A+Z,B X,+Z, A
Zu Seite 17
P«_Iz Qé Ré : 'Pl—bls O Ry SS o o
@) (R,;B P+ R, A (84 . R, B Py—56S+ R A O, )= or, i SSE Lo
QiB QA+ R,B Py+ R;A 0,B 0, A+ R, B P,—bS+ R, A o o, S8
Zu Seite 19
2 a; R, By— S o R, L SP SO SR,
(8) (R;B Py+ Ry A 0, . R, B Py — b S+ Ry A O =|SR.B SPLSR/A SQ;
Q3B QuA+R,B P+ Ry A OB Q, A+ R, B Py—bS+ Ry A SOIB SQiA+SR{B SP+SRjA
Zu Seite 19
P} 0, R, 1 ) o Py—5S @ Ry P~ 515 0, R, '
R,B Py+ R, A QL ) . (o 1 ) R,B Py—b6,S+ R A 0 R B Pi—bS+R A 0, )
0sB QoA+ R,B P+ Ry A ) o 1 0, B 0, A+ R, B Py—b6,S+ Ry A OB QA+ Ry B B —5 St g A
(19,
P Qs R, SP, SO, S ss’ o ) ‘
(R;B P+ Ry A g, SR, B SP+ SR A SiE 0 S.S’ 0 )
QB QuA+RyB Py+ Ry A SQB SQ,A+ SR B SP+SR A 0 o SS

Zu Seite 23 und spéter

Minchen Ak. Sb. 1971 (Zu SB Nr, 2)
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Der letzte dieser Briiche ist wieder die Invariante /. Der erste
ist nach (32) gleich

Q{(P;+R;A);(P;+R{A)Q; _ Q{PégP{Qé 4 JA,

PRy — R Py

= ; also ergibt sich

der zweite nach (33) gleich

Qa_ﬂkzw Q1P — - PQ; —{—fA £+ —lez R'Pz __]wz.

Wenn wir diese Formel von der vorigen abziehen, kommt
R
£(0) — Rjw) — £(Qh— Ryo) — 20 — 5 0t — ja = C

und mit ¥ — 1 Strichen mehr die gewlinschte Formel (41).

und natir-

lez'—Ple Ple—‘R1P2
S g S
lich auch die entsprechenden mit Strichen sind ganze Zahlen.

Denn es ist

Bemerkung. Die Briche

R, R, P,
Ql Ple—'RB Ql + Q2 R]_B

PLRy — Ry

R, Ry
Py+ Ry A P,+R A

und das sind drei Determinanten aus der Matrix (3).

Die zwei Beweise mégen geniigen. Immerhin, einige habe ich
noch auf Lager. Bald nachdem ich die Hauptrekursion gefunden
hatte, gelang es mir mit ihrer Hilfe unter Beschrinkung auf den
Fall A = o (also w einfach eine Kubikwurzel) nachzuweisen, da83
die Zahlen | Q! — R’ w| unter einer von » unabhingigen Schranke
liegen. Das war immerhin etwas, aber fur Q% und R’ selbst be-
sagt es nichts. Meine weiteren Bemiithungen fiihrten allmahlich
zu einem Arsenal von gut 200 Formeln, die sich gegenseitig kon-
trollierten, aber gerade dadurch zu einem Teufelskreis wurden,
in dem ich mich nur stindig drehte. Da beschlich mich das
dunkle Gefiihl, daBl man in dem nach dem zweiten Weltkrieg
an- oder ausgebrochenen Zeitalter der uferlosesten Epigonenflut

3 Mainchen Ak. Sb. 1971
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(Sintflut) und der angestrebtesten inflatio Eruditorum (et -arum)
vielleicht doch auch bei unsern alten Klassikern noch was lernen
koénnte; und so lieB ich mir den Lagrange’schen Beweis fiir die
Periodizitit der regelmiBigen Kettenbriiche quadratischer Irra-
tionalzahlen wieder einmal grindlich durch den Kopf gehen.
Lagrange fihrte neben den vollstindigen Quotienten auch deren
konjugierte Zahlen in die Rechnung ein und fand, gestiitzt auf
die Konvergenz des Kettenbruchs, dal3 diese von einer gewissen
(vielleicht sehr spiten von keinem noch so tiichtigen und ange-
beteten Computer jemals erreichbaren) Stelle an alle zwischen
o und —1 liegen. Dal} es diese Stelle gab, war entscheidend und
fiihrte schlieBlich zu der Erkenntnis, dall es nur endlich viele
verschiedene vollstindige Quotienten geben kann, was mit Perio-
dizitdt gleichbedeutend ist. So beschlof ich, es auch mal mit den
Konjugierten zu versuchen.

§ 7. Auf zu den Konjugierten!

Die beiden Konjugierten zu @ nennen wir @ und ¢é. Sie sind
entweder reell oder zueinander konjugiert-komplex. Die Konju-
gierte zu & im Korper von & nennen wir #;, die im Kérper von
& nennen wir . Es ist also

v P4 Qlo+ Ria* o, P4 Qv 4 RY a®
(42) W= & = — 5

Aus der Gleichung fiir o in § 2 entnimmt man
(43) w4o+ o =0, 0od=2L, O =% =w*— 4.
Nach (42) ist dann

S*Or, — &) = Qo (& — @)+ Ry (@ — &%)

(44) = (0—d) [(Q} + Ry +)]
= (& — @) (@) — Ryo),

und entsprechend

(45) ST =) = — (0 — @) (01 — Rjw).
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AuBerdem etwas umstindlicher:
(8 (m&z—Gmp) = (P1+ Q1o + R{d®) (P + Qio + Rya?)
— (P + Q10 + R1&%) (P + Qs + Riw?)
= P10y — Q1 F) (& — &) + (PL Ry — R{ Py) (0" — &?)
+ Q1R — R Q3) wviy (b — o).
Also nach Division durch S§* unter Beriicksichtigung, daB
Ol Ry — R} Q= S"/und &»d = w? — A4 ist:
(46) " ity —Limp)

Die Briiche sind ganze Zahlen, wie bereits Seite 33 bemerkt
wurde.
Firv > o gibt es aber fiir %7} — {775 noch eine bequemere

Formel. Aus &' = 857t + 51 folgt ndmlich durch Ubergang

zu den Konjugierten

=g E g =

daher ist

v-—1_c~»2—1_77_f_ﬁ___m§” Cvﬂz

Dividiert man durch &, so kommt, weil nach (34)

Sr-1 Sv-1
s R 4 :; — N . S ____’ 1 SV v =y = e
£om2 Gy m & 5 also S"np 0 g
ist, rickwirts gelesen
v v -y v vV ¥ — P e Sv—l 4 .
80— ) = Sl — ) = S
und jetzt nach (44) mit »— 1 an Stelle von »

v/ v sy vy v . . V—I_R;_l
W2 SEhG—am = @—a 2 He,

.

3
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Ubrigens kann man auch ohne Hilfe der Konjugierten leicht
verifizieren, daf3 die rechten Seiten von (46) und (46a) dasselbe
sind. Wir haben das sogar schon gemacht, nimlich beim zweiten
Beweis der Hauptrekursion. Da steht auf Seite 33 Zeile 5 genau
diese Formel fiir = 1 und mit dem Spiel der Strichvermehrung
gilt sie dann allgemein.

Mittels dieser Formeln wollen wir zunichst einmal die Haupt-
rekursion in der Gestalt (41) erneut bestitigen. Thre linke Seite

ist nach (435), (44) und (46a) gleich

=BG — )+ B — )+ (G — ] =

E

. v v

Sl 77v1 e 1
SENSEE

und wir brauchen bloB zu zeigen, dalBl das auch gleich C, also
gleich /(3w?— A) ist. Nun ist augenscheinlich

Pl Q) R} 1 0 o 78 S'E 1
Py Ry|-|1 o ot =|Sn S o=
1 o o b1 @ STiT S 1
& & 1
=) ome 1]
G & o1

In dem Determinantenprodukt ist aber der erste Faktor gleich
Q1 Ry — Ry 0y = /S und der zweite ist gleich

& & (B — )+ o (0 — HF) + w2(d — @)

= (@ — ) (5 +0* +0?) = (B —a) (32— A).

Somit ist
& & 1
JS(@—a) ot —A)=(S)?|n 75 1
g & 1

und nach Division durch S” (& — @) haben wir das Gewiinschte.
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Nunmehr wenden wir uns den Formeln des § 1 zu, miissen
uns aber davor hiiten, etwa auch die A%, bei denen ja der obere
Index die Anzahl der Striche bedeutet, deshalb auch am Spiel
der Strichvermehrung teilnehmen zu lassen. Jedes A4} ist zwar ein
Polynom gewisser 4, aber wenn wir darin alle oberen Indizes
um eine Zahl £ erhohen, so ist das Resultat nicht etwa A4;7%
Ich habe es in meiner Arbeit [1] mit 4}, bezeichnet, wir werden
aber diese Bildungen hier garnicht brauchen. Nach § 1 ist

Diese Gleichungen 16sen wir nach &, & auf. Wenn wir zu dem
Zweck den gemeinsamen Nenner voriibergehend mit V bezeich-
nen, dann ist

und hieraus folgt, weil nach § 1
(48)

ist, zunichst

& =|a, o, gy

AL A NG,

Wenn wir die letzten beiden Gleichungen durch die erste divi-
dieren, wobei sich der Faktor V weghebt, bekommen wir, wenn







































