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Bemerkung zum Lagrangeschen Befreiungsprinzip und
zum GauBlschen Prinzip des kleinsten Zwanges

Von G. Aumann in Minchen

Vorgelegt am 23. April 1971

1. Einleitung

Die Unsicherheit in der Behandlung nicht-holonomer mechani-
scher Systeme rithrt m. E. daher, daf3 man iiblicherweise bei der
Beschreibung eines freien mechanischen Systems, etwa mittels
der Lagrangeschen Gleichungen, von klaren mechanischen Vor-
stellungen ausgeht, sich aber andererseits bei Hinzunahme von
Bewegungsbeschrinkungen nicht scheut, die nicht-holonomen
Nebenbedingungen in allgemeinster Form bis zur mechanischen
Undeutbarkeit hin vorzuschreiben. Die folgenden Bemerkungen
wollen zeigen, dall das Lagrangesche Befreiungsprinzip, das im
GauBschen Prinzip des kleinsten Zwanges prizisiert ist, eine sehr
plausible Formulierung annimmt, wenn man die Angelegenheit
als ein rein mathematisches Problem auffal3t, wobei dann
die Invarianz der aufgestellten Gleichungen bzw. ihre Uberein-
stimmung mit den tblichen Gleichungen der Mechanik im Falle
nicht-holonomer, in den Geschwindigkeiten linearer Nebenbe-
dingungen den mathematischen bzw. mechanischen Sinn und
Zweck der vorgeschlagenen Beschreibung rechtfertigen.

2. Das freie mechanische System

Unter einem freien M-System (f, 7)) mit 7 Freiheitsgraden
verstehe ich ein System von » Differentialgleichungen 2-ter Ord-
nung fur » Funktionen xy, ..., 2, ——— zu einem Vektor r zu-

sammengefaBt ——— der Veridnderlichen #:

® I=f(r ko),
zusammen mit einer positiv definiten quadratischen Form
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(2) T(x, b £ = — (3, )%,

der , kinetischen Energie’‘ des Systems.

Zwei Systeme (f, 7) und (f, 7) heiflen diquivalent, wenn es
eine (von # unabhingige) zweimal stetig differenzierbare Trans-
formation

(3) r=%()

mit einer nicht-singuliren Funktionalmatrix gibt, welche mit
Riicksicht auf die Bedeutung von f und 7" gemdB (1) und (2) die
Uberfithrung von (f, 7°) in (f, 7°) bewirkt.

3. Das gebundene mechanische System

(f, 7, 6)) entsteht aus dem freien System (f, 7°) durch Hinzu-
nahme von kinematischen Bedingungen der Form

(4® by (nbht)y=o,p=1,...,mm<n.

Um klare Verhiltnisse zu haben, setzen wir weiter voraus, dal es
1. ein Wertesystem

(4**> Yo :]70; Zy

gibt, das (4*) erfullt.
2. Wenn eine Gleichung &:f = o die Variable i nicht enthilt,
d. h. von der Form g (1, ) = o ist, so ersetzen wir diese Gleichung

durch ihre Differentialform %% %+ %i: = 0, und erhalten nach

solchen Ersetzungen anstelle von (4*) die Bedingungen

(4> bp(?} i‘) t)_—_'o,lu: 1,- .oy P2,

Wir setzen ferner voraus, daB3 (4**) auch die Gleichungen (4) be-
friedigt, und schlieBlich verlangen wir, daB die Funktionalmatrix
der &y, ..., b, nach den #,, . . ., #, fiir das Wertsystem (4**) den
Héchstrang m besitzt. Diese Rangbeziehung gilt dann auch fiir
eineUmgebung von (4**), soferne die b, stetig differenzierbar sind.

3.1. Beispiel. Es sei # = 3, » = 2 und die kinematischen Bin-
dungen seien durch x; + x, = o und %, + #, + x5 = 0 beschrie-
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ben. Hieraus folgt %, + %, = 0, so daB an sich die Rangbedingung
verletzt ist. Es folgt aber weiter, daB3 x3 = o ist, so daB} hier ein
holonomes System vorliegt und die Gleichungen #; 4+ %, = ound
#, =0 das unseren obigen Voraussetzungen entsprechende
System (4) darstellen.

Die Aquivalenz gebundener Systeme wird in analoger
Weise wie die von freien Systemen erklirt, wobei auch die Bin-
dungen (4*) gemiB (3) mitzutransformieren sind.

3.2. Wird unter den genannten Voraussetzungen das System
(f, T) den Bindungen (4) unterworfen, so haben im allgemeinen
(1) und (4) keine gemeinsamen Lésungeny. Das Lagrangesche
Befreiungsprinzip — der Name stammt von G. Hamel — besagt,
daB man, um die Bedingungen (4) einzuhalten, (1) abindern mul3
durch Hinzunahme einer Zwangsbeschleunigung rin

(ll) }" = f(""r j:’ t) )

wobei r so einzurichten ist, daB die Lésungen von (1) (mit (2)) als
des ,,befreiten Systems' mit Anfangsbedingungen 1(z) = r,,
£(2) = Iy (gemidB (4**)) die Bedingungen (4*) von selbst fiir
alle Zeiten ¢ > ¢, erfiillen; im Gbrigen soll nattrlich diese Ab-
inderung von (1) in (1") minimalen Charakter haben, um die Be-
ziehung zum urspriinglich freien System (f, 7°) moglichst eng zu
halten. Zur Losung dieser Aufgabe dient die begleitende Funk-
tion 7.

4. Ist ndmlich r(#) eine Losung von (1") und (4), so folgt zu-
nichst aus (4) durch Differentiation nach # (in Vektorschreib-
weise)

by bF+bE+4,3=0
und weiter nach (1")

(bur & +b,0f + 6,9 + 5,0, =0,

oder zusammengefalBt
(5) ¢y +hot=0u=1,...,m.

Nach Voraussetzung ist Rg (b,5) = #; (5) besagt also, daB ¢
einem linearen Teilraum L des R” der Dimension 7 — m
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(= 1 und << %) angehért. Wihlen wir umgekehrt eine Funktion
r(x, I, £), die (5) fur alle r, j, # erfiillt, so gibt es (bei den iiblichen
Regularitdtsvoraussetzungen) genau ecine gemeinsame Losung
r(#) von (1") und (4) mit Anfangswerten r(Z,) = 1, I (£,) = fo-

Zur weiteren (eindeutigen) Festlegung von t auf L dient eine
Minimalforderung: In Ubereinstimmung mit dem GauBschen
Prinzip nennen wir die GréBe

Z@): = T(xt?

den Zwang, der durch die Zwangsbeschleunigung r auf das freie
System (f, 7°) ausgetibt wird, und verlangen, da3 Z(x) auf Z mini-
mal ist. Die Forderung lautet also:

Unter Einhaltung der Bedingungen (5)ist r so zu
wihlen, dal3

(6) Z({r)minimal

s t. Wegen der positiven Definitheit von 7 in Abhingigkeit von
gibt es genau ein r mit (6). Als Folgerung von (6) ergeben sich
nidmlich nach den Regeln der Differentialrechnung v = (74, . . .,
7, die weiteren Gleichungen

(7) aikrk + }-”5”2{:0, 7= L ..., 7,
welche mit (5) zusammen # - 7z Gleichungen fur 74, . . ., 7, und
die ,,Lagrangeschen Multiplikatoren* 4;, ..., 42 darstellen mit

einer Determinante
det (bu Zj (aji>— ; 6;4' 21‘)1

die wegender Positivititvon (¢’*) und Rg (b,,,) = 2 als modifizierte

Form einer Gramschen Determinante von Null verschieden ist.
5. Die ZweckmiBigkeit der Forderung (6) rechtfertigt sich aus
ihrer Invarianz gegeniiber Wechsel des Koordinatensystems im
Sinne von (3) und aus der Ubereinstimmung von (7) mit dem
d’Alembertschen Axiom fiir nicht-holonome Systeme mit in
T linearen Bindungen (4) (vgl. Morgenstern-Szahd, Vorlesungen
iber theoretische Mechanik, Berlin 1961, Seite 17). Auf eine
Durchfithrung der diesbeztiglichen Verifikationen kann hier ver-
zichtet werden; es sei nur bemerkt, daB3 die Unabhingigkeit der
Transformation (3) 1+ % () von # dabei wesentlich ist.



