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Eine Spinorfeldtheorie im explizite relativistisch
invarianten Schrédingerbild

Von Fritz Bopp

Sektion Physik der Ludwig-Maximilians-Universitit in Miinchen

Abstract

Quantum field equations are developed within the Schrédinger picture.
They are manifestly Lorentz invariant. Free fermions and antifermions have
positive energies and opposite charges. Therefore the physical vacuum equals
the formal one. Hence, it is possible to assume interactions which are com-
patible with constant number of particles. Such interactions are clearly not vet
realistic; however, it may be useful to investigate them first as rigorous solu-
tions are available. We obtain stationary solutions for the 2-body-problem,
however, only for certain values of the coupling constant: Masses and coupling
constants are someway eigenvalues of different states.

We obtain these results by a reformulation of the canonical formalism,
Starting with Lagrangeans which are homogeneous of first degree in the space-
time velocities, we deduce canonical functions. They define canonical equations
which include those for time and negative energy as an additional pair of
canonical variables. The canonical functions coorespond to Hamiltonians (not
to energy). Their value equals zero. Canonical quantization provides us with
wave equations which are well known in simple cases.

The method can be extended to quantum field theory. In the classical part
of the theory Poisson brackets occur with the 4-dimensional §-functinon,
o(x — z7), instead of the usual 3-dimensional one. That remains valid for the
correspondning commutation relations after canonical quantization. We obtain
Schrédinger equations for quantum fields which we apply to the problems
mentinoned above.

1. Einleitung

»,Da die Zeit in der Quantenmechanik eine ¢-Zahl ist, gibt es
keine eigentliche Energie-Zeit-Unschiirferelation.“? Diese These
beschreibt die Situation bei herkémmlicher kanonischer Quantisie-
rung. Sie wird durch das Wort ,eigentlich’ mit Recht entschirft.
Weder Konsequenzen der Theorie, noch Erfahrungen erlauben
Zweifel an der Giiltigkeit der Energie-Zeit-Unschirferelation.

1 Zitat aus einem Brief, das eine verbreitete Meinung wiedergeben diirfte.
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88 Fritz Bopp

Tatsichlich ist die Sonderstellung der Zeit nur methodisch be-
dingt. Sowohl das engere Hamiltonsche Prinzip, von dem aus man
zu den kanonischen Gleichungen gelangt, als auch das weitere,
das unmittelbar die kanonischen Gleichungen liefert, lassen sich
sogar nichtrelativistisch Raum-Zeit-symmetrisch, RZ-symme-
trisch, formulieren. Das macht es von vorneherein wahrscheinlich,
daBl man auf RZ-symmetrische Weise vom Hamiltonprinzip zu
den kanonischen Gleichungen gelangen kann. In Ziff. 2 werden
wir zeigen, vor welcher Schwierigkeit man zunichst steht und wie
man sie (iberwinden kann.

Zunichst bestitigen wie die Behauptung, dall man sowohl das
engere Hamiltonsche Prinzip, als auch die kanonischen Gleichun-
gen RZ-symmetrisch schreiben kann. Das Hamiltonsche Prinzip
fir einen Massenpunkt lautet in herkémmlicher Form:

dar
6IL0(t,r;E) dt = o,
Sei
(1.1) 2= (B r) = (2% 2, 22, 29,

so nimmt das obige Hamiltonsche Prinzip bei Verwendung der
Parameterdarstellung » = x(7) folgende Form an:

(1.2) 8[L(x,®)dv=o0, L =Lyt r;7|i)i ,_>=%_

Daraus folgen die Lagrangeschen Gleichungen

(1.3) bu=t%, pu=ox,
von denen drei mit den gewdhnlichen {ibereinstimmen, wihrend
die vierte den Energiesatz liefert. Das ist bekannt.?

Nach (1.2) ist die RZ-symmetrische Lagrangefunktion Z(x, x)
in 2 offensichtlich homogen vom Grade 1. Das gilt allgemein.
Denn der Parameter 7 hat keine physikalische Bedeutung. Tat-

sdchlich ist er genau im Falle der Homogenitit vom Grade 1
entbehrlich:

(1.4) 8 [ Lx,#)dt = 6 L(x, dx) = 0.

2 Es ist moglich, nach # zu variieren, auch ohne den Parameter 7 einzufiih-
ren. Doch muB man dann explizite beriicksichtigen, daB édx [d? 4 ddx[d¢ist.
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Sei H(p, x, ¢) die aus obigem Ly (¢; r, r) auf gewShnliche Weise
folgende Hamiltonfunktion, so lautet das erweiterte Hamiltonsche
Prinzip:

(1.5) [ p.dx" = o,
wenn man die vierdimensionalen Orte und Impulse
(1.6) % = (% 2k, 28, 2% = (8375

p = (Po; pv P2 0s) = (—W;p)
unter Einhaltung der Nebenbedingung
(1.7) K =p, +H(p,r,¢)=o0
frei variiert. Die RZ-Symmetrie tritt deutlich hervor.3

Zum Beweis fithren wir den Parameter 7 ein und hdngen die
Nebenbedingung mit einem Lagrangeschen Parameter 1 an.
Danach lautet das Variationsprinzip:

6 (p, 2" —AK)dt =o0,
und es ergeben sich die kanonischen Gleichungen:

oK

i oK
(1.8) x“:‘-)um, p#:—}.—a?, K=O,
d. 1. nach Riickkehr zu A
(1.9)
47 g W L ap o 04 dar 4 98 d4p. 08
dr " Tdt T T A dv ~ Tei *dt” TV ép dt T er

Man erhilt also die gewdhnlichen kanonischen Gleichungen, den
Energiesatz und eine Gleichung fiir den Parameter. Hier ergibt
sich speziell

t=[1idx.

Nach RZ-symmetrischer kanonischer Formulierung der Me-
chanik in Ziff. 2 Ubertrigt sich Schrédingers Methode der forma-
len kanonischen Quantisierung unmittelbar auf die RZ-symme-
trische Theorie, so daB die eingangs formulierte These hinfillig

3D. TerHaar: Elements of Hamiltonian Mechanics; North Holland Publ.
Cy., Amsterdam 1961; Hier: Chap. 5, sect. 4, insbes. eq (5.415/416).



00 Fritz Bopp

wird. In Ziff. 3 werden wir an ebenso einfachen wie geliufigen Bei-
spielen zeigen, wie die Quantisierung durchzufithren ist. Die Er-
gebnisse sind keineswegs tiberraschend. Denn es bestitigt sich
nur, was man in den betrachteten Fillen schon immer getan hat.
Wir haben mit Erfolg auch Beispiele untersucht, bei denen man
nicht von vorneherein weil3, was herauskommen muB. Doch wol-
len wir hier darauf nicht eingehen, um nicht von dem Ziel der
Arbeit abzulenken, Feldgleichungen RZ-symmetrisch zu quanti-
sieren.

Die Methode der RZ-symmetrischen kanonischen Quantisie-
rung kann man auch auf klassische Feldgleichungen anwenden.
In Ziff. 4 gehen wir von der Diracgleichung aus, die zunichst als
klassische Feldgleichung angesehen wird. Wie zuvor ist es mdog-
lich, die Zeit als vierte Koordinate zu betrachten. Doch ist es bei
der Quantisierung von Feldgleichungen nicht von vorneherein
klar, was an die Stelle des Parameters 7 tritt, bezw. wie man
einen solchen einfiihren kann. Tatsichlich gelingt das mittels
eines Kunstgriffs. Dieser ist unbedenklich, nicht nur weil er am
Ende wieder herausfillt, sondern vor allem weil auch dieRZ-sym-
metrischen Schrodingergleichungen in Ziff. 3 7-unabhingig sind.

Es ergeben sich einige vollig neue Aspekte, die in Ziff. 5/7
untersucht werden. Sie rithren davon her, daB die Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren auf RZ-Punkte bezogen sind und
darum sozusagen das Aufblitzen von Teilchen und die Loschung
von Blitzen beschreiben. Schon hier in Kiirze auf diese Ergebnisse
einzugehen, verbietet sich, weil man sie im voraus kaum verstind-
lich machen kann. Hier nur dies: (1) Teilchen und Antiteilchen
haben positive Energie und entgegengesetzte Ladung. — (2) Phy-
sikalisches und formales Vakuum stimmen iiberein. — (3) Bin-
dungszustinde gibt es nur fiir spezielle Werte der Kopplungs-
konstante. — (4) Massen und Kopplungskonstanten sind Eigen-
werte der Zustinde des Systems.

2. Ableitung RZ-symmetrischer kanonischer Gleichungen

Wir betrachten ein System, das einschlieBlich der Zeit f Frei-
heitsgrade hat:

(z.1) x = (xl, x2...2%).
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Die Bewegungsgleichungen sollen aus dem Hamiltonschen Prin-
zip
(2.2) o[ L(x,x%)dt =0

hervorgehen. Die Lagrangefunktion ZL(x, #) sei in % homogen
vom Grade 1, so dal die Eulersche Gleichung in folgender Form
gelte:

. 8L _ ., 0L _
(2,3) X'—a';—:xl EP = L,

Daraus erhilt man durch Ableitung nach #*
0* L
Mo T T
(24) x oxH ox? OJ

so daf} die Funktionaldeterminante der zweiten Ableitungen nach
x verschwindet:

52
(25) dCt (716783") = 0.

Das hat zur Folge, dal} die Impulsgleichungen
oL

ot

(26/ p/t =

nicht nach den Geschwindigkeiten auflésbar sind. Aus diesem
Grunde versagt das {ibliche Verfahren der Herleitung von kano-
nischen Gleichungen.

Tatsidchlich braucht die Determinante nicht von o verschieden
zu sein. Es existiert auch dann ein System von kanonischen Glei-
chungen, wenn der Rang der Matrix aus (2.5) gleich f — 1 ist:

P &L\,
\2.7/ Rang (—((,LTE’_—Y;) ———f 1,

In diesem Fall gibt es eine bis auf einen Faktor eindeutig be-
stimmte Relation

(2.8) K =K(p,x) =0,

und es gelten die kanonischen Gleichungen

(2.0) drt | 8K dpt 9K
9 dv T U opR dr oxt’
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Danach ist K(p, x) die RZ-symmetrische Hamiltonfunktion. Sie
ist natiirlich nicht mit der Energie identisch. Um Verwechslungen
vorzubeugen, heile sie ‘kanonische Funktion‘.

Bevor wir diese Behauptungen beweisen, wollen wir zeigen,
daB der willkiirliche Faktor vor A harmlos ist und mit der Para-
meterinvarianz zusammenhdngt. Sei

K' = K'(p,x) = A(p, x)K(p, %), A(p, %) *F o0,
so ergeben sich analog zu (2.9) die kanonischen Gleichungen:

dx¥ + 0K’ dpu . oK’
dtv opun ' AT oxt”

Durch Substitution von (2.8/9) erhilt man

dx# - dxt djjp _ d‘ﬁy
dt’ =4 dr ' dt =4 dr ’

so daB sich die transformierten kanonischen Gleichungen von den
urspriinglichen nur im Parameter unterscheiden:

dr = Ad'.

Wegen der Parameterinvarianz mul3 7 frei wiihlbar und X = o
sein.

Nach (2.7) gibt es mindestens zu einem der Elemente der Ma-
trix eine von o verschiedene Unterdeterminante. Gehort diese zum

Matrixelement
2 L(x, z)
axt ox¥

so kann man aus (2.6) alle #; mit 4 &= px ausrechnen:

#=folPo - Boe1s Pvy1 - By 2° . 27, 2.

Im Argument fehlt p,, dafiir ist 2 nicht eliminiert. Setzt man
diese Funktionen in die Gleichung fiir p, ein, so folgt:

Pv =g<pl -Pv+1yﬁv+1 . -Pf, 2L, x/)

Darin darf #* nicht mehr vorkommen. Sonst kénnte man auch
die letzte Geschwindigkeitskomponente als Funktion von p und x
darstellen, was der Annahme (2.7) widerspriiche. Die letzte Glei-
chung ist eine von dem erwarteten Typus (2.8), so daB unsere
erste Behauptung bewiesen ist.
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Die zweite ergibt sich, wenn wir (2.8) nach #” und 2” ableiten:

0K 0t L Y oK = FL oK

(2.10) - G =9 o5 Twer T ow —
Die linke Gleichung ergibt in Verbindung mit (2.4):

oK S BL
(3]5;4 —lx) PErr

Darin ist A zunichst willktirlich widhlbar. Wihlen wir 4 so, dal3
einer der Klammerausdriicke verschwindet, so sind die iibrigen
wegen des Ranges (2.7) gleich o:

oK
0 pu

Somit ergibt sich nach der Parametertransformation

— Ax" = 0.

dtr — Adrt

das erste System der kanonischen Gleichungen in (2.9). Das
zweite erhilt man, wenn man das erste in die rechten Gl. (2.10)
einsetzt. Denn

6K, &L oL _ d el __ dp

ox” oxlexrr — ox*  dt ox' dt °

Darin ist von den Lagrangeschen Gleichungen, sowie von der
Homogenitit von Z und ¢/ [2x” Gebrauch gemacht. Nunmehr
sind alle Behauptungen bewiesen.

Besonderes Interesse verdient der Umstand, daB sich p, und x*
kontragredient verhalten, was sich bereits in dem Wirkungs-
integral (1.5) angekindigt hat. Entsprechend lauten die Poisson-
klammern fir beliebige Funktionen #(p, x) und G(p, x):

oF oG or oG

0p; 0xt oxt 9p,

(2a1)  [F(p,x), G(p, 2)] :;21

und spezielle fir p und «:

(2'12) [])/u P,] =o0, [+ 2] =o, [P;n xv] = 4.

u

Man beachte, daB man fiir die Energie

(2.13) W == —p,
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schreiben kann, obwohl auch nicht relativistische Probleme ein-
geschlossen sind.

Nicht minder bemerkenswert ist der Fall, daB3 der Rang der
Matrix in (2.7) gleich f — 7 ist mit » > 1. Nédmliche Betrachtun-
gen wie oben ergeben, dalB man » Relationen

K(px)y=o0, i€ (1,2...7),

erhilt. Jede von ithnen fihrt zu einem Satz von kanonischen Glei-
chungen:
dxt oK dpu 0K

dr opu’  dt oxt

Darin kann man alle 7 als gleich annehmen, weil man in die
Definition der K, noch passende Faktoren aufnehmen darf. So-
lange obige Gleichungen noch simultane Losungen besitzen,
konnen » — 1 dieser Gleichungssysteme als Nebenbedingungen
aufgefaBt werden. Das ist durchaus moglich. Es gibt Beispiele fiir
vertrigliche und unvertrigliche kanonische Systeme. Im letzten
Fall gibt es keine simultanen Losungen. Nur dieser Fall ist physi-
kalisch auszuschlieBen. Alle andern kénnen vorkommen, sobald
tiberzidhlige Koordinaten im Spiel sind.

3. RZ-symmetrische kanonische Quantisierung

Was man zur kanonischen Quantisierung nach Schrodinger zu
tun hat, versteht sich fast von selbst. Nur ein Punkt verdient
nihere Betrachtung, weil er uns nachher bei der Feldquantisie-
rung in nicht ganz trivaler Weise wiederbegegnen wird.

Die RZ-symmetrische Lagrangefunktion eines Massenpunkts
mit der potentiellen Energie V' (7) lautet:

L=2 (’7) — V().

Daraus folgt fiir die kanonischen Impulse:

o :
P":_%(Li) — V), p=m—;~.

Daraus erhilt man als kanonische Funktion:

1
2m

K = py + p: V).
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Bei formaler Quantisierung ergibt sich nach Schrédinger:

%

TN+ VO w60 = ko, £, )

Z 2
Speziell fiir die 7-unabhingigen Lésungen geht das in die bekannte

Schrodingergleichung fiir unser Problem tiber:

72
2m

i, £) = — 2 Ay, 8) + VO, 0.

Das Ergebnis verallgemeinernd kénnen wir sagen:
7 % 0
(3.1) K (3 9,2) 9 =0, V= (2. F)

Darin bedeuten die Doppelpunkte, daB man u. U. noch Aussagen
iiber die Reihenfolge von Operatorfaktoren machen muB.

Von der herkémmlichen formalen kanonischen Quantisierung
weicht nur die Annahme ab, dal} die Wellenfunktionen t-unab-
hidngig sein sollen. Man kann diese Annahme plausibel machen.
Da K von 7 nicht abhingt, ist der Ansatz

— i xT

p(x, 7) = p(x)e

moglich, Er fithrt zu der Hauptsachengleichung
: K(}Tl v, x) tp(a) = =yp(x).

Darin ist der Eigenwert der MeBwert von K. Dieser ist klassisch
physikalisch gleich o. Wir haben gesehen, wie wesentlich das ist.
Dem entspricht in der Quantenmechanik, daB3 Gl (3.1) gilt

Aus der Lagrangefunktion fiir kriftefrei sich bewegende rela-
tivistische Massenpunkte

L= —umc V—Jéz, x = (ct, 1)
mit
L YT S . S sy . o ,
xT=x x,u - g;lvx X g/tv - 6“(3“, (80’ 81’ 82! 83) - <_ + —:_ T)’
erhilt man fiir die kanonischen Impulse

mcxp

mYV_E
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und daraus als kanonische Funktion:
K = p? + m?% = o.

Mittels (3.1) ergibt sich schlieBlich die Klein-Gordonsche Glei-
chung:
— 729, 8"yp(x) = mily(x)

Von der obigen kanonischen Funktion kann man den positiven

Faktor wsc + V——_p2 abspalten. Wir kénnen daher klassisch
physikalisch die beiden kanonischen Funktionen

K=wm22 4 p> =0, K = mc——V—j)2=o
vergleichen. Die zugehérigen kanonischen Gleichungen unter-

scheiden sich nur im Parameter. Diesen erhilt man aus

dx¥* 0K 4 dxt _ pu
E——aﬁ”——Zp beZW—————V:‘;

a7’
Daraus folgt

1
2mc

dt = V —dx* bezw. dt’ = l/; dx?.

Im zweiten Fall ist der Parameter gleich der Eigenzeit, im ersten
proportional dazu.

Geht man von der kanonischen Funktion X aus, so empfiehlt
es sich, vor der Quantisierung zur Hamilton-Jacobischen Diffe-
rentialgleichung {iberzugehen:

(—J S)%— — 2 2
V=V Si=m: v =[5, or)
Denn dann wird deutlich, daB3 die Einfithrung des Spins bereits

klassisch physikalisch erfolgen kann. Mittels der Diracmatrizen
kann man dafiir schreiben:

(@y*o,S(x) —mc) f(x) = o.

Klarerweise ist die Gleichung nur fur solche S 16sbar, die die vor-
herige Differentialgleichung befriedigen. Losbarkeit vorausgesetzt
liefert sie dartiber hinaus - rein algebraisch — spezielle Spinoren,
die beschreiben, wie sich der Spin lings RZ-Bahnen #ndert, die
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die Flichen S(x) = const senkrecht schneiden.* Danach erfolgt
die Quantisierung genau so wie im Schrédingerfall; es ergibt sich
die Diracgleichung:
mec
(7/"3,,—— 7 ) ¢(x) = o,
von der man durch ,geometrisch optische Niherung’ zur vorher-
gehenden Gleichung zurtickkehren kann. Man erhilt sie mittels

des Ansatzes

v (2) = f(x) &S
wenn man annimmt, dafl die Amplituden f(x) verglichen mit der
Exponentialfunktion langsam veridnderlich sind. Denn dann ist

6,9(x) = = 5, S(x) p(@).

Die Situation ist mit der in der Optik vergleichbar. Polarisations-
eigenschaften des Lichtes zeigen sich auch, wenn Welleneffekte
noch keine Rolle spielen.

Die Beispiele in dieser Ziffer machen deutlich, da3 die Art, wie
man sich schon immer iber die Grenzen der herkémmlichen
kanonischen Quantisierung hinweggesetzt hat, mit den obigen
allgemeinen Sitzen im Einklang ist. Um die Brauchbarkeit der
Methode zu prifen, haben wir weniger einfache Beispiele unter-
sucht, die aber thematisch nicht hierher gehéren.*

4. Kanonische Formulierung der Diracgleichung

Wir betrachten das Diracfeld zunichst als klassisch physika-
lisches. Die Diracgleichung lautet (in Einheiten %, ¢):5

(il) L(y) =y"0,9(x) — niz/)(x) =o0, 0,=0[0x".

4 Obiges Verfahren ist unabdingbar, wenn bei der Linearisierung Aus-
driicke entstehen, die nach der Quantisierung nicht mehr vertauschbar
sind, z. B. wenn man von der Lagrangefunktion

) a Fti-y
L=—m ]/-x'“’——z————i.y y ¥E=—1,

aus F. Bopp, W. Lutzenberger, Z. Naturforschung 29a, 408 (1973), aus-
gehend zur RZ-symmetrischen kanonischen Funktion iibergeht.

® Das Vorzeichen in —z ist ungewdhnlich. Es fithrt zu dem fiir Elektronen
wiinschenswerten Ergebnis in (5.17), nach dem Teilchen negativ und An-
titeilchen positiv geladen sind.

7 Miinchen Ak, Sb. 1975
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Die adjungierte Gleichung
(42) M@ =—0,9x) 7" —mPx)=o0

ist dadurch definiert, daB pL(p) — 9 M (P) eine RZ-Divergenz
ist. Hier ergibt sich speziell die Kontinuititsgleichung:

(4-3) 0,9 (x)y" y(x) = o.

Man beachte, daB  und 3 irgendwelche Losungen von (4.1) bezw.
(4.2) sind. Wir sprechen zunichst nur von adjungierten Gleichun-
gen und nicht von adjungierten Lésungspaaren. Letztere spielen
vor der Quantisierung keine Rolle.

Die Feldgleichungen (4.1/2) lassen sich aus einem gemein-
samen Wirkungsintegral ableiten:

(4.4) K= [9@ "8, —m) p@dix.
In der Tat folgen die Feldgleichungen aus

by 0K

e a5 O e O

Das sind zwar RZ-symmetrische und sogar relativistisch in-
variante Gleichungen, aber keine kanonischen, was offensichtlich
damit zusammenhingt, daB3 es kein Gegenstiick zum Parameter ©
der RZ-symmetrischen Mechanik gibt. Man kann jedoch die GI,
(4.5) derart zu kanonischen erginzen, daf3 die Integrale von (4.3)
auch Ldsungen der kanonischen Gleichungen sind. Dazu ist es
noétig, p und P auller von x auch von 7 abhéngen zu lassen und die
Gleichungen (4.5) zu kanonischen zu ergidnzen. Die neuen
Gleichungen lauten:

(4.6) ox
+ 70, plx, 1) = + T = Yo, p(x,v)—my(x1) =0,

dn 0K = —
— 0,9 (x, 7)) = + e = aﬂw(x, )Pt — mP(x, 1) =o.
Relativ zu den erweiterten Feldgleichungen (4.6) ist (4.4) nicht
mehr Wirkungsintegral, sondern kanonisches Funktional. Setzen

wir darin die Feldgleichungen ein, so folgt:

K =17 [9(x71)0,yp(1)dx.
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Durch Substitution der T-unabhingigen Integrale von (4.6) erhilt
man

4.7) K =o.

Auch die Umkehrung ist richtig. Wenn X verschwindet, sind die
Integrale 7-unabhéngig. Denn mit Integralen von der Form

ixT

p=yx)e
erhilt man

K = ue™ [ §(x Dp(x)d'z,

und das verschwindet fur beliebige Integrale ¥ («, ) nur, wenn
% = 0 ist, also nur fir z-unabhingige Integrale, die mit den
Integralen aus (4.3) iibereinstimmen.

Mit (4.7) hat X die Eigenschaften der kanonischen Funktionen
aus § 2, und (4.6) ist dquivalent mit (4.1/2). Nach Hinzufiigung
von (4.7) liegt keine Verallgemeinerung mehr vor, sondern nur
die kanonische Darstellung des urspriinglichen Gleichungs-
systems.

Nach (4.6) sind  und ¢ 9 kanonisch konjugiert. Seien 7 und &
zwel beliebige Funktionale von ¢ und 7 %, so lautet die zugehérige
Poissonklammer

(4.8)

0G S F oG
17 C)=—iX[d' {aw;<x D S T dwn D dmw 9l

Speziell fir £ = 9, (x',7) und G = y,(2,7) erhilt man analog
zu (2.5):

(4.9) [P ("0 95 (&7, 0)] = —10,50(x" — 2"

Die vierdimensionale §-Funktion ist in einer RZ-symmetrischen
kanonischen Theorie nicht {iberraschend. Sie macht jedoch deut-
lich, wie sehr sich RZ-symmetrische Darstellungen von herkémm-
lichen unterscheiden werden.

Klarerweise sind das kanonische Funktional und die Poisson-
klammern Lorentzinvariant. Die infinitesimalen Lorentztrans-
formationen

7*
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(4.10) oxt = oh2", 00, =w, "0,  »,, +v,, =0
liefern in Verbindung mit den Spinortransformationen

(4.11)

Oy = +iny, 09 = —2ipn, 7= i— @ Y = Y]
aus (4.9) unmittelbar
07, (', 0, v (2", V)] = o
und wegen
(4.12)
[ = — 220 8" —¥° &) guw =28, dne=(—+++)
aus (4.4)

0K = f P10, + Yok 0,)pdixr = o.

Die Spinoren % und # transformieren sich kontragredient, aber
nicht unitir, letzteres weil die Matrix 5 nicht hermitesch ist.%

Die kanonischen Gleichungen (4.6) sind durch die Dirac-
gleichung (4.1) keineswegs eindeutig bestimmt. Konventionell
lige es nahe, % = 9l y, zu setzen und (p,¢) entsprechend
(Zy" (x, 7), w(x, 7)) als kanonisch konjugiert zu betrachten.” Es gibt
gute Griinde, den hier eingeschlagenen Weg fiir bedenklich zu
halten. Wir haben ihn gewihlt, weil er sich zwanglos anbietet,
und gefunden, daB die Quantisierung zu bemerkenswerten Resul-
taten fithrt, ohne daB sich die Schwierigkeiten einstellen, welche
man bei gleichartigem Vorgehen in der konventiellen Quanten-
feldtheorie erhalten wiirde.® Ob das so bleibt, wenn man Wechsel-
wirkungen einfuhrt, wird sich erst zeigen miissen.

5. RZ-symmetrische Quantisierung im Schrédingerbild

Nach der RZ-symmetrischen kanonischen Formulierung der
Diracgleichung koénnen wir diese auf Schrédingersche Weise

8 Das gilt auch fiir ¢+ p, in der herkommlichen Theorle.

?Vgl. z. B. J. M. Jauch, F.Rohrlich: The Theory of Photons and
Electrons; Addison-Wesley Publ. Cy., 1955; hier (3.29).

8 Unsere Annahme wiirde in der konventionellen Theorie zu indefiniten
Wahrscheinlichkeiten fiithren; nach Ziff. 5 geschieht das hier nicht.
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quantisieren. Dabei sind die parameterabhingigen Feldfunk-
tionen durch parameterunabhingige Feldoperatoren %(x) und
p(x) zu ersetzen. Es kann kaum zu Verwechslungen Anlaf geben,
wenn wir dafiir die nimlichen Buchstaben benutzen.

Die Vertauschungsrelationen der Operatoren sind durch die
Poissonklammern bestimmt. Da wir es mit Fermionen zu tun
haben, sind Plusklammern zu verwenden:

(5.1) {4,B} = AB + BA.

Danach treten an die Stelle der Poissonklammern (4.9) die Ver-
tauschungsrelationen:

(5.2) {a (=), Pp(x")} = 0,50(x" — "),
zu denen noch die homogenen Relationen
(5:3) {p.(x), (2"} = 0, {Fu(x), Pp(x")} =0

hinzutreten. Der kanonische Operator stimmt formal mit (4.4)
iiberein:

(5.4) K =[9@)0" 0, —m)p)dix

Die Schrédingergleichung lautet mit Ricksicht auf (4.7) gemil
(3.1):

(5.5) K|®>=o.

Darin verwenden wir fiir die Zustandsvektoren das Diracsche
KET-Symbol | @ >>. Das BRA-Symbol spielt zunichst noch
keine Rolle.

Die Vertauschungsrelationen unterscheiden sich in doppelter
Weise von den herkémmlichen. Erstens steht auf der rechten Seite
die vierdimensionale d-Funktion. Zweitens tritt der adjungierte
Operator p an die Stelle des hermitesch konjugierten y*. Beide
Anderungen haben erhebliche Konsequenzen. Bevor wir diese
niher untersuchen, wollen wir spezielle Lésungen der Schrédin-
gergleichung (5.5) betrachten.

Sei | 0 > der Zustandsvektor fiir das RZ-Vakuum, nach dem
es nirgends und niemals ein Teilchen gibt, und kennzeichnen wir
das Vakuum durch die Bedingungen

(56) Wa(x) |O > =0,



102 Fritz Bopp

weil kein Teilchen vernichtet werden kann, wo keines ist, so folgt
unmittelbar, dal das Vakuum eine spezielle Losung der Schré-
dingergleichung (5.3) ist. Ferner stellt

(5-7) N = [§(x) p(x)dix

den Operator fiir die Teilchenzahl in der Raum-Zeit dar. Sei
nimlich ()" eine homogene Form #-ten Grades in %, so beschreibt

(5-8) |n>=@®" o>
einen Zustand mit 7 Teilchen in der Raum-Zeit, und es gilt:
(5.9) N in>=n|n>.

Da bei Anwendung von K die Teilchenzahl erhalten bleibt,
bleiben die Lésungen mit bestimmter Teilchenzahl » unter sich.
Wir kénnen uns darum auf Loésungen mit bestimmtem # be-
schrinken und betrachten nichst dem Vakuum die 1-Teilchen-
Zustinde

(5.10) | D> = [d*x%(x) p(x) |0 >.
Fiir die Koeffizienten erhilt man die c-Zahl-Diracgleichung:
(5.11) (" o, —m) p(x) = o,

die formal mit (4.1) iibereinstimmt. Wegen der Lorentzinvarianz
geniigt es ruhende Teilchen zu betrachten. Mit dem Ansatz

(5.12) p(x) =ue*" k0 =m,k=o0
erhilt man
(5.13) —(w93+m)u=o>w=j:m,u=;-(13{393)7).

Darin muB der konstante Spinor » nur die Bedingung erfiillen,
daf3 das resultierende # von o verschieden ist. Im Einklang mit
(5.9) folgt aus (5.10) unmittelbar:

(514) N[D>=|d>

Das gilt unabhingig vom Vorzeichen in 4 s, also bei tiblicher
Deutung fir Teilchen und Antiteilchen.
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Schon die Poissonklammern (4.9) bezw. die Vertauschungs-
relationen (5.3) haben zur Folge, daB sich die Dimensionen von
y und ¥ dndern. Man erhilt

(5.15) Dim (y, §) = [m 7]

— 3,2

statt 72~ ¥*. Dementsprechend ist /V in (5.7) dimensionslos. Das-
selbe mull fir die Ladungszahl gelten. Aus der klassischen
Kontinuititsgleichung (4.3) erhilt man zunichst das iibliche
konstante Ladungsintegral

g = [P(x)esp(x)d®x.
Es bezieht sich auf einen Zeitschnitt # = const. Bei endlich
vielen Teilchen in der ganzen Raum-Zeit wird es auf einem Zeit-
schnitt im allgemeinen iiberhaupt keine Teilchen geben. Denn
das MaB des Zeitschnitts in der Raum-Zeit ist gleich 0. Darum
muf} man die Ladungszahl wie die Teilchenzahl durch ein vier-

dimensionales Integral darstellen. Der der Ladung zugeordnete
Operator lautet daher:

(5.16) Q= [#(xesp(x)d’x.
Er ist klarerweise wie /V dimensionslos. Durch Anwendung auf
(5.10) erhilt man

Qle>=[d'z9(x)esp() |0>
d. i. nach (5.13) gleich

F Jd'ap) (1 £eg) v [o>.
Somit sind die Ladungen fiir Teilchen und Antiteilchen gemil
(5.17) Qle>=F |p>firo = £ m.

entgegengesetzt gleich.

Auf dhnliche Weise erhilt man, daB die Ruhenergie der Teil-
chen und Antiteilchen positiv und gleich 72 ist. Klassisch physi-
kalisch lautet der kanonische Energie-Impuls-Tensor

0, =—7py al‘rp + p(y° ag — m) 1/)6;.
Daraus folgen die Kontinuititsgleichungen fiur Energie und

Impuls:

0,0, =o.
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Die konstanten Energie- und Impulsintegrale lauten:

W= [0°d% = [p(m—y-  V)pdiz, P\=[0"dx =
=—[9y Fyddx.

Die zugehérigen RZ-Operatoren erhilt man analog zu dem der
Ladung:

(5.18)

W= [9@)m—y  V)p@dix, P=—[9)y° V p()d'x.
Sie ergeben bei Anwendung auf (5.10/13) die Eigenwerte
(5.19) W|DP>=m|DP>, Plo>=ofirw= +m,

Diese Ergebnisse sind auf den ersten Blick erfreulich. Doch
wird man ihnen mit Skepsis begegnen. Denn jeder, der sich ein-
mal mit dem Problem der negativen Energien herumgeschlagen
hat, wird Varianten der Vertauschungsrelationen erprobt haben
und im Rahmen der herkémmlichen Quantenfeldtheorie je nach
dem Vorgehen auf die eine oder andere Weise gescheitert sein.
Hier kénnten z. B. daraus Schwierigkeiten erwachsen, dall Q und
K gemil

(5.20) [0, K] = [(x) [os "] 8,p(x) d'x

nicht vertauschbar sind. Dennoch existieren simultane Eigen-
I6sungen. Beides ist nicht unvertriglich, weil unter den Eigen-
lésungen von A nur diejenigen als physikalische zugelassen sind,
die zum Eigenwert o fiihren.?

Ferner kdnnte man vermuten, dafl indefinite Wahrscheinlich-
keiten ins Spiel kommen, weil @ und w nicht hermitesch kon-
jugiert sind. Das braucht nicht der Fall zu sein. Wenn man den zu
(5.10) gehodrigen BRA-Vektor durch

(5.21) <@ |=<o|[F(x)p) d'x F(x)=¢ (*)es,

definiert, dndert sich an der bisherigen Definition der Wahr-
scheinlichkeiten nichts. Letztlich ergibt sich das daraus, daf3 die

9 Auf die interessante Frage nach allgemeinen Sitzen, die im Unterraum
K | ® > = o die Existenz simultaner Eigenlésungen garantieren, haben
wir hier noch keine Antwort.
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Wahrscheinlichkeiten allein durch die Amplituden bestimmt sind
und die ¢-Zahl-Gleichung (5.11) unverdndert gilt.

6. Ein 2-Teilchen-System mit Wechselwirkung

Die Energie freier Fermionen ist stets positiv. Die Ladungen
von Teilchen und Antiteilchen sind entgegengesetzt. Das bewirkt,
dafl man mit dem einmal angenommenen Vakuum auch Wech-
selwirkungen erfassen kann. Dazu mull man fordern, dal der
Vakuumvektor | 0 > stets Losung der Schrodingergleichung ist.
Wenn man bedenkt, dal der Schrédingeroperator bei Messungen
abgedndert wird und daBl in dem neuen Operator der der zu
messenden Grofe enthalten ist, lautet unsere Forderung: Jeder
Operator, der eine physikalische Gréfe beschreibt, annulliert
den Vakuumvektor. Denken wir speziell an Fermionen, so setzt
er sich aus homogenen Formen folgender Art zusammen:

GC=®y) +@ppy) +@p Py
@y .
Jeder Summand muf} links einen Erzeuger stehen haben und
rechts einen Vernichter, so dal Terme von der Form (%, 9, ¥, ¥)
oder (,9,v,y) auszuschlieBen sind. Natiirlich sind auch Formen
hoheren Grades zulidssig, die links und rechts mindestens je einen
Faktor y bezw. y haben.

Haben wir einen kanonischen Operator vom obigen Typ, in
dem nur die explizite angeschriebenen Glieder vorkommen, so
bewirken der dritte und der vierte Term, dal3 Teilchen Polarisa-
tionswolken erzeugen koénnen. Doch gibt es keine vom Vakuum
ausgeldste Polarisation. Das ist physikalisch von vorneherein
plausibel und méglich, weil die Energie der freien Teilchen positiv
definit ist.10

Nach aller Erfahrung sind die Polarisationsterme in realisti-
schen Theorien unentbehrlich. Doch sind nunmehr auch solche
Theorien mathematisch moglich, die zu konstanter Teilchenzahl
fihren. Da man in diesem Fall erwarten kann, daB sich das
2-Teilchen-Problem in Strenge lésen 1ifit, ist es sinnvoll, von

10 Wir meinen, daB3 die Mdéglichkeit, das formale Vakuum als reales be-
trachten zu diirfen, ein wesentlicher Fortschritt ist.
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einem Beispiel auszugehen, das noch keine Polarisationen liefert.
Auf dem Wege zur vollstindigen Theorie ist es eine willkommene
Zwischenstufe, welche etwaigen Stérungsrechnungen neue Mog-
lichkeiten erschlief3t.

Wir betrachten eine Spinorfeldtheorie mit Vierfermionen-
wechselwirkung und machen daher den Ansatz:

6.1) K = _f drxp(x) (Y0, — m) p(x)
[ ) P Gl — ) T,

Die Matrizen y*, y, weisen auf eine Strom-Strom-Wechselwir-
kung hin, wie sie sich einstellt, wenn man in einer klassischen
Elektrodynamik mit Diracstrémen das elektromagnetische Feld
eliminiert. Dieser Analogie wollen wir folgen und gehen darum
von der Greenfunktion

G(x) == 8(x?)

aus. Das Selbstenergieproblem entfillt, wenn wir die Maxwell-
Diracsche Greenfunktion durch
o 2
Gx)=—-0(x*+7?), ol/—o0

ersetzen. Nach dem Fortfall der Selbstenergie kann man 7/ = o
setzen. Aus Dimensionsgriinden ist im Nenner der Faktor » hin-
zugefiigt. Die Konstante « ist dimensionslos. Thr Wert bleibt
offen.

Zunichst folgt, daB die Selbstwechselwirkung keine Rolle
spielt. Wendet man ndmlich den Wechselwirkungsoperator in
(6.1) auf den 1-Teilchen-Vektor (5.10) an, so erhilt man u. a. den
identisch verschwindenden Faktor

(6.2) 8(x' — ') 8((a' — ') + 1%) = o.

Entsprechendes erhilt man auch beim »-Teilchen-Problem in den
Selbstwechselwirkungsgliedern. Nach dem Fortfall der Selbst-
wechselwirkungsglieder kénnen wir / = o setzen und damit in
Strenge Maxwellsch rechnen. — Wegen des Wegfalls der Selbst-
wechselwirkung sind die 1-Teilchen-Losungen in Ziff. 5 zugleich
Lésungen der mit (6.1/2) gebildeten Schrédingergleichung.
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Im weiteren betrachten wir den 2-Teilchen-Vektor:
63 |P2>= f dixydiay Play) Plxy, %909 () | 0>,
Darin ist @(x,,x,) eine 4 X 4-Matrix, die wegen der Schiefver-
tauschbarkeit der % folgende Eigenschaft hat:
D' (xy,25) = 03 P(x3,%1)05.

Bei der Ableitung ist von der Gleichung p; = — p5 Gebrauch
gemacht. Sie hdngt mit folgender Darstellung der Diracmatrizen
zusammen, die im wesentlichen auf Majorana zuriickgeht. Seien
o die 2 x 2-Paulimatrizen, so definieren wir die 4 X 4-Pauli-
matrizen durch

64) 0= ((oF X oD, (o % 1), (oF x o) = —d,
t = ((of x o), (1 x o), (of X o)) = —d.

Sie sind vollstindig schiefsymmetrisch. Unserer Metrik ent-
sprechend ist

6.5) (O 7L 3 y3y%) = (— 703,030,010 = (—Ve V1V V5 Vs)-

SchlieBlich definieren wir:
(6.6) =101 wfE€©1235).
Danach ist

6.7) G® ...y ) = (o,de10), (¥, . ) =(—702 —040

Hiernach empfiehlt sich die Abspaltung des Faktors p; neben @
in (6.3), weil p;%(x)" sich bei Lorentztransformationen wie y(x)
verhilt,

Der Operator $(x")y,p(x"") macht aus dem Integranden von
(6.3):
8(xy —x")P(x")y, D(xy,22)039 (xg) [0 >
0y — ") Plxy) P(xy, x5) 037, P(") [0 >.

Daraus erhilt man durch Multiplikation mit p(x")" p(x") bei
Weglassung der Selbstwechselwirkung nach (6.2)



108 Fritz Bopp
O(x, —2"") O(xg— xl> @(x”)?’y D (x4, xz)@s)’#T@T(x’) ' 0>
S(xy—2a")0(xy — 2P @)Y Dxy, £9) 037, P(¥"). [0 >.

Das ist mit der Greenfunktion zu multiplizieren und iiber alle
xz" und '’ zu integrieren:

A o(rr— ) + AP Pl es VT ()

7
dixydix, [0 >

Nach Wegfall der Selbstwechselwirkung kdonnen wir / = osetzen.
Entsprechend erhilt man den kinetischen Beitrag:

Id4x1d4x2 Plry) {¥" 38’ D(xy,%3)03 + 85;2) @(%:%)93‘)’” =
—2m P(xy,79)04} P () |0 >.
Da die §,(x;)P,(x,) | 0 > linear unabhingig sind, miissen die
Koeffizienten einzeln verschwinden. Das fithrt zu folgender
2-Teilchen-Wellengleichung:
(6.8) 0D P(xy,%9)05 + 0 D2y, 205) 037" — 2 M D (21, 75) 03 =
= 70:[ O((wy —x2)2)y" P (1, 25) 037 -
Wegen der Translationsinvarianz 146t sich die Mittelpunktsbe-
wegung wie folgt abspalten:

E

(6.9) P(xy,7x,) = ?’(xﬂi'p.X: X =271z y X = X — X

m|+

Rechtsmultiplikation mit g, ergibt wegen »*7 = — p,9%0,:
6.10) 9, {7, 9D} + = Pl e@] —2 Mo(x) =

= 'Z'z‘ O((rr—22)") ¥ P(2) Ve
Darin ist p(x) eine beliebige 4 X 4-Matrix. Sie kann gemiB

(6.11)
P(x) = A, ()" ++ B (@9 + C(x)y"® + D(2)y® + E(x)

nach den Diracmatrizen entwickelt werden. Mit Riicksicht auf
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6.12) Yy, =—29", Y¥Yy, =0,

PPy, = + 2% Yy, =—4, ¥y, = +4
ist
(6.13)

Yoy, =—2A4,@9 +2C,@) " —aD:x)ys + 4 E(x).

Die einzelnen Feldanteile tragen verschieden stark zur Wechsel-
wirkung bei. Insbesondere ist B,, ohne EinfluB auf die Wechsel-
wirkung.

Zur Berechnung der linken Seite braucht man die folgenden
Vertauschungsrelationen:

6.14) 4y =28 =0, A} =20
vy =200y, {00 = iy,
und
6.13) [ =2, Ly 1 =20/ A1)l =o,
A7) = 20078 — v g*h), [ y"°] = —zirtg.
durch Substitution in (6.10) erhilt man schlieBlich:
20,0 — B, P —2md, =—22 5(:*4,,
~ 7003, C,—8,C,) —— (P* A" — P’ A*) —mB" =o,
(6.16) e, B, — P*D —2m (= + %— o(x%) C¢,
PPCi—2mD =—32 (5D,
2004  —2mE = + 32 (D E.

Wechselwirkungen gibt es nur auf dem Lichtkegel x> = o.
Auflerhalb ist die Kopplungskonstante « ohne EinfluBB. Es ist
darum sinnvoll, die Gleichungen zunichst auBlerhalb des Licht-
kegels zu integrieren, wo die rechten Seiten gleich osind.Danach
gibt es drei Integrationsgebiete, den Zukunftsbereich

Z: a22<<o, x°>o0,

den Gegenwartsbereich

G: a2*2>o0
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den Vergangenheitsbereich
V: x2<o, a"<o.
In diesen Bereichen folgt aus der ersten Gleichung:

2E—V B-P—2m¥ - -4=o0,
2PNV E—2mP - 4=0,V =(0),

die zweite liefert:

—5 @ WA+, P(V - A)—mV B=o,

—— (P V)P A) +- PV - A)—m V- B-P=o0
und die letzte lautet:

V' A—mE =o.

Die dritte und vierte spielen zunichst keine Rolle. Durch Kom-
bination erhilt man die Wellengleichung:

6.17) OFE +——(P- V)ZE———;- PPE — m*E = o.

4m?
Sei M die Masse des Verbundsystems, so ist im Ruhsystem
(6.18) P= 1M, P=o.
Die Wellengleichung nimmt in diesem Fall folgende Form an:

9 4m? — M?

(6.19) AE— 2 E —ytm2E =o0, ¥

4m>
Im Bindungsfall gilt:
(6.20) 0<M=2m1/1—y2<2m.
Speziell fir S-Zustdnde lautet die Wellengleichung fiir « = » I
1 u u
(6.21) ?w——a?—mzuzo.

Der Charakteristikenkegel # = -+ y# liegt nach (6.20) im Be-
reich G. Er fillt nicht mit dem Lichtkegel zusammen. Mit den
Hyperbelkoordinaten

(6.22) t =pcosh @, o’ =psinh @
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erfassen wir das Innere des oberen Halbkegels. Es schlie3t den
Lichtkegel ein. In diesem Bereich lautet die Wellengleichung
(6.21):

0%
(6.23) 8024—————?12—6;2 4 mPu = o.

Die Integrale haben folgende Gestalt:
-+ oo
(6.24) u(o, D) = [ h(E)e=imeehCt D g,

Darin ist 4(£), sofern nur das Integral existiert, frei wahlbar.
Die Ableitungen nach p und @ reproduzieren den Integranden
mit folgenden zusdtzlichen Faktoren:

eulép : +dmch; ouje® : -+ impsh;
Pulep* : — m?ch? Pulod®  — m2?sh? + imp ch.

Thre Kombination gemif (6.23) bestdtigt (6.24) als Ldsung.
Durch den Lichtkegel wird das Integrationsgebiet in zwei zu-
niichst unabhingige Teile zerlegt, in denen die Funktionen /(&)
verschieden sein werden. Wir schretben dafiir in

(6.23) Zih =N, G:ih=Hh(E.

Beide Funktionen mussen aus den Sprungbedingungen auf dem
Lichtkegel abgeleitet werden. Diese sind durch die §-Funktionen
in (6.16) bestimmt.

Zur Formulierung der Sprungbedingungen miissen wir neben
E auch die andern FeldgréBen kennen. Es ist ein merkwiirdiger
Umstand, daB wir bei der Berechnung der Wellengleichung von &
die dritte und vierte Gl. (6.16) nicht gebraucht haben. Das macht
es moglich, im folgenden von der Annahme

(6.26) (f=o0, D=o0
auszugehen. In diesem Fall erhilt man aus der zweiten Gl. (6.16):

B =

L(prAT— P AP).

2
Die dritte liefert:

‘Buv + 9 Bv/l+ avB;.p - P/l(a,uAv_ avA,u)+Py(avAZ'— a}le> +
+ P,(3,4,—2,4,)=o0.
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Mit (6.18) folgt daraus:
(6.27) B = (B, B B%) = — 27 4, B = (B%, B, B —o,

rot A = o.
Damit ergibt sich aus der ersten GI. (6.16):

1
mey?

(6.28) dy=—FE, A= VE.
Danach sind alle Feldgré8en durch Z bestimmt. A ist von selbst
wirbelfrei. Klarerweise fithrt die letzte Gl. (6.16) zur Wellen-
gleichung (6.19).

Auf Lésungen, in denen C* und D vorkommen, gehen wir hier
nicht ein, obwohl sie keineswegs uninteressant sind. Wir wollen
uns hier darauf beschrinken, an einem einzigen Beispiel zu zeigen,
wie Bindung nach RZ-symmetrischer relativistischer Quantisie-
rung zustandekommen kann.

Doch sei angedeutet, was man von C* und D zu erwarten hat,
Setzen wir A, = 0, B,, = ound £ = 0, und lassen wir abermals
die Wechselwirkung beiseite, so gilt:

PD =—2m(C* PC,= +2mD

Das fiithrt, wenn wir zu den Schwerpunktskoordinaten X* zuriick-
kehren, zu einer Wellengleichung fiir pseudoskalare Teilchen:

oD ocCe

aam — —2imC, e = 2imD.

Auch im Falle (* = o, D = o gilt etwas entsprechendes, wenn
wir auflerdem % = o setzen. Lassen wir auch die Gleichungen
beiseite, die Ableitungen nach den inneren Koordinaten enthal-
ten, so gilt:

B P,=—2mA* P,A,—P A, =—2mB,.

Das fihrt zu den Procagleichungen fiir Vektormesonen:
FBrr a4y 8du :

o = 2im A", sxE T gy — —2imB,,

7. Zur Massenbestimmung

Zur Berechnung der Massen brauchen wir u. a. die Sprung-
bedingungen auf dem Lichtkegel. Sie leiten sich aus den Gl. (6.16)
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ab, welche fiir S-Zustinde mit £ = Z(#,¢) und A = A(r, t)r|r
wie folgt lauten:

aai: mAy = —— 6(;\:)/10,
(7.1) ?£~y P = — 2 8(x%) A,

4+ 2 A—mE=25)E.

Spriinge gibt es nur senkrecht zum Lichtkegel. Tangentiell
bleiben wir stets auf der ndmlichen Seite des Kegels, wo Stetig-
keit herrscht. Zur Berechnung der Ableitung in Normalenrich-
tung fiihren wir Polarkoorsinaten ein:

r= Rcosy, ¢= Rsin y.

Daraus folgt:

[

-=sin g

(a5}
~

Durch Integration von (7.1) iiber ¥ im Intervall (%*8,%—{— gl,

0 << & — 0 erhilt man mit Riicksicht auf

d(a%) + 0(4 R* cos2) = — o 0(x —m)4)

die Gleichungen

- o -

(72) [B] = — 47 do = + 57 4,
[do] + [d] = — S —E

Darin sind die Zeichen durch
A= —F% F=5F+F

definiert; /" und f" sind die Werte unmittelbar oberhalb bezw.
unterhalb des Lichtkegels.

Zur Berechnung von [f] und 7, f € (&, Ay, A), schreiben wir
(6.24) wie folgt (mit neuem @):

(7.3) w(r, &) = [d&r(§)e’®, @ =m(¢ch & 4 yrsh é).

8 Minchen Ak, Sb. 1975
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(Um knapper und {bersichtlicher Formeln willen wihlen wir die
Zeichen sh, ch, th, cth statt sinh usw.). Man erfaBt mit der letzten
Gleichung alle Integrale, wenn man in der komplexen &-Ebene
beliebige Integrationswege zulidBt. Danach ist aullerhalb des
Lichtkegels

du
ot

L4 — iy [ dER(E) sh £ e,

=im [ dER(E) ch E®,

Wegen £ = u|r folgt daraus:

oF im ;

9L =22 gene) ch t£®,
(7.4) o =)

%_f_-_ lym J"d&}l(&) S}l Eeﬂp (éf/ciq),
und mit Ritcksicht auf (6.28) erhilt man:

Ao =5 [ 2en() cn £o®,
(7-3) ; o

4 == j dER(E) sh £ — fdf/z(f)e"p

Seien %'(&) und 4"’ (&) die erzeugenden Funktionen in (7.3) fiir
¢ > r bezw. y¢ <7 <t und definieren wir analog zu (7.2)

(76) [RE] =L W@ —1'®), FO=1HE + 1),
so nehmen die Gl (7.2) folgende Gestalt an:

7.7 + fa’&[k(&)] 0= — T [ dERE) ch ki =

4m 7‘2

= | AR sh g0 — 2 [ agie)”

4ym72

und

(78) L [aene)ch ge® +-L [aglhe) sh g™ —

— o [ 2801 = — 7 [ aghen
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mit £ = 7, d. h. mit & =

(7.9 Dy = mr(ch & +y sh & = mp ch(E+ D),
sowie
(7.10) y=thk o=1vr]chh

Ersetzen wir § — & — A, so folgt aus (7.9), dal3
(7.11) Dy = mpché

eine gerade Funktion von £ ist. Daher verschwinden alle Inte-
grale mit ungeradem Integranden. Es empfiehlt sich also, die neu
entstehenden Integranden [%£(§ — 4)] und %£(& — 1) in ihre ge-
raden und ungeraden Anteile zu zerlegen:

(7.12) [£(§ —A] = F(&) + G(8),
h(E—8 = f(& +g(8)
mit
(7.13) F(— & =—F(@),G(— &8 =G(&);
J(— 8 =— F(&), g(— & =g(&).

Verwenden wir diese Bezeichnungen, so lautet die zweite
Gl. (7.2) mit Ricksicht auf

_ Sh(E+4) shé
ych & +shé=—rm—"—>—m,

wenn man die Terme mit ungeraden Integranden von vorne-
herein unterdriickt:

[def®shte® = —— [ dEg(§)e™.
Substitution von
i Py 1 deid)“
sh £ '™ = imp 4t

und partielle Integration ergeben:

[d& (7 + 5 88) " =0,

also ist

(7.14) &) =—yf'(&.

g*
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Aus (7.8) erhilt man entsprechend:

é [ aem(e) sheso

1Py

o | s

2m 2

Die nimliche Umrechnung wie oben ergibt:
F (& +or T G = 2-g(8).

Nach Substitution von (7.14) kommt heraus, dafl man G (&) wie
£(&) durch die Ableitungen der ungeraden Funktionen darstellen
kann:

(7.15) G(&) = —»F O+ L)

Die erste Sprungbedingung in (7.7) liefert eine weitere Rela-
tion zwischen #, G, fund g. Dabei ist die Substitution
ché—ch((—2)=chA(ch&—ysh§&

zu berlicksichtigen. Man erhilt:

[ 25G(&)® = 2 [ di(g(&) ch & —yf(&) sh &)™ =

4zmg
i f I ch gy e = aTyfdéf(»s) sh Ech &'
Somit ist
(7-16) G(S) = aT}' sh & ch 5]‘(5)

Danach ist f(§) diejenige Funktion, aus der man alle andern be-
rechnen kann:

£ =»f (),
(7.17) G(&) =L sh28£(8),
F'(§) = — L F (&) — g sh28/(9.

Die zunichst noch unbekannte Funktion f(£) 1i8t sich nicht aus
den Sprungbedingungen ableiten. Sie ergibt sich, wenn wir die
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Wellenfunktion auf der z-Achse betrachten, also fiir » = o0 und
t>o0.

Insbesondere die beiden letzten Gleichungen legen es nahe,
f(&) durch eine Laurentreihe in ¢° darzustellen:

(7.18) f& =2 ane”g, a_,=—a,.

Die Koeffizientenbedingung garantiert, daBl f(&) ungerade ist.
Nach (7.17) erhilt man daraus:

(7.19)
g&) = —y 3 naet,

ay &
G =22 3 (a_,—a,, )"
n

- *7 N7 A L ¢
F(E) . T, i a,e == 16 Z Tl (arx~2 — an+2> B,
n n

Die Amplitude #«(7, ¢) verschwindet nach (7.3) in » = o, wenn
u(r,t)y = [ dEA (&P =0
ist, also fuir ungerade Funktionen 4'(&). Nach (7.6, 12) ist
RE=fE+D gl +8H+FE+H+GE+ 2.

Durch Substitution von (7.18/19) erhilt man:

/Z,<§> 1 n(l__‘—7”>+ 16)1 ( 71—2_an+2)(y2—'712—)le”(§+2).
Daraus folgt mit Riicksicht aufae _, = —a,:
— K (—&) =

o 2 1 n(§—~4
= D=2 ) = s 26+ e

Koeffizientenvergleichung liefert:
((1 —'O—W-) sh#A —ynch 711) a
(7.20) ?

-%—— (y' chni ——sh 7zl) (@,_o—a, o) =O.
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Diese Gleichung ist gegen die Transformation # — — # in-
variant. Darum genuigt es, positive Werte von 7 zu betrachten.
Da nach (7.18) @y = o ist, liefert (7.20) fiir » = o:

_‘8%7 (y* —A)ay = o.

Wegen
y2—2A=th*1—1<o

mul} @, = o sein, so daB nach (7.20) alle ¢, mit geradem Index
verschwinden. Somit brauchen wir nur % =24 4 1 mit
£ & (0,1, 2,3 ...) zu betrachten.

Aus @; und gy erhiilt man mit (7.20) sukzessive alle {ibrigen
@y, .. Flir n = 1 ergibt sich speziell, wenn wir (7.20) durch ch 2
dividieren und th 4 = y bertlicksichtigen:

o y? o

g 16y

(* — )@y + a3) = o.

Danach ist @, durch @; bestimmt. Bis auf einen gemeinsamen
Faktor a, gibt es also nur eine Losung, was klarerweise eine Folge
der Koeffizientenbedingung ist.

Fiir [7| 3> 1 erhiilt man aus (7.20) die asymptotische Gleichung

+ na, = —% (@, o —a,_o) fur &= n — 4 00,
Nach (7.18) kann man dafiir schreiben:

df(§) | dE = £ —sh2£f(8).

Das sich hieraus ergebende Integral

o
+ —ch2 =
16 ° EfurE:—»:}:Oo

(7.21) f(&) = ke

zerstort, wie wir noch sehen werden, die Konvergenz der Feld-
gréBen. Darum darf man nur abbrechende Reihen zulassen, was
eine liberraschende Konsequenz hat.

Zuniichst zeigen wir, dalB es keine Losungen mitag = a5 ... =0
gibt. Denn unter dieser Annahme erhilt man aus (7.20) fir #» = 1
und # = 3 zwei sich widersprechende Gleichungen, ndmlich

Loy aN — a2 2__ b _
L—p=2, p—Lthzi=o.
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Die erste Gleichung ist im wesentlichen bereits oben abgeleitet,
die zweite folgt ohne weiteres aus (7.20). Beide sind unvertriglich.
Denn die zweite Gleichung liefert y = 0,565, was zu (1 —y)/8 %=
o,170 fuhrt statt zu 1.

Auch in den andern Fillen erhilt man im allgemeinen keine
abbrechenden Reihen, weil das System iiberbestimmt ist. Doch
gibt es fur spezielle Kopplungskonstanten Losungen. Wir unter-
suchen speziell das Beispiel

@, +0, a3F 0, a=a; =...=0.
Fir » =1 ergibt sich wiederum die schon oben abgeleitete

Gleichung:
82
LW,

Fir 2 = 3 erhdlt man aus (7.20):

(1 —-2) th32—37) @ + & 02— L th 35 =o.

und fur » = 3:

yz———-;-th 54 =o.

Mittels der ersten Gleichung kann man a4 eliminieren, so daB die
zweite folgende Gestalt annimmt:

(—872_ — 1) ((1 __12/_) th 34 — 3'}1) +Tx6~(y2—%th 34) =o0.

Setzt man darin die Werte von y und 4 eine, die sich aus der
dritten Gleichung ergeben, so kann man die Kopplungskonstante
berechnen. Eigenlgsungen existieren also nur fiir spezielle Kopp-
lungskonstanten.

Wegen th 4 = y und mit ¢** = ¢ lautet die vorletzte Gleichung:

t—1\2 _ H—1
5 t+1] T F

Daraus folgt:
2 ==2,503356, y = 0,443417,
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und fiir die Masse 4/ und die Bindungsenergie B = 2m — M
erhiilt man:

Ml2m = 0,896315, Bl2m = 0,103684.

Die Gleichung fiir « schreiben wir wie folgt:

() st o) = ) -

1——‘}1_‘_

s

Mit den oben genannten Zahlen erhilt man daraus:

o= —2.135567.

Man wird wie schon gesagt den Zahlenwerten keine Bedeutung
beimessen diirfen. Dazu ist obiger Ansatz des Wechselwirkungs-
operators zu wenig realistisch. Doch ist durch exakte Rechnung
gezeigt, dall es in relativistischen Theorien Bindungszustinde
geben kann. Der Umstand, daf dies nur fiir spezielle Kopplungs-
konstanten méglich ist, mag ecine tiefere Bedeutung haben. Er
fiihrt allerdings zu einer schwierigen Frage. Wenn es kein reiner
Zufall sein soll, dal} die Kopplungskonstante einen passenden
Wert hat, muf3 man annchmen, dal3 sie durch ,Einstellung® zu-
standekommt. In diesem Fall ist zu erwarten, daf3 jeder Quanten-
zustand seine eigene Kopplungskonstante hat. Man wird sich
fragen miissen, wie der Einstellungsvorgang vor sich geht. Die
bisherigen Betrachtungen lassen das noch nicht erkennen. Ohne
ad-hoc-Hypothesen zu machen, wird man nach den bisherigen
Rechnungen sagen diirfen, daf3 die Kopplungskonstante wie die
Masse ein Eigenwert ist. Beide kennzeichnen den jeweiligen Zu-
stand des Systems. Es bedarf weiterer Arbeit, um die Natur des
neuen Eigenwerts zu erkennen.

Hier beschrinken wir uns darauf, den Beweis des Satzes nach-
zutragen, der zu der Abbruchforderung gefiihrt hat. Dazu miissen
wir das asymptotische Verhalten des Integrals

w(r, t) = [dEA (& 4+ Aot

untersuchen, das von der Wahl des Integrationswegs abhiingt.
Der Exponentialfaktor muf} asymptotisch hinreichend rasch ver-
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schwinden, wenn er die in jedem Fall die ins Unendliche gehenden
Werte von 74’ (&) kompensieren soll. Setzen wir £ = & 4 7¢&", so
ist der Exponent gleich

imoch & =72mpch & cos & — mpsh & sin &,

Da u(r, ) reell ist, muf3 neben - Zmp auch — Zm o0 vorkom-
men, also neben &' auch & + z. Wie schon bei Besselfunktionen
haben wir einen doppelten Integrationsweg, einen im Intervall

——%< g ’}undeinen im Intervall —{-% < &< 2% Da:

2

beiist £ = £""(&") den Wegen entsprechend eine Funktion von &’.
Der zweite Term in obiger Gleichung ist exponentiell abfallend
wenn fiir

£~ oo, — <<+ &+ 2
(7.22) +-“§—< ER N Tl

2 2

E/—>—OO —%‘/\51r< +‘g" 5 _)__l
Frlo 43 s 4 30

geht. Wir erhalten so den nach 4- co exponentiell abklingenden

Faktor
P ~mo|shé&’|

Er miilte bei unendlichen Reihen die oben berechnete Funktion

f(5>—>:bp« 1fjch25’ E—s I ooy
iiberkompensieren, was offensichtlich nicht méglich ist. Danach
ist wie behauptet Abbruch der Reihe nétig. Er erfolgt jedoch nur

fir spezielle Werte von y und von o.

Die beiden in (7.22) eingefithrten Teile des Integrations-
wegs lassen sich nach dem Cauchyschen Satz noch deformieren.
Man kann sie wegen ihrer Enden so festlegen, daB3 der obere im
&"-Intervall (4 @/2, 4+ 3m/2) aus dem unteren in (— zf2, + 7/2)
durch Spiegelung an & = + /2 hervorgeht. AuBlerdem kénnen
wir beide Teile als einen &' = + 00 in zusammenhingenden Weg



122 Fritz Bopp

betrachten, derart daB3 auf dem unteren & von — 0o bis + co und
auf dem oberen von 4+ oo bis — oo lduft. In diesem Fall erhilt
man auf dem Charakteristikenkegel o = 0

wu(r,y) = f a’fh'(f),
d. i. gleich

JAE(fE+D) +g(E+2) +FE+H+GE+ D)
= [ dE(f(&) +g(&) + F(&) + G(&) = [dE(g(&) + G(&).

Nach (7.14/13) folgt daraus:
(— 2O —rE® + 27 /8)

—o0+ 3172

— 0 4 inf2 ’

Wegen der Periode 2777 ist das gleich 0. Auf dem Charakteristiken-
kegel gilt daher:
u(r,yr) = o.

Diese Wahl garantiert, dal} #(#,#) iiberall in ¢ > y# endlich ist.
Sie schlieBt sich aulerdem stetig an die Ldsung

wu(r,t) =ofur ¢ < yr
an, welche sich einstellt, wenn man
lim «(r,¢) = o fir ¢t < p7r, r — 0

fordert. Letzteres bestitigt man mittels des Riemannschen Inte-
grationsverfahrens, welches hier ganz elementar ist.

Die Losung unterhalb des Charakteristikenkegels im Gebiet
¢t < — 7 bleibt unbestimmt. Man erhilt mit willkiirlichem
konstanten Faktor C:

wu(r,—1t) = Cu(rt).

Fordert man in # geradebezw.ungerade Lésungen,so ist €' == - 1.
Auch die Annahme € = o ist diskutabel. Vielleicht solite man sie
in Hinblick auf das Kausalititsprinzip bevorzugen. Doch ist es,
wie immer man sich entscheidet, gegenwiirtig noch nicht moglich,
Konsequenzen zu erkennen, die eine Priifung erlauben.

Im Rahmen eines besonders einfachen Ansatzes fiir relativi-
stisch invariante Spinorfeldgleichungen mit nichtlokaler Wech-
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selwirkung haben wir eine strenge Losung des 2-Teilchen-Pro-
blems angegeben. Losungen fiir angeregte Zustinde mit ¢, = o
fur » > NV > 7 sind in Sichtweite. Auch solche fiir andere als
S-Zustinde dirften zuginglich sein. Da obiges Modell noch
deutlich unrealistische Ziige hat, gehen wir darauf nicht ein. Ehe
man weitere Einzelheiten untersucht, sollte man Alternativan-
sitze ins Auge fassen. Bei ihrer Formulierung sind noch Schwie-
rigkeiten zu erwarten. Denn wegen der verinderten Dimension
der FeldgroBlen gelangt man mit rein formalen Erweiterungen
nicht zum Ziel. Um wissen zu kénnen, was mehr realistische
Ansitze sind, muf3 man besser verstehen, was Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren in der Raum-Zeit bedeuten.

Hochst bemerkenswert ist das Ergebnis, dall es nur fir
spezielle Werte der Kopplungskonstante stationire Lésungen
gibt. Das wird diejenigen nicht Uberraschen, die ernsthaft ver-
sucht haben, die Feinstrukturkonstante zu berechnen.

Wenn es ein Wahrheitskriterium ist, daB jeder Berg, dem man
begegnet, einen Durchschlupf hat, so sollte man meinen, da3 die
hier vorgelegte Theorie {iber das hinausfiihrt, was bisher erreicht
werden konnte. Doch wird es noch weiterer Proben bediirfen, ehe
man sie als verldBlich ansehen kann.

8. Nachtrag

Bei dem noch wihrenden Versuch die Quantenelektrodynamik
RZ-symmetrisch kanonisch zu quantisieren, hat sich gezeigt,
warum wir doppelte Eigenwerte haben. Betrachten wir (6.1) als
klassisch physikalisches Wirkungsintegral, so tritt an die Stelle
der Diracgleichung

5K )
0= Joay = V0, —my) +

+ 7@ [ Cla —2") Pl )ppE)dix +
+ [ d'% p() p() G — )y, p(x)
Durch Multiplikation mit (x) und Integration iber x erhilt man

—_ \ (S[X’ . Y2 1} — r ’ Yo [EAN
| %) e dix = K + [ d&"d'x" ) y"p(a") G (&’ —2")

7)(22'”) yll 7/’ (x”) = 0.
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Somit ist im allgemeinen

81) K = —[ % d'x" Gy () G — 2" B(a)
7up (") F 0.

Darum ist es nicht mehr selbstverstindlich, nach der Quanti-
sierung

K|d>=o0
zu fordern. Vielmehr hat man die Eigenwertgleichung
K|O>==|D>

zu untersuchen. Darin ist » der eine Eigenwert. Wegen der Trans-
lationsinvartianz sind 2" andere. Speziell im Ruhsystem ist
PO = Mund P = o. M ist also der andere Eigenwert. Beide sind
Funktionen der Kopplungskonstante «. Erzwingt man % = 0, so
hat das zur Folge, daB} nur spezielle o zulissig sind.

Wir kénnen sofort angeben, was unsere Ergebnisse bedeuten,
wenn wir Eigenwerte x% == o zulassen. Auf der linken Seite von

(.16) ist
(8.2) 2m —2m + x

zu ersetzen, auf der rechten bleibt «/2» unverindert. Wenden
wir in den Ergebnissen (8.2) auf alle Massen an, so ist o gemil

(8.3) o —a(l +x[2m)
zu transformieren. Damit erhilt man aus den fritheren Daten:
M|2m = —0,429708%, 1 + x/2m = — 0,4682604,

Positive Massen setzen negative « voraus. Mit % = o stellen sich
die alten Ergebnisse ein.

Man kann es als Mangel betrachten, dall A = o beim hier
betrachteten Modell eine Zwangsbedingung ist. Jedenfalls ist der
Umstand, daBl A nicht fur alle Losungen der Feldgleichungen
verschwindet, nicht mit dem eingangs gesetzten Ziel im Einklang,
Analoga der Gleichung K (p,x) = o zu erhalten. Doch scheint es
nicht méglich zu sein, den Mangel innerhalb reiner Spinorfeld-
theorien mit plausiblen Ansitzen fiir die Wechselwirkung zu
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tiberwinden. Zwar erfiillen Wechselwirkungen folgender Typen
die Forderung X = o:

(V’ VY, 7/)>7 ]/-C‘?y vy, 1/)>

Doch beschreibt der erste nach der Quantisierung Prozesse, bei
denen es zwar Teilchenvernichtungen, aber keine Erzeugungen
gibt. Beim zweiten ist schwer zu sagen, ob man ihm iberhaupt
einen Operator zuordnen kann.

Die hier untersuchte Wechselwirkung ist also noch mit Skepsis
zu betrachten. Es zeigt sich, daB die Forderung X = o die Man-
nigfaltigkeit moglicher Wechselwirkungen mehr, als man bisher
erwarten konnte, einschrinkt. Die Folgen der Forderung X = o
missen noch weiter untersucht werden.

Herrn F. Wahl mochte ich fiir eine sehr freundliche, sorgfiltige
und kritische Priifung der Arbeit danken,



