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A. Ermittlung der lotrechten Strahlenbrechung schwach geneigter
Sichten aus der atmosphirischen Farbenzerstreuung.

1. Allgemeine Grundlage der Theorie. Fir hinreichend steile, d. h. fiir solche
Sichten, welche mit den Flichen gleicher Brechungsquotienten keine allzu kleinen Winkel
einschliefen, kann man sowohl die terrestrische Gesamtrefraktion A1 (Abb. 1) als auch
ihre Teilbetriige €1y & in den beiden Endpunkten P,, P, der Lichtkurve Z in eine ziem-
lich einfache Beziehung zu der einer Beobachtung zugénglichen, atmosphirischen Farben-
zerstreuung bringen, Begniigt man sich damit, jeweils nur das Hauptglied der genannten
Refraktionsbetréige zu ermitteln, so kommt man ohne jede Hypothese und mit nur zwei
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aus, deren gemessene Richtungsunterschiede bzw. &, einzeln auf die Teilbetriige &, bzw.
&n und im Zusammenhalt guf die Gesamtkrﬁmmung Ap;, fihren, Dagegen braucht man
drei verschiedenfarbige Strahlen I, L', L" und eine rohe, plausible Annahme iiber die
Luftschichtung, wenn — als Korrektionsglieder — auch noch die kleinen Grigen zweiter
Ordnung beriicksichtigt werden sollen. :

In einer friiheren Abhandlung?) sind djese Verhiiltnisse ausfiihrlich auseinandergesetzt
und die Endergebnisse durch die Gleichungen (66) und (141) bzw. (108), (139), (140) darge-
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stellt, je nachdem es sich jeweils nur um die Berechnung des Hauptgliedes der Refraktion
oder auch noch um die Beriicksichtigung der zugehdrigen Korrektionsglieder handelt.

Versucht man, auf den gleichen Grundlagen denselben Zusammenhang zwischen Strahlen-
brechung wnd Farbenzerstrewung auch bei den fir die Geodiisie so iiberaus wichtigen ganz
schwach geneigten oder gar horizontalen Sichten nachzuweisen, so werden die Verhiltnisse
uniibersichtlich und zwingende Schliisse sind nicht mehr moglich. Insbesondere ist der
Verlauf der in den Entwicklungen vernachlissigten kleinen Glieder hoherer Ordnung, welche
die trigonometrische Tangente des Einfallswinkels enthalten, nicht mehr zu iiberblicken
und die dort aufgestellten und in den Gleichungen (100) und (101) zur Ableitung der
Korrektionsglieder zusammengetragenen Hilfsbeziehungen werden bei der stark anwachsenden
Entfernung entsprechender Strahlenpunkte recht unsicher. Zudem kann es — z B. bej
horizontalen Strahlen — vorkommen, daf der Grundstrahl L gar nicht alle diejenigen
Schichten durchliuft, welche der laufende Strahl L’ durcheilt.
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Abb. 2.

So scheinen die Aussichten fiir die Bestimmung der Refraktion schwach geneigter
Sichten aus der Farbenzerstreuung recht mi6liche zu sein. Gliicklicherweise kommt uns aber
bei allen praktischen Fillen ein Umstand zu Hilfe, welcher bei der Steilsichtentheorie als
ginzlich entbehrlich nicht beniitzt worden ist.

Die Endpunkte P,, P, einer trigonometrischen Sicht L und eines Vergleichsstrahles
L', von denen bei einseitigen Beobachtungen P, der Zielpunkt, P, der Beobachtungsort
sein soll, liegen notwendigerweise ganz in der Nihe der Erdoberfliche in vielfach ge-
storten Luftschichten, wihrend die mittleren Teile von L und L’ in groBeren Abstinden
vom Boden in Luftschichten hinstreichen, die dem Einflug der Geléindeunregelmibigkeiten
nicht mehr so unmittelbar ausgesetzt sind. Zwischen zwei lotrecht iibereinander liegenden
Punkten P; (Grundpunkt), P; auf L und L’, welche durchwegs als zugeordnete Punkte
bezeichnet werden sollen, wird man daher zwar nicht einen vollkommen gleichartigen Luft-
zustand aber doch auch nur geringe Unterschiede und eimen einfachen gesetzmdifigen Wechsel
des Lufteustandes in vertikaler Richtung voraussetzen diirfen: gegen die Strahlenenden zu,
weil hier die Abstinde der zugeordneten Punkte auBerordentlich klein sind und fiir die
Mittelstiicke mit den weiter abstehenden zugeordneten Punkten, weil sie betriichtlich grofere
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Bodenabstinde besitzen, d. h. in nur wenig gestorten Schichten verlaufen. Diese Verhilt-
nisse gelten natiirlich auch dann noch, wenn ein weiterer Vergleichsstrahl L” und damit
ein weiterer zugeordneter Punkt P; hinzutritt.

Die soeben begriindete Annahme sowie der Umstand, dap die Fldchen gleicher Brechungs-
quotienten in ganz grober Amndherung horizontal verlaufen, bilden die Grundlage der fol-
genden Entwicklungen.

2. Differentialausdruck der Strahlenbrechung einer schwach geneigten
Sicht. Durch die Endpunkte P;_1, P;, P;y1 (Abb. 2) der beiden Strahlenelemente d L, 1,
dL; denken wir uns die Flichen f;_1, fi, fit1 gleicher absoluter Brechungsquotienten #;_,
n;, i1 gelegt und die Abstéinde so klein bemessen, daB auf die Lingen dL;_;, dL; in
den entstandenen Schichten s;_1 bzw. s; jeweils gleichartige Verhiltnisse innerhalb ein und
derselben Schicht herrschen. Der unendlich kleine Zuwachs des absoluten Brechungs-
quotienten %; von f; bis fi4 ist

d%,' = N1 — 4. ) (1)
Ihm entspricht in P; eine unendlich kleine Richtungsablenkung

dpi = @i — @i—1 2)
des Strahlenelementes dI; mit der Richtung ¢; gegen das vorhergehende Element dI,
mit der Richtung ¢,—;. Ihr analytischer Ausdruck lautet

an, dn;
——d(p":z‘tga,‘=—nzctga}; (3)
= tg a; - dlg n; = ctg w; - dlg n;, 4)
wenn a; den Einfallswinkel und w; = 90° — a; den Schnittwinkel des Strahles L mit der

Begrenzungsfliche f; bedeutet.

Da sich bei den hier in Frage kommenden Luftschichten #; von 1 hochstens um
0,0003 unterscheiden kann, so lift sich die strenge Gleichung (3) bis auf einen relativen
Fehler von hochstens 1:3000 auch durch die etwas einfachere Beziehung

— do; = dn, ctg w; (5)

ersetzen. In das fiir die ganze spitere Entwicklung maBgebende Verhiltnis d¢; : doy,
worin dg; zum Strahl L und zum Brechungsquotienten n; gehort, geht nur ein geringer
Bruchteil des erwihnten Fehlers ein. Dieses Verhiltnis enthiilt nach (3) den Quotienten
n; : i, welcher bei der getroffenen Vereinfachung gleich 1 gesetzt wird. Dadurch entsteht
ein relativer Fehler n; — n;, der mit Riicksicht auf die praktischen Moglichkeiten (Wellen-
lingen unter 0,3 u kommen wegen der starken Undurchlissigkeit der Luft fiir solche
Strahlen kaum ernsthaft in Betracht) unter 1:30000 zu schitzen ist und fiir die vor-
liegende Untersuchung immer vernachlissigt werden darf.
Nun ist der Schnittwinkel

Wi = yi — 17 (6)
die Differenz zwischen der Strahlenneigung y; (Héhenwinkel des Strahles) und der Schicht-
neigung #; im Punkte P;. Damit wird der letzte in (5) enthaltene Faktor

1 1 4-tgyitgn @)

ctg w; = = .
= tg (vi — m4) tg yi —tg i
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Unter Verwendung der Horizontalprojektion ds; des Bogenelementes dL; und der in der
Lotrichtung gemessenen schiefen Schichtdicke dk; ergibt sich aus Abb. 2

dh; = ds; (kg yi — tg 72); )
also ist
dh;
tg yi — tg i = & (9)

Setzt man (9) in (7) und dieses hierauf in (5) ein, so folgt fiir das Ablenkungs- -
differential der Ausdruck

dni
— dopi = ds; (1 + tg ritgn) o7 (10)
Mit der Abkiirzung
d%,‘
w=—a (11)
fiir das Brechungsgefille im Lot?') in P; erscheint (10) in der Form
do; = v; (1 4 tgy:tgn.) ds;. (12)

Bis hieher ist iiber die Grofe der Neigungen y;, 7; noch keine Einschrinkung getroffen
worden, so daf Gleichung (12) noch allgemeine Giltigkeit besitzt.

Fiir die vorliegende Aufgabe kommen nur kleine Neigungen y;, #; in Betracht, so
daB es nahe liegt, die trigonometrischen Tangenten dieser Winkel in Reihen zu ent-
wickeln. So erhilt man fiir das in (12) enthaltene Produkt tgy;tg#; den Ausdruck

tgyitgni = yini + 5 i+ mard) + ..., (13)
dessen letztes Glied neben 1 vernachlissigt werden darf. Aus (12) ergibt sich also das
Ablenkungsdifferential

do; = vi (1 yin) ds;, (14)
dessen relativer Fehler infolge der begangenen Vernachléssigung selbst dann noch unter
1:3000 bleibt, wenn die Absolutwerte von y; und #; beide den grofien Betrag von 8°
annehmen sollten. Auch dieser Fehler geht in das Verhiltnis dg;: dp; nur mit einem

geringen Bruchteil ein, so daB auch er fiir unsere Zwecke nicht weiter beachtet werden soll.
Noch geringer ist der relative Fehler der Beziehung

ds,‘:dL;COS}/i:de(l——'%y?), (15)
deren Einfithrung in (14) den Ausdruck
dos = vi {1+ yi (i — § 79} d L (16)
ergibt. Beachtet man ferner, dag
vi=mni+ o, ni—gyi=3%@m— o) . (17)
ist, so erscheint (16) in der Gestalt ‘
dge = w{l+ } (g — w)} d L. (18)

1) Bei der in Anm. 1 S.4 genannten Steilsichtentheorie hatte » die Bedeutung eines relativen
Brechungsquotienten.
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Die beiden Formen (14) und (18) fiir de; zeigen, dap das Ablenkungsdifferential
einer schwach geneigten Sicht im Hoauptgliede sowohl von der Schichtneigung wie auch von
der Strahlenneigung, also auch vom Strahlenschwittwinkel unabhingig ist und Gl. (18) ergibt
fiir w; = 0 den bekannten Satz, daf die in der Schichtrichtung streifende Sicht am stirksten
gekriimmt ist.

Der aus (18) folgende Kriimmungshalbmesser der Lichtkurve in P; wird

dL; 1
Rz—d%' — ol i — o)} (1)

den gleichen Genauigkeitsgrad besitzt der Ausdruck

1 2 g
B = {1— (@i — wi)}. (20)

3. Physikalischer Ausdruck fiir das Brechungsgefille. Nunmehr ist der
physikalische Ausdruck fiir das Brechungsgefille » aus der Luftbeschaffenheit herzuleiten.
Betrachtet man vorerst die Luft als ein einheitliches Gas, welches bei Punkt P; in der
Schicht s; die Dichte ©; besitzt, so ist nach dem Gesetz von Arago

Der Festwert b gibt das spezifische Brechungsvermdgen der Luft an. Zu bestimmten
Ausgangswerten B,, T, des Luftdrucks und der Lufttemperatur gehort ein Dichtewert 9,
und der absolute Brechungsquotient #;. Die allgemeinere Beziehung (21) liefert fiir das
Wertepaar 9,, »; die besondere Gleichung

wW—1=10b.9, (22)
und nunmehr folgt aus der Division (21):(22)
wm—1 = % (ni — 1). (23)
190

Einem Wechsel d¥; der Luftdichte entspricht daher im Brechungsquotienten #; die
Anderung

dn; =10 - d¥;. (24)
Nach dem Gesetz von Mariotte-Gaylussac ist die Gasdichte der Ausdruck
__ B T, ,
79,’—:8‘0'71: "19‘0, (‘5)

wenn By, B; und T, T; die Driicke und die absoluten Temperaturen sind, welche zu den
Dichtewerten ¢, und ; gehoren. Ersetzt man in (23) den Quotienten & : 9, durch den
hiefiir aus (25) folgenden Ausdruck, so wird
n,--—lzgz’-%’(n,‘«’—l). (26)
Beim ﬂbergang von der Schicht s;_; zur unendlich benachbarten s; #ndern sich ¥,
B;, T; um die Betriige d¥;, dB; und d7,. Aus (25) folgt somit, da die Ausgangswerte
¥y, By, T, als Festwerte zu betrachten sind, die Dichtesinderung

dB;, d4T; :
R it TR 27
dd; ’9’{19.. T,-}' 27)




Versteht man unter dem Druckgefille n; und dem Temperaturgefille v; im Punkte P
die Abnahme des Luftdrucks B; und der Temperatur 7 fiir eine Hohenzunahme gleich
der Lingeneinheit, so ist

d b, aT;
7Z¢=’-—d72;, Ti~—Tm' (28)

Durch Einsetzen der hieraus folgenden Werte

d.Bz = — T dk,‘, d]’z = — T dk, (29)
in (27) ergibt sich die Dichteéinderung
Tt T
dd = — 9 {E — TL} dh (30)
und damit folgt aus (11) und (24) sogleich der physikalische Ausdruck fiir das Brechungs-
gefille v; in P;, nimlich
dn; . Ly Te Ty
v Y — — d]lr,; = b b ’19, {B. T,} (31)

oder wegen (21) und (26)
¢ '3 _Bi T 0 7 @
v,:(m_l){;h%}:]j.ﬁ(n‘_l>{;_;_}. (32
% i 0 i i i

Wird dieses Ergebnis in (14) eingesetzt, so erhdlt man den physikalischen Ausdruck des
Differentiales der Strahlenbrechuny

ap—=v- o {3t — gty as (39)

_ i 8 1

(n{ —1) {; “— %}(1+ yindds;  (34)

fiir das Bogenelement der Lichtkurve.

Der drtliche Kriimmungshalbmesser R; der Lichtkurve in P; ergibt sich unter Be-
achtung von (19) und (32) aus

g = o= {F — 2l utrar-on =3 Pei—n{gF—plu+iomon. 6

Die Gleichungen (31) bis (34) gelten fiir den ganzen Strahl L, solange man die
Luft an allen Stellen desselben als ein einheitliches Gas betrachten darf. In Wirklichkeit
ist sie ein Gasgemenge, dessen prozentuale Zusammensetzung léngs einer trigonometrischen
Sicht nahezu unverindert bleibt. Um spiter die Brechungsverhiltnisse in den lotrecht
ilbereinander liegenden zugeordneten Elementen mehrerer Strahlen mit hinreichender Zu-
verlissigkeit vergleichen zu konnen ist es trotzdem ratsam, das Brechungsgefille und das
Ablenkungsdifferential so darzustellen, wie sie sich aus der zusammengesetzten Natur der
Luft ergeben.

Die trockene Luft der hier in Betracht kommenden unteren Schichten besteht aus
etwa 78 Raumprozent Stickstoff, 21°/o Sauerstoff und 1°/o Argon; dazu kommen etwa
0,03°/o Kohlensdure sowie Kohlenoxyd, Ammoniak und einige andere Gase in ganz belang-
losen Mengen. In Wirklichkeit enthilt die Luft auch noch einen wechselnden Gehalt an
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Wasserdampf, der in unseren Breiten im Durchschnitt 1 Raumprozent fiir die Dampf-
dichte 0,63 betragen mag.

Im einzelnen werden zu den r Bestandteilen L, L,, .. L, der Luft an der Stelle P,
folgende GroBen gehoren:

Volumanteile in der Raumeinheit . . . . . . Vigy, Y24y « .. Upi,
spezifische Brechungsvermogen . . . bi; bay .u.by
Dichte zum Luftdruck B; und zur Tempelatur i DP1ey P2y oo . Oy, ;
A LA L o T Ve nd N ML
Brechungsquotienten zu B; und 735 . . . . . N1y N2iy oo o B,
. sy andr et o el e Ryos Magy s oo Brgo

Mit diesen Bezeichnungen ergibt sich der absolute Brechungsquotient #; der Luft
nach der sog. Mischungsregel aus der Beziehung

ni—1 = {v; (15 -1) 4 026 2,—1) + -+ 40, - D} A+ G =1+ Gi){é{"u(%es—l)}- (37)

Diese Mischungsregel ist zwar in sehr grofer Anndherung aber doch nicht in aller Strenge
additiv'). Deshalb ist zur Vorsicht in (37) der Faktor (14 Gi) beigefiigt, in dem G}
eine kleine GroBe erster Ordnung bedeutet. Ihr FuBzeiger soll darauf hinweisen, da es
sich bei G} um eine ganz bestimmte, wenn auch unbekannt bleibende Grofe handelt.
Aus (87) folgt der zu B, und 7, gehorige Brechungsquotient #; der Luft bei P,
némlich

1) 2 B £ )+ %0 g — 1), (38)
e=1
Bringt man (37) unter Beachtung von (26) auf die Form
B3
nw—1= B T" 1+ &) 2 v,,,(mo s (39)

so fiihrt ein Vergleich mit (38) auf die dem Ausdruck (26) entsprechende und &uBerlich
damit iibereinstimmende, einfache Beziehung

n,-_1=_'-%>(n;’—1). : ©(40)

Werden in (37) auf Grund der GI. (21) die Ausdriicke n,, —1 durch die Produkte
b, e ersetzt, so erscheint die Beziehung

—1=(1—]—G)z,v”- e (41)

Auf dem gleichen Wege, der von (21) nach (81) und (33) gefiihrt hat, ergeben
sich nunmehr aus (41) die der zusammengesetzten Natur der Luft enisprechenden physi-
kalischen Ausdriicke

v,‘={%:——«}(1—LG)Lv“b 0.={%_%}(n,._) g ?{Bf %}(nf—l) (42)

) Ramsay W. und Travers M. W. zeigen in der Abhandlung Uber die Lichtbrechung von Luft,
Sauerstoff, Stickstoff, Argon, Wasserstoff wund Heltum, Zeitschrift fiir physikalische Chemie, 25. Bd.,
Leipzig 1898, daB nach ihren Versuchen fiir Luft die additive Beziehung um rund 0,3%0 zu kleine
Werte ergibt.

Abh. d. math.-naturw. Abt. Neue Folge 3. 2
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fur das Brechungsgefille bzw.

- TT; T3 . _B,' TO 0 TT; Ty

dp— = 1)-{ = Uy ds = - P =D [ b s 49)

fir die Strahlenablenkung des Bogenelements. Man darf sich bei dieser Ableitung den
Umstand nicht entgehen lassen, dat die Temperatur aller Luftbestandteile mit der Luft-
temperatur iibereinstimmt und jedes Verhiltnis B,;: B,, durch das der Luft entsprechende
Verhiltnis B; : B, ersetzt werden darf.

Nach (19) und (42) folgt fiir den reziproken ortlichen Kriimmungshalbmesser der
Lichtkurve in P; der Ausdruck
1 _ e . 1 n?— o8y] = D Lo 0 i SRR ) et oo
&= 00— 2 U doi—ob] = -2 ei-0- {20+ par-oh) 49
Er stimmt mit dem entsprechenden fiir ein einfaches Gas gefundenen Ausdruck (35) voll-
stindig iiberein. Entsprechendes gilt auch fiir die Gleichungen (42), (43) und (32), (34).

Fiir 0° Celsius, 760 mm Luftdruck, n; = 1,000293, ein Druckgefille von 0,094 mm
auf 1 m und den Erdhalbmesser 7 = 6370 km ergibt sich bei wagrechter Sicht aus (44)
der bekannte rohe Uberschlagswert fiir den orilichen Refraktionskoeffizienten, nimlich

%t =r: R 0,28 —681. (45)

Anscheinend ldBt sich aber die Strahlenbrechung von Sichten, die in ihrem ganzen Verlauf
nur 1—2 m iiber dem Boden liegen, durch den Ausdruck (45) nicht geniigend darstellen.?)

4. Das Ablenkungsdifferential in zwei zugeordneten Strahlenpunkten.
Fiir das Brechungsdifferential dg; des Strahles L von der Wellenlinge 2 in P; wurde
der Ausdruck (43) gefunden. Im zugeordneten Punkte P; (Abb.1) des Strahles L' von
der Wellenliinge 1" erfdhrt L’ die entsprechende Ablenkung

. e Xy T 2
asi =5 3 i =0 — ki as, (46)
welche in eine moglichst einfache Beziehung zu dg; gebracht werden soll. In (46) ist
‘n; der fir B,, 1, zur Wellenléinge 1" in P; gehorige Brechungsquotient wihrend #;’ den
gleichen Werten B, T, 2’ in P; entspricht.

Die zugeordneten Punkte P;, P, besitzen die Bodenhshen 4, %; (Abb. 1), welche sich
nur um einen geringen Betrag Ah; unterscheiden, so daB es zulissig erscheint, die ge-
strichenen GroBen des Ausdrucks (46) mit den analogen Werten fiir P; durch folgende
einfache Beziehungen zu verkniipfen:

T} = T; + AT, = T, c1s Ak + ¢4 ARE, “47)
B B b A B By b 4 AR (48)
n = i+ dni = 5 + esq A, (49)
vi = yi + Ay; = i + ¢3¢ AK;. (50)

1) Siehe Kohlmiiller Franz, Zur Refraktion im Nivellement,‘Miinchen 1912, S. 89 und 100.
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Aus (47) ergibt sich das Temperaturgefille
. aTy ; ]
'L’,,;=—E}T=—01i—202¢Ahi=t;—262,;Ah,' (51)
im Punkte P;, wihrend aus (48) das zwischen P; und P, konstante Druckgefille
7 = — G35 = T (52)

hervorgeht.

Auch das zu P; gehorige n; wird sich von dem zu P; gehdrigen Werte 7;" um
einen allerdings sehr geringen Wert unterscheiden, weil die Luftzusammensetzung in
beiden zugeordneten Punkten nicht vollkommen iibereinstimmt. Nach GIl. (38) gilt in P;

0’ —1 = {visMio—1) + v2 29— 1) +....} A + GD (53)

und in Py
‘ni —1 = {0 Mo— 1) 4 vhi (mao— 1) ...} A + G, (54)
wenn vis, ¥ss, .... die Raumanteile der einzelnen Luftbestandteile in P; bedeuten. Die

Anderung der Raumanteile v,; von P; bis P/ kann fiir den kleinen Abstand 4hk; vollig
ausreichend linear angesetzt werden; es ist also

vi¢=vli—}—07¢Ak}, vé,-:-—v“-i— 63;4’]&;, ..... (55)
Durch Einsetzen dieser Ausdriicke in (54) folgt
'ni~1 = {v1s(nio~1) + v2i Mao—1)+ ...} A + G + [cr1:(Bio—1) + csi(Mio—1) +...] dh;  (56)

= ;" —1) + [eri(mio—1)—cas(mho—1) +...]dh; (57)
gt nio—1 mpo—1 n3o—1 .
= (n;"—1) {1—'_(c”né"——l+08'n{°—1+09'n_-.’-°—_1 + .. ) Akz}. (58)
Nunmehr ist die wichtige Frage zu priifen, ob die in (58) enthaltenen Quotienten
(nio—1) : (mi°—1), (nro—1):(n;°—1),.... von der Wellenlinge 1’ unabhingig sind.
Mittels der Dispersionsformeln?) fiir
Luft . . . . . (®—1)10" = 2903,1 + 3,804—2 4 1,231°*%,
Stickstoff . . . ! = 2941 + 3,811°% 4 1,2117%,
Sauerstoff . . . 7 = 2697,4 + 3,721—% 4+ 1,26 14, (59)
Argon . . . . . " = 2757 18,7 1—2,
Wasserdampf . . . = 24547 4 21,6612,
welche 2 in u enthalten, kann man fiir verschiedene Wellenlingen die der Luft ent-
sprechenden Werte #;°—1 sowie die entsprechenden Grofen »ij—1, nsi—1, ... der

wichtigsten Luftbestandteile Stickstoff, Sauerstoff, Argon und Wasserdampf berechnen.

1) Die Formeln fiir die drei erstgenannten Gase siehe bei H. Clayton Rentschler, .Bestimmung
des Brechungsindex von Gasen fir verschiedene Wellenlingen, Astrophys. Journ. 1908 S. 345. Sie sind
aus Beobachtungen zwischen 0,577 4 und 0,384 4 gefunden worden. Die fiir Argon und Wasserdampf
angegebenen Ausdriicke sind rohe Niherungsformeln, welche aus Beobachtungen zu den Wellenléingen
0,644 # und 0,480 p bzw. 0,671 und 0,478 u abgeleitet worden sind. Die Unterlagen siehe bei
Loria St., Die Lichtbrechung in Gasen als physikalisches und chemisches Problem, Braunschweig 1914,
S. 52 und 59.

2*




12

Sie sind in Tab. 1 in Einheiten von 10~7 zusammengestellt; unmittelbar darunter stehen
jeweils die entsprechenden, zu untersuchenden Quotienten (wi}— 1) : (n;°—1), (nsi—1):
(ri°—1), ..., deren Maximaldifferenzen D in einer letzten Spalte ausgewiesen sind. Inner-
halb des in Frage kommenden Wellenbereiches werden die Quotienten von der Wellen-
linge so wenig beeinflut, daB man in Gl. (58) das auf 1 folgende Korrektionsglied als
eine von A’ unabhiingige Gréfe betrachten darf. Der Inhalt der Rundklammer von (58)
kann daher lediglich als eine Funktion des Ortes P; bzw. des dort herrschenden Zustandes
ausgedriickt werden; es ist also

%{o——l + & %20
EET 34
n°—1 ‘m

—1
Mol b= a. (60)
Mit dieser Abkitirzung nimmt (58) die Form

C14

‘i —1 = (i*—1) {1 + css 4h;} (61)
an.
Tab. 1.
Wellenléinge in
D
Gas vy
0,7 0,6 0,5 0,4 0,35 0,3 025 | in°p
| 752l s, 2916 2923 2938 2975 3016 3097 3279
Stickstoftf . . . ‘. 2954 2961 2976 3012 3053 3133 3312
1,013 1,012 1,011 1,013 1,011 1,011 1,009 0,4
|
Sauerstof . . . | 2710 2718 2732 2770 2812 2894 3080
0,930 0,931 0,930 0,981 0,952 0,984 0,939 1,0
Argon s Wl 2795 2809 2832 2874 2910 2965 3057
0,959 0,962 0,964 0,965 0,965 0,957 0,933 3,3
Wasserdampf . . 2500 2515 2541 2590 2631 2695 2801
0,857 0,860 0,864 0,870 0,872 0,871 0,855 2,0

Das in (61) enthaltene Glied cg; 4%; ist auf seine GroBenordnung hin zu untersuchen.
Mit Riicksicht auf (60) und (55) wird

e Ahi = (vi;— ?Ju) nm e —}— (vhs — ?72@) ”20 % e (62)
_ (wis—o19) (%10—"1) + (vai—v34) (néo—l) e (63)
o 7 —1

Ersetzt man noch den Nenner von (63) durch (53), so folgt
oo A7 — (Pii=010) (rio—1) + (vhi—2p) (Moo —1) + (Vo —03) (Myo—1) 4. . - .
ST o (0o —1) +  wi(o—1)  + vi(mao—1) +....} 1+ G)
Da im Zihler und Nenner dieses Ausdrucks gleich viele Glieder stehen, welche sich wie
die Differenzen v,; — v,; der Raumanteile zu den Raumanteilen »,; verhalten und da diese

(64)
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Differenzen im Verhiltnis zu den Raumanteilen auBerordentlich gering sind, so ist das
Korrektionsglied ¢g; 4%; hochstens als eine kleine Grofe 1. Ordnung anzusprechen.

Nunmehr kniipfen wir wieder an den Ausdruck (46) fiir das Ablenkungsdifferential
dei an. Ersetzt man dort die GroBen B;, T;, ‘ni—1, =i, =i, yi, ni durch die Ausdriicke
(47) bis (52) und (61), so folgt
vy Bi— i AR £if

: <n;°—1><1+cemh:->{

T T,-—ZCg.‘Ah:'
W B, T dhi+cudh?

Bi—ﬂiAh:‘ T,'—‘[,'Ah;"l"CQ,'Ah;'z

}(1+ YiNi+ (Cas Vit C5im3) Ali+ caicsi Ah?) ds; (65)

-l
e ’
T s r,--262,-Ak,-
L, . T T T o0 1 - ) '\Bi-ﬂiﬁh;_ Ti-vi AWt e A L(04;71-"05677;)Ah;'-i'&,ucz’u'4177/52
[Fﬁ T,- (ni 'D{E' Ti}(1+yi77i) ds‘](l-Edki)l_ndhi-cmdk?(l+66’Jh” E x 1‘ (1 T 1+7i77£ ) (66)
T; B; T;
i
Wir setzen zur Abkiirzung
n'—1 ’
m?——_f = C; (67)

und beachten, daf der Inhalt der Eckenklammer von (66) nach Gl. (43) das Ablenkungs-
differential d¢,; des Grundstrahles darstellt. Bezeichnet man das Produkt der iibrigen
Faktoren in (66) mit P? so nimmt der Ausdruck fiir das Ablenkungsdifferential des Ver-
gleichsstrahles L’ die Form

dop; = Ci- Pi-do; (68)

an. Auch P kann auf eine wesentlich einfachere Gestalt gebracht werden, sobald iiber
die Griofenordnung seiner Bestandteile Klarheit herrscht.

—% AFp=— % Ah; ist als das Verhiltnis des Druckunterschiedes zwischen Grund-

punkt P; und zugeordnetem Punkt P; auBerordentlich klein; es kann < G gesetzt werden.
Entsprechendes gilt auch fiir die Temperatur, so daB der Quotient (z;4%h; —casdhi®): T;
ebenfalls <G zu setzen ist. Nach der Deutung von (64) ist auch ¢s; 4% < Gt Da es
sich bei dieser Untersuchung um schwach geneigte Sichten handelt und die Flichen
gleicher absoluter Brechungsquotienten annihernd wagrecht liegen, so wird man auch das
Hohenwinkelprodukt y;7; als kleine Grége 1. Ordnung ansprechen diirfen. Selbst fiir die
sehr grofen Werte y; = 8° 5, = 8° wird y,%; erst 2. Mit umso groGerer Berechtigung
kann man die Produkte ¢s; Ah;y; und ¢s:4h; n; gleich G oder kleiner setzen, da c4; 44
und ¢s;4hi die geringe Anderung der Schichtneigung bzw. der Strahlenneigung vom
Grundpunkt P; bis zum zugeordneten Punkt P; bedeutet und das Produkt cs; ¢35 4h*
muB wohl schon als G+% betrachtet werden. Fiir zahlenmiBige Abschitzungen kann man
G zu etwa 0,01 annehmen.

Bisher handelte es sich nur um Feststellungen, welche sich aus der Natur der Sache
zwingend ergeben. Dazu tritt jetzt noch die Annahme, dak der Temperaturzuwachs 4T
von P; bis P; in der Hauptsache durch das Glied ¢;; 4h; = — 7; 4h; dargestellt wird und
durch das Zusatzglied ¢z; 4%;* in (47) nur noch eine relativ kleine Verbesserung erfihrt;
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Differenzen im Verhiltnis zu den Raumanteilen auferordentlich gering sind, so ist das
Korrektionsglied ¢z; 4%; hochstens als eine kleine Groge 1. Ordnung anzusprechen.

Nunmehr kniipfen wir wieder an den Ausdruck (46) fiir das Ablenkungsdlﬂ’erentml

d; an. Ersetzt man dort die GroBen B;, T;, ‘n{—1, 7j, @, 7i, n: durch die Ausdriicke
(47) bis (52) und (61), so folgt

Bi—a; Ah; T,

202,Ah p
i) 2. 2
W==p,  Trudhroudig™ ~WI+oudh ){B . Tt 2}(”7”7* louretopni dhitoucudhi)dn 169

_mi'-L

T np-1 ’

7T 1:;—262,-41']2,'
B; TO q 7T Ty int 1 iy ) ,\B;—ngdh;-.T,'-T.’A]’L;‘-l-Gg;Ah} (G4.}’.+09¢17.)Ah,+64,65311h;
'{E'Ts(m_l){f' T}(l+y,¢7)ds,]( z_Ah,-)l_n I = ( = )(66)
T B, T,
Pl'

Wir setzen zur Abkiirzung

=L ..
W e C; 67)
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es ist dann ¢s; 4 A : €1y = — ca:4hi : t;= G*. Ferner soll vorerst angenommen werden, daf
Tt T
B I

in P; wirklich eine Strahlenbrechung stattfindet, was immer zutrifft, wenn sich

von Null unterscheidet. Dieser Ausdruck besitzt den Charakter G

1
Entwickelt man nunmehr P? unter Vernachldssigung der kleinen Glieder von der
2. Ordnung, so bleibt

g i 2 t
P’=l+{2 ‘;—,.-i- Coi + Caspi + C56m — i

1 7T T
ey

Der Inhalt der geschweiften Klammer ist nur vom Grundpunkte P; abhiingig, so daf
auch die Abkiirzung

}Ak; + Ge. (69)

; 20¢z;
ki =2 % + csi + Caiyi + Crimi — IS SRS (70)

7T; Ts
z(5 - 7)
lediglich eine Funktion des Ortes P; bedeutet. Damit folgt aus (69) und (68)
Pi=1+4 kA4hi -+ G2, (71)
doi = Ci(1 + ki Ah; - G?) do;, (72)
wobei k; Ah; den Charakter einer kleinen GrdBe 1. Ordnung besitzt.

Damit ist das Ablenkungsdifferential de; im zugeordneten Punkte P; in eine einfache
Beziehung zum entsprechenden Wert do; im Grundpunkte P; gebracht.

Fiir einen zweiten Vergleichsstrahl L” wird im zugeordneten Punkte P; die dif-
ferentiale Richtungsablenkung entsprechend

dpi = C; (1 + ki AR - @) dgp, (753
wenn
. m'—1
Ci = n —1 (74)

ist und Ah; den Abstand P; P; bedeutet. Auch k;4h; ist eine kleine Grofe 1. Ordnung.

Da die Ausdriicke (72), (73) den Faktor d¢ enthalten, so gelten sie auch fiir den
oben vorerst ausgeschlossenen Fall, da vom Grundpunkt P; bis zu den zugeordneten
Punkten P; bzw. P/ kein Brechungsgefiille » besteht, die Brechungsdifferentiale d¢;, dg;,
dg; also verschwinden. Sie besitzen jedoch keine Giltigkeit fiir den anderen Fall, dak »
wohl in P; Null ist, wihrend es sich zwischen P; und P; bzw. P; von Null unterscheidet.

Die Beiwerte C;, C; sind nach (67) und (74) vom Ort P; abhiingig, weil sich lings
des Strahles infolge der etwas wechselnden Luftbeschaffenheit die Brechungsquotienten
dndern. Diese Abhiingigkeit ist aber, wie sich zeigen wird, eine so geringfiigige, daf
man sie fiir praktische Zwecke vernachlissigen darf.

Die Werte n;°—1, n; —1 gelten beide fiir den Luftzustand in P; zum Druck B,
und zur absoluten Temperatur 7, fiir die Wellenlingen 1’ bzw. 1. Nach (38) und (53) ist

%' —1 o1 (nio—1) + vai (m2o—1) + vss (W30—1) +..... (75)

Oi i n; ——--I o V1i (M/lo-——l) -—l— ?]2,’(%20—-1) + V3 (%30—1) —I— .....
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Die Raumanteile v, v24, g4, ... der einzelnen Luftbestandteile kénnen lings des Grund-
strahles geringfiigige Anderungen erleiden. Von den der normalen Luftzusammensetzung
entsprechenden Raumanteilen v,, v,, v,, ... werden sie sich um die kleinen Betrige du;,

dvg;, dvgi, ... unterscheiden, so daB
v1i =0y + dvii,  Vei = vy + dvgi, V3 = vy + dus; (76)

ist. ‘
Durch Einsetzen dieser Ausdriicke in (75) erhilt man

. 0 (Bio—1)+0,(nh0—1) +v, (30—1)+... +dvii(nio—1) +dvzi(n30—1)+dvsi(ngo-1)+... (77)

e Yy (%10—1)-1-?]2(1’&20—1)-[—?)5(%30—1)+. .. +dv; i(nl0—1)+d02,-(n20—1)—l—d03i(n30—1)+. i

Die erste Hilfte der Glieder des Zihlers bzw. des Nenners ergibt den der normalen Luft-
zusammensetzung entsprechenden Wert ny—1 bzw. n,—1 zu B, und 7, fir 2° bzw. fir 1.
Damit wird

e (mg—1) + dvii{nio—1) + dvei(nso—1) + dwgs (mo—1) + . . .. (78)
Iy (no—l) + dvl;(nlo——l) —'— d’l’g,‘(”go—l) + d’(]3,'(%30—— 1) + SR

dvy; (nio—1) + dves(mso—1) + dvgi(ngo—1) + . ...

1
_m—1 T 1 (79)
1y — 1 4o dvii(mo—1) + dvpi(n20—1) + dvgi(ngo—1) + . . ..
ny—1

Die auf 1 folgenden Zihler- und Nennerglieder sind sehr klein, so dag aus (79) die bis
auf kleine GroBen hoherer Ordnung giltige Beziehung

O{: %0‘]. {l+ (nlo—l—nlo—l)dﬁj i+(%20—1_%20— 1)d?)21;+ (%30—1_%30—1) d?]gri-...} (80)

Ny — ng—-1 my—1 ny—1 n,—1 ng—-1 my—1

hervorgeht. K

Der Korrektionsausdruck K in (80) ist ndher zu untersuchen. Dabei konnen wir
uns auf die vier wichtigsten Luftanteile Stickstoff (L,), Sauerstoff (L,), Argon (L,) und
Wasserdampf (L,) beschrinken, zu welchen in runden Zahlen die Raumanteile

v, =077, 9,=021, 9,=0,01, 9,=0,01 (81)
gehoren. Nehmen wir an, daB lings des Grundstrahles die durchschnittliche Abweichung

der Raumanteile von ihren Sollbetrigen 1°/o ausmacht, was hoch gegriffen ist und erhoht
man diesen Betrag fiir den unbestindigeren Wasserdampf auf 10°/o, so wird

dv;; = 0,0077, dvy; = 0,0021, dvs; = 0,0001, dwv,; = 0,001. (82)
Die in den Rundklammern von (80) enthaltenen Quotienten, welche zur Abkiirzung ¢i, ¢,,
45, 95, - - . genannt seien, koénnen der Tab. 1 entnommen werden. Wir wihlen sie aber

nicht zu einheitlichen Wellenlingen, sondern greifen fiir jeden Luftbestandteil die grofte
auftretende Differenz heraus. So findet man

Konax < (1,013—1,009) 0,0077+(0,939-0,930) 0,0021+(0,965—0,933) 0,0001+(0,872—0,855) 0,001 = 5. (83)

In Wirklichkeit wird Kpa« betrichtlich kleiner ausfallen. In diesem Sinne wirkt nicht
nur der Umstand, dag ja die Differenzen ¢’'—¢ zu einheitlichen Wellenliingen gehoren, son-
dern auch die bisher gar nicht beachtete Forderung, dab

d?)“'—|—d’02,'+ d03¢+ s =10, i (84)
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Aber auch ohne Beriicksichtigung dieser Umstiinde ist Knax so auBerordentlich gering-
fiigig, daB man es jederzeit als kleine Grofe 2. Ordnung auffassen und vernachlissigen kann.

Somit erhilt man unabhingig vom Orte P; die Festwerte

G—0'="" g_g=Tal

ny—1’ ny,—1’

(85)

welche mit Hilfe der Dispersionsformel fiir normal zusammengesetzte Luft zu den Wellen-
lingen 4, 4, 1” berechnet werden konnen.

5. Allgemeiner Ausdruck fiir die Abstéinde zugeordneter Strahlenpunkte
von den zugehdrigen Anfangstangenten. Der Punkt P; des Grundstrahles L (Abb. 3)
steht von der Tangente 7', an den Strahlenanfangspunkt P, um die Ordinate y; ab; seine
Abszisse sei x;. Zum Nachbarpunkt P4,
gehoren die Koordinatenzuwichse dz;, dy.
Das Strahlenelement P; P;y,, dessen Horizon-
talprojektion ds ist, besitzt den Hohenwinkel y;
und schliet mit der Anfangstangente 7, den
Winkel 4¢;, ein, welcher die Richtungsinde-
rung oder Gesamtkriimmung des Grundstrahles
von P, bis P; darstellt. Nach Abb.3 gilt streng

dy; = dzitg dpy s = Sl:of;?" ds. (86)
Da wir uns von vorneherein auf meBbare Seitenléingen beschrinken, so bleibt A¢,; jeden-
falls unter 4° und wir konnen sin 4¢;, stets durch den Bogen A¢;; ersetzen, ohne dak
der relative Fehler 1 Agf, dieser Niherung der Betrag sw erreichen konnte. Er soll als

vollig belanglos vernachlissigt werden.

Damit wird

4 (Pl ¢
dy; c0s7s ds . (87)

wihrend sich fiir die Ordinate des Punktes P; der Ausdruck

A ,jl e
88
f cos ye (88)
ergibt. Hierin ist
A‘Ple =Jd¢1 . (89)
r=1
Entsprechend ist
' : A (pi 4
Yi — f cos 7 ds (90)

e=l
der Abstand des zugeordneten Punktes P; von der Anfangstangente 7'; an den Ver-
gleichsstrahl L.
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Nach (50) und den im AnschluB an (68) gemachten Ausfithrungen ist die Héhen-
winkeldifferenz der Strahlenelemente in zugeordneten Punkten

Aps = yi — s = ts0+ dly = G, (91)
Damit wird auch
cosy, = cosy, (14 G*) (92)
und
; Api,
4i — j oD a5 (1), (99)
e=1 :
Nun ist
dgie=fdg = (1+G) f " dp. = 4@ O’ g = O dpn, A46Y. @)
r=1 r=1

Durch Einsetzen von (94) in (93) erhdlt man

’ ’ 'A e ’
vi= (1460 [ (P ds = 0"y (16 (95)

e=1

Fiir einen weiteren zugeordneten Punkt P; des Vergleichsstrahles L” gilt entsprechend

Adpie=C"Ap1,(14+GY, yi=C"y:(1+G. (96)
Aus den Gleichungen (94) bis (96) kann man unmittelbar die Verhdltnisgleichung
Agigs Aol e Alssmsers Gt lis¥e tesnm L8C 20" 3 L0 97)

ablesen, deren relativer Fehler eine kleine Grofe von der 1. Ordnung ist.

Fiir spitere Zwecke muf noch eine etwas schdrfere Beziehung zwischen y und y’
aufgestellt werden als sie Gl (95) bietet.

Mit Riicksicht auf (72) wird
Apte= fdpi = C'f (L 4k Al - G%) dg, = C"- A1o'k, Al - dop, + § G2 - dep, (98)
1 1 1

und aus (91) folgt

| R 1 5
cosy;_cosye(l—Ay;tgy8+G’) cos e(l—I Gse s - bg 7. + GF). (99)

Durch Einsetzen der beiden letzten Ausdriicke in (90) erhilt man die Ordinate des zuge-
ordneten Punktes in der schiirferen Form

f cse- A, 4
y{ T fcos,, Y by Al By f —gyed¢1e-ds+G}.(100)

cos y

Die hierin enthaltenen Korrektionsglieder besitzen die GréBenordnung G

Abh. d. math.-naturw. Abt. Neue Folge 3 8
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6. Beziehung zwischen den Hohenunterschieden A4A;, 44 vom Grund-
punkt P; bis zu den zugeordneten Punkten P;, P;. In Abb. 4 sind 7,, Ti, Ti
& die an die Strablen L, L', L” gezogenen
Anfangstangenten, welche mit der die
Strahlenendpunkte P,, P, verbindenden
Sehne S die im Uhrzeigersinn positiv
gezidhlten Winkel &,, &1, &1 einschliefen.
¢, &1 sind die Richtungsunterschiede von
- Ty, T'1 gegen T, wihrend y, den Héhen-
e winkel von 7', bedeutet. Gehoren zu den
Horizont Punkten P;, P;, P/, P, die auf die
Anfangstangenten 77, T, 77 und den gemeinsamen Anfangspunkt P, bezogenen recht-
winkligen Koordinaten yi, yi, i und Ym, Ym,» Ym bzw. &, @i, i und Zw, ZTm, Zm, SO
ergibt sich aus Abb. 5 fiir den Hohenzuwachs P; P; folgender Ausdruck
PR W {y,-—P;-M-} (101

cos yl cos 71

~ Ccos y, {y. cos & } (10%
o _ yi—witg (—el) . (109)
cos y, cos &)

Da ¢ = G*, so folgt aus (103)

" — = €, 2
hi COS}’l{yi Yi— sl}(1+G) (104)
und wegen (95) wird
) 1 , Yoy ot o
Al == = 71{ (C'-1+GY)yi—&i ac,}. (105)

Wir driicken nunmehr & auf dem Umwege iiber &, & durch die Endpunktsordinate yu
und die Sehne S aus. Nach Abb. 4 gilt strenge

sin &f = sin (&, — &;) = sin & cos & — cos &) sin &, (106)
—sing = F — sing = yé" (107)
Hieraus folgt, da &, &, & die GroBenordnung G*' besitzen, die Niherungsbeziehung
&1 = {sin&; —sin &} (1 4 G?) (108)
oder nach Einsetzen der Ausdriicke (107)
= O — gi) (1 6°) (109

Nach (95) ist
Y = C" (L 4+ G Y, (110)
so daB schlielich

i——Yeloaten—1f ——te @ —na+a 11y

wird.
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Nun ist noch zu zeigen, daf z; bis auf einen relativen Fehler G' mit z; vertauscht
werden kann. Hs ist

@ = a; + A = m, (1+ Ax"). (112)

Xy

Fiir das hierin enthaltene Korrektionsglied findet man unter Beniitzung von Abb. 3

i cosdpi, cosdpy,
gl § [z, —dax,) f( cosy,  cosy, ) ds
oL ! * (113)
.lfdw" fﬂs—d Pre gs
COS ¥,
oder nach Durchfithrung der Substitutionen Ad¢i, = C'(1+ GY) A1,y 7o = y. 4 dp. sowie
unter Beachtung des Umstandes, da A¢;,, 4y, von der Ordnung G* sind,

Z;

1 d . :
fcosya{—%(() —1)dei.+ Ayetgya}ds

1-+ay! ; - (114)
J’ cos A@ P

COS ¥,

Az
Zi

Fiir die Bestimmung der GrdBenordnung dieses Quotienten kann im Zihler innerhalb der
geschweiften Klammer (C'* —1) d¢f, als kleines Glied G2 neben Ay.tgy, = G* vernach-
ldssigt werden. Dann bleiben im - Zihler- und im Nennerintegral gleich viel Glieder,

deren Quotient — COSSHZ]?:;—-A y. jeweils eine kleine GrdBe von der 1. Ordnung ist. Also
le
wird auch
dz;
. — 1
= G (115)

und seine Einfilhrung in (112) ergibt
x; = u; (1 + GY). (116)

Werden die Ausdriicke (111) und (116) in (105) eingesetzt, so erhilt man den Héohen-
unterschied P; Py in der Form

tti=——n 2 fi— 2t q ey —ae—Da+ey. a1

cosy,

Dieser Ausdruck ist nur noch in C’ vom Vergleichsstrahl L’ abhingig; sonst bezieht sich
alles auf den Grundstrahl L. Durch Vertauschung von L’ mit L” erhélt man daher das
vollkommen entsprechende Ergebnis

A = — 0?1y B {1-@”—{%}<1+G1)=c.-(0”—1)(1+G‘)- (118)

Cos y,
Aus den Gleichungen (111), (117), (118) folgt die Niherungsbeziehung
eirercer .. m dhgi Abi AR : ... x (C'—1): (C"—1): (C"—1): ..., (119)

deren relativer Fehler von der Ordnung G* ist.
3*
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Auch der Ausdruck Ay; soll etwas niher untersucht werden. Er ist als Hohen-
winkelzuwachs von P; bis P; auch gleich dem Unterschied der Tangentenrichtungen ¢;, ¢;
in diesen Punkfen; also ist

—Adyi=yi—yi= @i — @i = (1 + 491:) — (¢, + 4¢12) (120)
= (p1 — @y) + (Ap1i — dg1)) (121)
e 8 b (0 1) Amia (L 4 @Y, (122)

Ersetzt man hierin & durch (111), so folgt
Ays = — (€' —1) {Aqo,,-ﬂ%}(l—l-Gl). (123)

Dieser Ausdruck ist ebenfalls nur durch C’ vom Vergleichsstrahl L’ abhingig und dem
Vergleichsstrahl L” entspricht daher von P; bis P; die Hohenwinkelzunahme

Ay;-’=7;’—y.~=——(0"—1){A¢1,—-@} 1+ @Y. (124)

Bis auf einen relativen Fehler von der Ordnung G gilt also auch die Verhiltnis-

gleichung
Ayizedyi s dyf:. .. 2 (C'—=1):(C"—1):(C"—1):..., (125)

welche unmittelbar in (119) eingefiigt werden kann. Dann erscheint die vollstindigere
Naiherungsbezichung

errerzel e Ay dyis Ayi s x Al Abi: ARz ... x(C'-1): (C"-1): (C"-1):..., (126)
nach welcher Ay; zu Ah; proportional ist. Dieses Ergebnis deckt sich mit der in (50)
getroffenen Annahme ¢3; - 4h;. Es ist aber nicht etwa eine Folge dieser Annahme, da
bei der Ableitung der Beziehungen (126) das Korrektionsglied ¢;; 4%; doch immer unter-
driickt worden ist. Man darf daher in der Reihe der Vorausselzungen die Annahme (50)
als berfliissig streichen.

7. Die Strahlenablenkung als Funktion der beobachteten Richtungs-
unterschiede verschiedenfarbiger Strahlen. Nunmehr kénnen wir endlich daran-
gehen, die Strahlenablenkung &, bzw. &, (Abb. 1) des Grundstrahls L aus dem zu be-
obachtenden Richtungsunterschied ¢i bzw. &, abzuleiten.

Aus den strengen Ausdriicken (107) findet man durch entsprechende Subtraktion
und Addition Y — Ym '

tgd (4 — &) =tgel = 0 tg 3 (6 + &), (127)

Der hierin enthaltene Quotient wird mit Riicksicht auf (100)

(C'-1)ym+C fﬁ [ Ah,dqo,wf“ e = tg y, - A(p.e ds+y; G2
(128)

Ym -l‘?/;u

A
_I_O/J‘coe h*tolye A()Dle dS-I-y;GZ

1

(O’+1)y,,,+0"fco

ey, Ao, ey r ¢ C' pos.- AR, )
"‘ﬁ{”ﬁ[ou __0—+-1] fcosy,, ‘lﬁl e .[@Tl_0'+l]'f COS 7, “tgy, ApiedstG

3
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Werden Ah;, Ak, dureh (14 GY)(C'—1) Ah,, (1 GY)(C'—1) 4h, ersetat, so folgt

Ym—ym _ C'—1 g( _0'—1) { ‘ tese Ah,
ym+ym C”+1{1+ym . (G fcosyej.k'dh"d%_!_f cos_y;tg“‘dqﬂle-ds]-FGg}. (130)
T

Setzt man den nur noch vom Grundstrahl L abhingigen Ausdruck

1 m

4 cse A,
%[fcosy J Nk g, +f 5 _tg% A(p“ds] =l (131)

so wird

y;n_ m____ O 20,
Yot Yo 0/+1{1+0 i J+G2} (132)

Der durch (131) bestimmte Ausdruck oJ ist ebenso wie das Korrektionsglied innerhalb der
geschweiften Klammer von (100) von der GroBenordnung G'. Dasselbe gilt auch fiir das
20’
in (132) enthaltene Glied 01 -
Ohne praktische Einbufie an Genauigkeit erhilt man aus (127) durch Reihen-
entwicklung

&= yw+%3&+&xr+aa +?“@m+ﬂx1+aﬂ (183)
Trennt man nach & und &, so folgt
ym ym ym ’ 3
2 —— & ( ) € G* = 0. 134
?/m'l"ym o ym‘}‘ym L ( )
In diese Gleichung setzen wir fiir (¥m—Ym): (Ym 1 Ym) den Ausdruck (132) ein und finden

’ ; ,0'—1 ,0'—1
(0—1)51—81—'—20 OTFTJ'EI—}—O FW‘JSI“!—GSZO (135)

Die beiden ersten Glieder dieser Gleichung sind von der Ordnung G, das 3. und 4. Glied
von der Ordnung G* Somit liefert

C'—1)&—ea+6G2=0 (136)
einen ersten Niherungswert

§ =
fiir die gesuchte Unbekannte.

Ersetzt man das im 4. Glied von (135) enthaltene & durch den aus (136) unmittel-
bar folgenden Ausdruck (C"—1)&,+ G* und fassen wir Gleichartiges zusammen, so folgt

(' =1) &+ o (0/—1)' J - & = &+ GF. (138)
Tt =U=@ (139)

nur vom Grundstrahl abhiingt, so fiilhren wir es als neue Unbekannte in (138) ein und
erhalten nunmehr

Ao e =t (187)

Da

O'—1)&+C (C'—1)-U=¢ + . (140)
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Diese Beziehung ergab sich aus der Kombination L, I’. Die Verbindung L, L" fiihrt
auf eine ganz entsprechende Gleichung mit denselben zwei Unbekannten, nimlich

(C"—1) & + O (C"—1)- U=¢ + G (141)

Diese beiden Gleichungen bestimmen die Unbekannten &, U. Wir begniigen uns
mit der Auflssung nach &, und finden aus der Kombination

C"(C"-1)(140)-C'(C'-1)(141) = (C'-1)(C"-1)(C"-C")-£,=C"(C"-1)&1-C'(C"-1)e1+G3 (142)
fiir die erste Teilrefraktion den Ausdruck

1 e o, )
e { s & — 81} 1+ 6. (143)

Aus dieser in Bezug auf L', L” symmetrischen Form erhdlt man durch eine einfache
Umformung

&1 , C’
E]_ = {01_1 i 0”_

Die in der Eckklammer enthaltene Differenz

€

ok [0'—1

_ 051_ 1]} a + ). (144)

€1 &1
c'—1 C"—1
wie ein Vergleich mit (137) zeigt, wenn diese Gleichung nacheinander auf L' und L”
angewendet wird.

ist von der Ordnung G2

Fiir die sweite Teilrefraktion erhilt man entsprechend

L e e e . A )
Em == U//_O/ {O/__l Em — 01/_1 Sm} (1+G ) == {0/ 1 CII Cl [0/ 1 OI/ — ]}(1_1 G ) (145)

Nachdem nunmehr die Ausdriicke fiir die Teilrefraktionen &,, &, feststehen, kann
man auch die praktisch minder wichtige Gesamtrefraktion A, leicht bestimmen, voraus-
gesetzt, daB gleichzeitige Beobachtungen in beiden Strahlenendpunkten P,, P, vorliegen.
Die gesuchte Grofe ist nach Abb. 1 AuBenwinkel in dem durch die Sehne S und die End-
punktstangenten T',, T, gebildeten Dreieck. Also wird
Apim = — &, + &m = 0,,1 o {0? (em—e1) — 0,,0 T (em— el)} 14-aG? (146)

oder

- % Em—81 Em—
A¢lm - {0/ 1 + Or/ 0/ [0, 0// }} (1+ Ge) (147)

je nachdem die Werte & in der durch (143) oder (144) bestimmten Form eingesetzt werden.
Auch in (147) ist der Inhalt der Eckklammer von der GréBenordnung G2, so daB die
Gesamtrefraktion in erster Ann'alherung durch den einfacheren Ausdruck

e ="+

81

(148)

A‘plm == C/

dargestellt wird.
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B. Ermittlung der seitlichen Strahlenablenkung aus der Dispersion.

8. Bestimmung der Lateralrefraktion aus der seitlichen Farbenzerstreu-
ung. Auch bei den etwa auftretenden seitlichen Ablenkungen der Strahlen L, L', . . .
gelten Beziehungen, welche den fiir die Héhenbrechung aufgestellten durchaus entsprechen.
Wir beschriinken uns beim Nachweis?) derselben von vornherein jeweils auf das Haupt-
glied, da bei der Geringfiigigkeit der Seitenrefraktion, welche von der Grofenordnung G*
ist, ein etwaiges Zusatzglied weit unter der Grenze der Beobachtungsfehler bleiben miifite.

Die Zeichen do, Ag, & & sollen sich wie bisher auf die Hohenbrechung (Aufrif)
beziehen. Ihnen entsprechen im Grundrif fiir die seitliche Strahlenbrechung die Bezeich-
nungen de, Ap, ¢, & Dagegen soll dp das riumlich schief liegende Ablenkungs-
differential bedeuten.

Die Brechung dg; des doppelt gekriimm-
ten Strahles L im Punkte P; (Abb. 6) erfolgt
in der durch die Strahlenelemente dL;1, d.L;
bestimmten Schmiegungsebene des Punktes P;.
Diese Elemente bzw. die dadurch bezeichneten
Richtungen Pi P;, P; P;y, treffen eine um
P; gelegte Einheitskugel in den Bildpunkten p;, p;41 (Abb. 7), deren sphirischer Abstand
d@; ist. Dem Lot und dem Horizont im Beobachtungsort P, sowie der ungestorten Ziel-
ebene von P, nach P, entsprechen auf der
Einheitskugel die Bilder Z,, H, und K.
Wird nunmehr d(}a,- durch die GroBkreise K,
K; bzw. 0;, 0,41 senkrecht auf H, und K
projiziert, so ergeben sich die Differentiale dg;,
d@; der seitlichen bzw. der vertikalen Strahlen-
brechung. Xrstere erscheint bei Z, auch un-
mittelbar als Winkel. Mit der Lotebene durch
d L1 bzw. mit K;; wird d¢; einen Winkel 6
einschlieBen, welcher als kleine GréBe G zu
nehmen ist. Deshalb und weil die projizieren-
den Ordinaten 0;, 0;4; hochstens bis zum Betrag der seitlichen Strahlenbrechung selbst
anwachsen konnen, wird do; mit de; bis auf einen relativen Fehler von der Ordnung G2
iibereinstimmen; also gilt

[ m d(ﬁ:

K K, K

dos = do; 1+ G2). | (149)

1) Fiir den besonderen Fall, daf die Strahlen nicht riumlich gekriimmt sind, sondern einer
schiefen Ebene angeh¢ren, kann man unter Umgehung der Differentiale de mit Hilfe einer um Pm
gelegten Einheitskugel zum Ziele kommen.
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Wenn in Abb. 7 der senkrechte sphirische Abstand des Punktes p;41 von K;_;
mit @ bezeichnet wird und p;—;, p; die Hohenwinkel der Strahlenelemente d[, ;, dL;
bedeuten, so folgt aus den beiden an der gemeinsamen Ecke R rechtwinkligen sphéirischen
Dreiecken Zp piy1 B und p; piy1 B
sin L sin d ; sindi. (150)
oS ¥; €S 7;

sin dq_oi —

Aus dieser strengen Gleichung folgt die Niherungsbeziehung

. "“‘._6"dff 5y — O Ao 2
dgi= o (14 G%) = " TP (14 6 (151)
und ganz entsprechend wird
— _ 0i-de; -
do; = et (14 G3 (152)

das dem Punkte P; des Strahles L’ entsprechende Differential der seitlichen Ablenkung.

Die hier auftretenden Hohenwinkel y,, y; der Strahlen L, L’ in den zugeordneten

Punkten — bei der Steilsichtentheorie in den entsprechenden Punkten — P, P; stimmen
bis auf einen relativen Fehler von der Ordnung G!' iiberein. Wegen der Nachbarlage
von P; und P; gilt dhnliches — mit etwas geringerer Sicherheit vielleicht — auch fiir
d; und &;, so daB
ri=rnd+6), &=4a1+GY (153)
wird. Damit ergibt sich aus (152)
. by ot iy 1 .
doi = cosw~d<p,-(1+G). (154)

Nun ist nach Fritherem sowohl bei der Steilsichten- wie bei der Flachsichtentheorie
do;= C-do; (14 GYH, (155)

so daB das wagrechte Ablenkungsdifferential des Vergleichsstrahls L’ schlie3lich die ein-
fachere Form | 5 o
dgi = 0' (= - A (1G9 = O dop (1 + G (156)
annimmt.

Die seitliche Gesamtstrahlenbrechung, d. h. die Gesamtkriimmung der Grundrisse
beider Lichtstrahlen I, L' wird daher fiir L

Apim = lf do; 157)
und fiir L’
Apim = dgi = €' (1G9 f dps = O A1 (14-6". (158)
Aus der Differenz dieser Ausdriicke
A&’lm—— App = (0'—1)1151,,,(1—{— ) (159)
folgt
= A_' m A @ m
AQim = %‘ﬂ (1-+ @Y. (160)




25

Der Zihler dieser @leichung kann nach einer kleinen Umformung durch die Rich-
tungsunte}'_schie_de &1y &m der Strahlengrundrisse in ihren Endpunkten dargestellt werden.
Sind @,, Pms P1y @, die auf irgend eine gemeinsame Nullrichtung bezogenen Richtungen

dieser Strahlengrundrisse 1 P, und Pu, SO wird
Agim— Apin=Fn — ) — (o — 1) = (#n — Pm) — (1 — @1) (161)
BUCE - A T (162)

Durch Einsetzen von (162) in (160) erhilt man fiir die gesamte Lateralrefraktion des
Grundstrahles L den Ausdruck a
_ g g 163
Praktisch wichtiger ist die Ermittlung der seitlichen Teilrefraktionen g und ém
in den Beobachtungsorten.

Nach der Grundrifdarstellung Abb. 8
erhilt man fiir die auf die Anfangstangen-
ten T,, T\ bezogenen Endpunktsordinaten
die strengen Ausdriicke

yn =] sin dp1:dL, (164)
1

;z;’m:fsinAal..di'zj'sin@;idz, (165) - 5,
1 L

worin dL, dL die Horizontalprojektionen der Strahlenelemente dL, dL’ und Apri, AP

die Richtungséinderungen der Strahlengrundrisse L, L' von P bis P; bzw. P; bedeuten.
Wird die zu (158) analoge Beziehung

Agii = C'- Apri (14 GY) (166)
in (165) eingefiihrt, so erscheint

g = O (14 G‘)é‘ sin dgis 6L = C"yu 1+ G- (167)
Durch entsprechende Subtraktion und Addition der aus Abb. 8 abzulesenden Gleichungen
. i —m . ’ —1—’”1
—siné, = % 5 —sin g, = 5/§ (168)
ergibt sich die strenge Beziehung
w3 G—F) = tgda =2 L g+ 8. (169)
ym + ylu
Hieraus folgt unter Beriicksichtigung von (167) die Néherung
T i 1
g = U/ﬂ &+ &) 1+ GY). (170)

Bis auf einen relativen kleinen Fehler hoherer Ordnung gilt nach der Abbildung

5’1:5—:5;,,:5,":0':1. (171)
Abh. d. math.-naturw. Abt. Neue Folge 3. 4
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Die Einfiihrung des hieraus folgenden Wertes
§=C-514+GY (172)

in (170) und die Auflésung dieser Gleichung nach & fiihrt endlich auf den Neikerungs-
ausdruck

S, T
f = e (1 G, (173)
Ganz entsprechend gilt

, e
bn = g (1 G, (174)
Die zur Ermittlung der seitlichen Strahlenbrechung aufgestellten Beziehungen (163),
(173), (174) sind als gute Niherungen zu betrachten. Ihre Genauigkeit diirfte aber hinter
derjenigen der entsprechenden Ausdriicke (187), (148) fiir die Hohenbrechung zuriick-
bleiben, weil durch die in (153) erfolgte Vertauschung von 6; mit &;, welche beide kleine
Werte sind, eine geringe Unsicherheit hereingebracht worden ist. _
Im iibrigen gelten die fiir die seitliche Strahlenbrechung hier abgeleiteten Ergebwisse fiir
beliebig geneigte — nur nicht fiir lotrechte — Straklen.

9. Bestimmung der seitlichen Strahlenbrechung einer ebenen Lichtkurve
aus der Bildebenenspur des Spektrums bei bekannter Hohenrefraktion. Kommt
eine seitliche Strahlenbrechung hauptsichlich durch das Zusammenwirken von vielen
lokalen topographischen Ursachen, durch hiufigen Wechsel der Form und sonstigen Be-
schaffenheit des Bodens zustande, so ist fiir eine iiber solches Gtelinde streichende Sicht
eine ziemlich unregelmiifiig doppelt gekriimmte Lichtkurve zu erwarten, welche aus einer
Ebene allerdings nur wenig heraustreten wird. Sind jedoch die Ursachen fiir eine Lateral-
refraktion mehr meteorologischer Natur, so liegen bei konstantem seitlichen Temperatur-
und Druckgefille auf grofe Flichen hin gleichmifige Verhiltnisse vor; die Sicht verlduft
in ihrer ganzen Ausdehnung in einem homogenen Refraktionsfeld und die Lichtkurve wird
zwar nicht in der lotrechten Zielebene aber doch so nahe in einer sehr schwach geneigten
Ebene liegen, daf die bleibenden, sehr kleinen Abweichungen davon vernachlissigt werden
diirfen. In dieser schiefen Ebene liegen auBier L auch die andersfarbigen Strahlen L', L', ...,
deren jeder durch den optischen Mittelpunkt O des Objektivs hindurchgeht und in der
Fernrohrbildebene einen besonderen Spurpunkt bezeichnet. Die Gesamtheit dieser Punkte

bildet die Lichiflichenspur s, (Abb. 9), unter Lichtfliche den Inbegriff

aller optisch oder photographisch wirksamen Strahlen zwischen P, und P,

‘h verstanden. Eine Krtimmung von s, wiirde darauf hinweisen, daB die

Voraussetzung einer zwischen P, und P,, ebenen Lichtfliche unzutreffend

" ist. Der Winkel 6,,, welchen die Lichtspur mit dem in einer Lotebene

liegenden Vertikalfaden ¥V einschlieBt, kann gemessen werden; es ist dies

Abb. 9. bis auf einen kleinen Fehler von der 2. Ordnung der Winkel, welchen
die Strahlenebene mit der lotrechten Zielebene einschlieft.

Zur Bestimmung des Tangentenwinkels &, bei bekanntem 6, und bekannter verti-
kaler Teilrefraktion &, denken wir uns das Fernrohr auf P, eingestellt, so dak seine
Zielachse in die Tangente 7', fallt. Bringen wir hierauf die um den optischen Mittel-
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punkt des Objektivs gelegte Einheitskugel mit den in Betracht kommenden Ebenen und
Richtungen zum Schnitt, so ergibt sich das in Figur 10 dargestellte Bild. Hierin ent-
spricht H, dem Horizont des Beobachtungsortes und Z,
seiner Lotrichtung; S bezeichnet die unbekannte Sehnen-
richtung P, P,, T, die Richtung der Zielachse, y, ihren
Hohenwinkel und s, ist das Bild der schwach geneigten
Strahlenebene, welches mit der Zielebenenspur ¥ den Win-
kel 0, einschlieBt. Die Projektionen des Bogens S 7,
auf H, und V sind die gesuchte seitliche Teilrefraktion Enm
und die TeilhShenrefraktion &,.

Aus den beiden rechtwinklig sphirischen Dreiecken

T,US und Z,US erhélt man

. — Abb. 10.
tg 6 = tg O - sin &p = tg & €OS (Y — &n) (175) Zn

und hieraus folgt zur Bestimmung der seitlichen Strahlenbrechung &, der strenge Ausdruck

tg O - sin &,

b Fop == —=.
g 5 Ccos (ym i Em) (176)
Praktischen Zwecken gentigt auch die aus (176) folgende Niherungsbeziehung
- (Sm_"fm 1
bm = Boind 1+ &), (177)
welche &,, &, und &, im Bogenmaf enthilt.
Fiir Beobachtungen von P, nach P, gilt entsprechend
ez igd, .
g &, e o sin &, (178)
bzw.
B, jl 1
&= By, & (14 6GY). . (179)
Die seitliche Gesamtkriimmung wird
- - 8 P
4 [t et m= 1 == —1 = m + Gt
Apim =~ B = (= ol 6y 2 ) (16 (150)
oder
Bpim = o (b e (L4 0 = > A (1 181
(plm——COS}’ 1 m, + _E)_(;S—}/. (plm( = )7 ( )

wenn in (180) die Winkel 6,, 6,, und y,, y» durch gute gemeinsame Niherungswerte 4, 7,
z. B. durch ihre arithmetischen Mittel ersetzt werden.

10. Zusammenfassung. Der Abschnitt A dieser Abhandlung befaBt sich mit
der Ermittlung der lotrechten, terrestrischen Strahlenbrechung schwach geneigter Sichten
bis zu mindestens 8° Hohen- oder Tiefenwinkel. Es wird gezeigt, daf sich unter wenigen,
sehr plausiblen Voraussetzungen die vertikale Gesamtrefraktion 4¢y,, und ihre Teilbetrige
&1, &m durch die Richtungsunterschiede &}, &, &i, ¢, ausdriicken lassen, welche ein oder
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mehrere Vergleichsstrahlen L', L” von bekannter Wellenlinge mit einem Grundstrahl L
von bekannter Wellenléinge bilden.

Die Untersuchung geht von der Vorstellung aus, dag in den lotrecht iibereinander
liegenden Punkten P; (Grundpunkt), P;, P; (zugeordnete Punkte) der verschiedenfarbigen
Strahlen L, L', L" einigermaBen gleichartige physikalische Verhiltnisse herrschen, welche
durch einfache Beziehungen miteinander verkniipft sind. In den Strahlenendpunkten (Ziel-
punkt und Beobachtungsort) gilt dies trotzdem sie nahe der Erde in besonders stark ge-
storten Schichten liegen, weil der Abstand entsprechender Punkte auBierordentlich gering
ist und bei den in der Strahlenmitte auftretenden groBeren Abstédnden, die aber auch nur
in extremen Fillen einige Meter erreichen diirften, wird es zutreffen, weil diese Stellen
hoch iiber dem Frdboden in viel gleichm#Biger gearteten Luftschichten liegen.

Eigentlich werden nur zwei wesentliche, durch die Gleichungen

Ii =T+ c1i dbi 4 ¢ 437, (182)
€24 Ah,? 014 Ah; == G‘l (183)

ausgedriickte Voraussetzungen gemacht, welche die Art des Temperaturverlaufes mit der
Hohe festlegen. T}, T; sind die absoluten Temperaturen der Punkte P;, P; und 4h; gibt
den Hohenunterschied P; P; an; die unbekannt bleibenden Koeffizienten ¢;;, ¢3; sind
Funktionen des Ortes P;. Die beiden Gleichungen (182), (183) besagen, daB die Tem-
peraturinderung vom Grundpunkt P; bis zum zugeordneten Punkt P; in der Hauptsache
durch das in 4%; lineare Glied dargestellt wird und durch das folgende in 4%; quadratische
Glied nur noch eine verhiltnismiBig geringfiigige Verbesserung erfihrt.

Daneben fillt eine weitere, die Ergebnisse nur im Korrektionsglied beeinflussende
Voraussetzung
i =i+ i dhi,  cair Aby = G (184)

kaum ins Gewicht. Hierin sind #;, 5, die Hohenwinkel der durch die Zielebene bestimmten
Tangenten an die Flichen gleicher Brechung in P; und P;.

Die Kriimmung A¢;,;, die Tangentenwinkel &,, &., die Richtungsunterschiede i, e,
sowie die Hohenwinkelunterschiede 4y; = y; — v;, An; = 5;— n; sind sehr kleine Winkel
und werden als kleine GrdGen von der Ordnung G betrachtet; dasselbe gilt fiir die Ver-
haltnisse A7 : T; und AB;: B;, wenn AT; und AB; die Temperatur- bzw. die Druck-
dnderung von P; bis P; bedeuten.

Im Laufe der Untersuchung wird auch eine etwa in vertikaler Richtung vorhandene
Anderung der Luftzusammensetzung beriicksichtigt und insbesondere auch gezeigt, dah
ein in moglichen Grenzen erfolgender Wechsel der Luftzusammensetzung lings des Grund-
strahles L auf die wichtigen Beiwerte C’, C” (siche die Gleichungen (67), (74), (85))
keinen praktisch in Betracht kommenden Einfluf ausiiben kann.

Nachdem die bemerkenswerten Hilfsbeziehungen (97) und (126) abgeleitet sind, findet
man unter deren Mitverwendung als Hauptergebnis der ganzen Untersuchung die ana-
lytischen Ausdriicke fiir die vertikale Gesamtrefraktion 4¢;,, und die Teilrefraktionen £, &,
des Grundstrahles. Sie sind in den Niherungen (137) und (148) bzw. in den schiirferen




29

Gleichungen (143) bis (146) enthalten und stimmen mit den frither fiir die Steilsichten
gefundenen Ergebnissen?!) vollkommen iiberein.

Die gefundenen Formeln gelten auch fiir den besonderen Fall, daf auf einer
lingeren Strecke P; Py bzw. P; P, P; P; weder der Grundstrahl L noch die Vergleichs-
strahlen L', L” eine Brechung erfahren. Sie versagen jedoch, wenn auf eine lingere
Strecke hin lediglich L in einer brechungsfreien Schicht verliuft, wiihrend die zugeordneten
Strahlenstiicke von L’ und L” gekriimmt sind.

Im Abschnitt B wird gezeigt, wie man die fiir Triangulierungen immer bedeutsamer
werdende seitliche Strahlenbrechung fiir beliebig geneigte — nur nicht fiir lotrechte —
Strahlen aus der Dispersion finden kann. Zunichst werden die zwischen der Lateral-
refraktion und der seitlichen Farbenzerstreuung bestehenden, ganz der Héhenbrechung
entsprechenden Beziehungen aufgedeckt und die Ausdriicke fiir die seitlichen Teilrefrak-
tionen £, &, und die seitliche Gesamtkriimmung 4@, abgeleitet. Wegen der Gering-
fiugigkeit dieser durch die Gleichungen (163), (173) und (174) dargestellten Betriige,
welche von der GriGenordnung G*? sind, ist auf die Ermittlung von Korrektionsgliedern
von vorneherein verzichtet worden.

Zum SchluB wird noch auseinander gesetzt, da man fiir eine ebene Lichtkurve
unter Voraussetzung eines ebenen Lichtkurvenbiischels bei bekannter Hohenrefraktion
die seitliche Strahlenbrechung lediglich aus der Richtung der von der Lichtfliche er-
zeugten Bildebenenspur ermitteln kann. Die seitlichen Teilrefraktionen &, &, werden
unter der getroffenen Voraussetzung durch die Gleichungen (176), (178) streng und
durch (177), (179) in sehr guter Anniherung dargestellt. Fiir die Berechnung von
&, En ist es gleichgiltig, in welcher Weise die Hohenrefraktionen &, &, ermittelt
worden sind. Fiir praktische Zwecke wird es wegen der Geringfiigigkeit der Lateral-
refraktion wohl immer geniigen, wenn die Hohenbrechung lediglich nach der Kreis-
bogentheorie, etwa noch unter Beriicksichtigung der Tageszeit und der Meereshohe be-
rechnet wird.

Bei der Ermittlung der Hohenbrechung aus der vertikalen und der Lateralrefrak-
tion aus der seitlichen Farbenzerstreuung sind jeweils kleine Betriige aus noch viel
kleineren Beobachtungswerten zu berechnen. Dieser Umstand bringt eine ungtinstige
Fehlerfortpflanzung, welcher durch eine besonders scharfe Bestimmung der mafBgebenden
Richtungsunterschiede ¢ entgegengewirkt werden muB. Viel giinstiger liegen die Ver-
hiiltnisse fiir die praktische Durchfilhrung des zuletzt angegebenen Verfahrens, im be-
sonderen Fall eines ebenen Lichtkurvenbiischels die seitliche Strahlenbrechung aus der
Richtung der Lichtflichenspur zu ermitteln. Es ist ndmlich zweifellos leichter, die Rich-
tung dieser Spur in der Bildebene mit hinreichender Genauigkeit zu bestimmen als in
derselben geniigend scharfe Abstandsmessungen auszufiihren. Dazu kommt noch, daf
bei dieser Methode vom Grofen ins Kleine gearbeitet werden kann, da aus der griBeren
vertikalen Strahlenbrechung die sehr viel kleinere Lateralrefraktion abgeleitet wird.

DaB in allen Fillen eine Ultraviolett-Optik Verwendung finden muf, braucht kaum
noch besonders erwihnt zu werden.

1) Siehe M. Nibauer, Strahlenablenkung und Farbenzerstreuung geniigend steiler Sichten durch
die Luft. Abhandlungen der Bayerischen Akademie der Wissenschaften, mathem.-naturwissensch. Ab-
teilung, XXX. Bd. (1924), 1. Abhandlung.
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