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Bekanntlich hat Lejeune-Dirichlet sich in den letzten Jahren seines Lebens mit dem 

sogenannten Probleme der n Körper lebhaft beschäftigt. Kummer berichtet darüber in 

seiner Gedächtnisrede1 auf Dirichlet nach Mitteilungen von Kronecker. Danach sei 

es ihm gelungen, eine allgemeine Methode zur Behandlung und Auflösung der Probleme 

der Mechanik aufzustellen, und zwar nicht durch Zurückführung der betreffenden Dif- 

ferentialgleichungen auf Quadraturen, sondern durch eine Art stufenweiser Annäherung, 

wobei die Theorie der kleinen Schwingungen einen Anhalt gebe. Er habe auch einen stren- 

gen Beweis für die Stabilität des Weltsystems gefunden gehabt. In seinem Nachlasse 

konnte indessen nichts darüber gefunden werden. 

Unter Hinweis hierauf wurde in Bd. 7 der Acta mathematica (1885) auf Veranlassung 

des Königs von Schweden ein Preis für die Wiederherstellung der Dirichletschen Unter- 

suchungen ausgesetzt, eventuell für eine andere, das Problem der n Körper wesentlich 

fördernde Arbeit. In letzterem Sinne gab dies Preisausschreiben Veranlassung zu der mit 

dem Preise gekrönten Abhandlung von Poincaré,2 die sich indessen nicht auf jene Mit- 

teilungen von Dirichlet bezieht. 

Später hat Kronecker (der sehr erregt darüber war, daß man bei Formulierung der 

Preisaufgabe ihn, der allein Auskunft geben konnte, nicht nach dem eigentlichen Sinne 

und Wortlaute der Dirichletschen Äußerungen gefragt habe) die Angaben in der 

Kummerschen Rede wesentlich ergänzt; insbesondere betont er,3 daß die beiden Mit- 

teilungen über die Stabilität und über die allgemeinen Probleme der Mechanik in keinem 

Zusammenhänge miteinander standen (wie man doch nach dem Wortlaute der Preis- 

aufgabe annehmen mußte); es käme deshalb für beide Fragen nicht notwendig ein gemein- 

sames „Verfahren“ in Frage. Kronecker fügt hinzu, er habe den Eindruck gehabt, daß 

ein gewisser Zusammenhang zwischen Dirichlets Arbeiten über Potentialtheorie und 

seiner neuen Behandlung der mechanischen Probleme bestehe. 

Um diese Zeit (1886) hat Kronecker auch mir gegenüber seine Gespräche mit Dirich- 

let (die 1858 in Göttingen stattfanden) erwähnt. Dabei drückte er sich viel bestimmter 

dahin aus, daß Dirichlet die Methoden der Potentialtheorie (wovon bei Stellung der er- 

wähnten Preisaufgabe nichts gesagt war) auf das Problem der n Körper angewandt hätte, 

und zwar solle es auf ein Verfahren ankommen ähnlich demjenigen, das in der Potential- 

theorie beim Übergange eines Punktes aus dem Innern des betr. Gebietes an die Oberfläche 

desselben angewandt werde. 

Durch diese mündlichen Mitteilungen Kroneckers (die mich seitdem fast alljährlich 

einige Zeit beschäftigten) sind die folgenden Untersuchungen veranlaßt, in denen in der 

Tat die Methoden der Potentialtheorie und der Übergang aus dem Innern auf die Ober- 

fläche eines Gebietes benutzt werden. Die 3n Koordinaten der n Punkte werden durch 

einen Punkt im 372-dimensionalen Raume dargestellt, welcher die eine Ecke eines Parallel- 

1 Vgl. Abhandlungen der Berliner Akademie i860, S. 35, abgedruckt in Bd. 2 der gesammelten Werke 
von Dirichlet. 

2 Veröffentlicht in Bd. 13 der Acta mathematica, 1890. 
3 Bemerkungen über Dirichlets letzte Arbeiten; Sitzungsberichte der Preußischen Akademie der 

Wissenschaften, math.-physikal. Klasse, 12. April 1888. 
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epipedons bildet, für dessen Inneres eine Potentialfunktion so bestimmt wird, daß beim 

Übergange in die den Axen parallelen Seitenflächen auf diesen die bekannte H a mil ton - 

sehe partielle Differentialgleichung erfüllt wird, die allein von der Kräftefunktion abhängt. 

Die betreffenden Hamiltonschen Theorien stammen aus dem Jahr 1833, wurden aber 

erst viel später in Deutschland bekannt, besonders durch die von Jacobi darüber in Kö- 

nigsberg (Winter 1842/3) gehaltenen Vorlesungen.1 Im Frühjahr 1843 weilte Dirichlet 

etwa zwei Wochen bei seinem Freunde Jacobi in Königsberg; es ist also anzunehmen, daß 

ihm die Hamiltonschen Methoden vertraut waren, durch deren Anwendung ich im 

folgenden versuche, seine verlorengegangenen Untersuchungen über das Problem der n 

Körper wieder herzustellen. 

Worauf sich die in der Kummerschen Mitteilung erwähnte „stufenweise Annäherung“ 

bezieht, wird vielleicht durch meinen Ansatz unten in § 5 verständlich. In welcher Art die 

Theorie der kleinen Schwingungen hier einen Anhalt geben sollte, wird durch die folgende 

Darstellung nicht aufgeklärt. Vielleicht ist das Wort „Schwingungen“ durch das Wort 

„Schwankungen“ zu ersetzen, wie es auch in dem erwähnten Preisausschreiben geschah; 

dann könnte es sich um die Schwankungen der in § 8 eingeführten Funktion R handeln. 

Da die im folgenden entwickelte Theorie nur die Existenz einer Kräftefunktion voraus- 

setzt, so ist sie von selbst auf alle mechanischen Probleme anwendbar, für die eine Kräfte- 

funktion existiert. In diesem Sinne würde sich ein Zusammenhang zwischen den beiden 

Problemen ergeben, über die Dirichlet sich mit Kronecker besprochen hatte. 

§ 1. Die Oberflächenwerte einer Potentialfunktion. 

Es sei V eine Funktion von x,y, z, die der Laplaceschen GleichungAU = ogenügt,wo: 

(Ü 
dW , d2V , d\V 

A V — 2- + d y2 dz2 

Der Wert von V im Innern eines Gebietes ist bestimmt, wenn der Wert V an der Oberfläche, 

oder wenn der Wert an der Oberfläche gegeben ist, wobei mit dn die Differentiation 
on 

nach der inneren Normale in üblicher Weise bezeichnet ist. 

Es sei G die erste Greensche Funktion2 für das gegebene Gebiet, der folgende Eigen- 

schaften zukommen: 

1. Sie genügt im Innern der Gleichung AG — o, geschrieben in x, y, z (so daß x, y, z einen 

Punkt im Innern bezeichnet). 

2. Sie wird an der im Innern gelegenen Stelle X, Y, Z unendlich wie r~l, wenn r die Ent- 

fernung des Punktes X, Y, Z vom Punkte x, y, z bezeichnet. 

3. Sie verschwindet für jeden Punkt der Oberfläche. 

1 Herausgegeben von Clebsch 1866 nach einem Borchardtschen Manuskript. Diese Vorlesung 
wurde auch von Ph. v. Seidel gehört, in dessen Nachlaß (der im mathematischen Seminar der Universität 
München aufbewahrt wird) sich eine Nachschrift vorfand. 

2 Die Definition der Greenschen Funktion ist bei verschiedenen Autoren etwas verschieden. Vgl. 
darüber z. B. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, 2. Aufl., Bd. 2, S.89. ImTexte ist die ursprüngliche 
Definition von Green benutzt, die auch Riemann anwendet. 



s 
Dann ist bekanntlich für einen Punkt X, Y, Z im Innern 

« rV.r.V-^ffr-ff**. 
wenn da das Oberflächenelement bezeichnet. Unter dem Integralzeichen ist Vin den Inte- 

grationsvariabeln geschrieben, während die Variabein X, Y, Z nur in G Vorkommen. 

Mit T werde die zweite Greensche Funktion bezeichnet. Sie genügt ebenfalls den 

obigen Bedingungen l und 2, aber an der Oberfläche verschwindet nicht T, sondern die 

Derivierte , und man hat 
on 

(3) V(X,Y,Z) = -}~ f fd—-r. da. 
4^ J ./ dn 

Die Formeln (2) und (3), die den Wert von V im Innern aus den gegebenen Werten an 

der Oberfläche bestimmen, sollen im folgenden erweitert und auf mehrdimensionale Funk- 

tionen ausgedehnt werden. 

Die Grundformel für den Greenschen Satz lautet: 

(4) im 
Sf/SU 0U0U 0USU\ 
dxdx dy dy dz dz 

wo dx das Raumelement dx dy dz bezeichnet. Die Funktionen U und V sollen im Innern 

des Integrationsraumes überall endlich und stetig und differenzierbar sein. Bezeichnet 

wieder T die zweite Greensche Funktion, und setzen wir U = O2, V = T, so er- 

halten wir aus (4) 

(5) ///( ar ao2 ar ao2 ar am 
dx dx dy dy dz dz / T fff ü2Ar.^T- 

Insofern das Oberflächenintegral sich auf die äußere Begrenzung des Körpers bezieht, 

verschwindet dasselbe wegen der Gleichung -g— = o. Das Element da bezieht sich also 

nur auf die kleine Kugel, die den Punkt X, Y, Z (in dem T unendlich wird) umschließt, 

und gibt hier bekanntlich — 471: Q2 (X, Y, Z). Das erste Integral der rechten Seite von (5) 

fällt aus wegen AT = o. Es ist also 

(6) 47ZÜ
2
(X,Y,Z): ///( ar dü2 ar ao2 ar ao2 

dx dx dy dy dz dz )^—jj •_ ar 7 

D2 da, on 

letzteres Doppelintegral auf die kleine Kugel bezogen. Da ^ - als Funktion von X, Y, Z 

der Gleichung A = o genügt, so könnte man hieraus schließen, daß AD2 = o sei; das wäre 

aber nicht berechtigt, da X, Y, Z ein Unendlichkeitspunkt von T ist, der außerhalb des 

räumlichen Integrationsgebietes liegt. Von der Funktion T werden wir im folgenden keinen 

wesentlichen Gebrauch machen. 
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§ 2. Die beiden Greenschen Funktionen für ein rechtwinkliges Parallelepipedon. 

Für die Kugel sind beide Greensche Funktionen bekannt.1 Für ein Parallelepipedon 

hat Riemann die Funktion G aufgestellt.2 Sind a, b, c die Seiten des Körpers, und dehnt 

sich derselbe von —• a bis + -, von —• - bis 4- -, von —-bis + - aus, so findet Riemann: 
2 2 2 2 2 2 

(!) 

(2) 

-f- oo + oo + oo 

G = y y y ^ 
k — oo m= — oo n= —- OO 

(-0* 
+ m + n 

y N 
i wo: 

N— [ka-\-{—i)kX— 5]2+ [mb-\-{—i)mK—^]2 + [ne-(-(•—i )nZ—Ç]2. 

Aber diese Reihe ist nicht konvergent. Man kann sie indessen (nach Analogie eines Verfah- 

rens von Eisenstein3) dadurch konvergent machen, daß man im allgemeinen Gliede 

negativ den Ausdruck 

(—1)ft + m + nAf0—‘/» 

hinzufügt, wo (ausgenommen, wenn gleichzeitig k = o, m = o, n = o) : 

(3) N0={kafJr(mb)2-\-{nc)'i. 

Zur Aufstellung der zweiten Greenschen Funktion T verfahren wir nach Analogie zu 

dem Ansätze von Riemann. Wir setzen: 

(4) r = 

wo N und N0 wieder durch (2) bzw. (3) definiert seien, und wo die Summationen so aus- 

zuführen sind wie in (1). Es drückt VN den Abstand des im Innern des ersten Parallel- 

epipedons gelegenen veränderlichen Punktes £, vj, Ç von dem Punkte ka -f- (—-i)hX, mb + 

(—l)m Y, ne (— 1 )nZ aus, d. h. von einem der Punkte, in denen T unendlich wird, 

und von denen einer (k = o, m — o, n = o) im Innern des gegebenen Parallelepipedons 

liegt, während sich die anderen symmetrisch auf die kongruenten Wiederholungen des er- 

sten Parallelepipedons verteilen (wie bei den sogenannten Thomsonschen Bildern). 

Betrachten wir zwei Punkte Ç1( y]1; und £2, Y)2, Ç2, deren Koordinaten durch folgende 

Gleichungen definiert werden: 

/ h =ha + (— i)ht, = Zi = K, 

St = (A + i)a + (r-iy'+1t, 7!2 = TJ, Ç2 = Ç, 

wo h eine ganze Zahl bezeichnet. Beide liegen symmetrisch zu der Ebene 

(6) + 

1 Vgl. z. B. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, Bd. 2, § 30, 2. Auflage, 1881. 
2 Schwere, Elektrizität und Magnetismus, nach Vorlesungen von Riemann bearbeitet von Hatten- 

dorf, Hannover 1876, S. 84 ff. 
3 Crelle’s Journal Bd. 35 ; oder: Mathematische Abhandlungen (mit Vorrede von Gauß), Berlin 1847. 

Auf die Konvergenz der Reihen für G und P kommen wir sofort in § 2a zurück. 
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denn es ist 

l2-[h-\-^a= ^i + ^ja—^1 = ^a—(—iy>i=~a + (r-i)
h + 1(. 

Der Ausdruck N unterscheidet sich für diese Punkte nur im ersten Quadrate der rechten 

Seite von (2). Dasselbe lautet für den ersten Punkt: 

(7) [(*-*)« + (-!)**-(-1)*/]» 

und für den zweiten Punkt 

(8) i(k—h—i)a + (—i)*X—{—i )'“ + i)e 

Statt des Ausdrucks (7) kann man schreiben 

(9) [(— 1 )h(k—h)a + (— 1 y~*X-t]2=[ka -h (— !)’ X-tf, 

wenn X = (— i)h (k—h) gesetzt wird. Sei der Wert, den T an der ersten Stelle annimmt, 

so ist nach (5) 

(to) |£=(- 0h -^ = ssi(-1)* [X* + (- -Nr’1', 

wo nun : 

(11) Nx - [ka + (— 1 yX—ty + \m b + (— i)m Y—y;]2 + \n c + (— i]nZ— Ç]2, 

und wo die Summen über die Zahlen X, m, n je von — 00 bis -f 00 zu nehmen sind. Ebenso 

kann man statt (8) schreiben 

[(— 1 Y + i(jk — h— 1 )a + (— t)*-*-1 X—t]2 = [ka + (— 1 yX—t]2, 

wenn jetzt X = (— t),l + 1 (k—h—1) gesetzt wird. Bezeichnet also T2 den Wert von T an 

der zweiten Stelle, so ist 

|£2
 = (— iy+1 ^ = s 2 s (- o'*+1 [xÆ+(- iyx-1\ -Nf-'i-, 

wo N2 denselben Wert hat wie Nx in (11). An den beiden Stellen ist also 

“ 3?' 

Läßt man nun t = — (— \)h a werden, so fallen beide Punkte zusammen in einen und den- 

selben Punkt der Ebene (6); es muß also 

ar2_0r1 
3^2 ~~ 3?! 

werden. Der Vergleich mit (12) ergibt: 

(12 a) 
0TX 

3Ct 
= 0, 

3r„ 

31: 
= o an der Oberfläche. 
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Hiernach stellt die durch (4) definierte Funktion T die zweite Green- 

sche Funktion des Parallelepipedons dar (deren Differentialquotienten nach der 

Normalen an der Oberfläche verschwinden); denn für die VariabeinZ und F gelten ganz 

analoge Umformungen. 

Im vorstehenden wurde Riemanns Ansatz möglichst beibehalten, nach welchem der 

Anfangspunkt im Mittelpunkte des Parallelepipedons liegt. Legt man, wie für das Folgende 

nötig ist, eine Ecke in den beliebigen Punkt oc, ß, y und die gegenüberliegende Ecke in den 

Punkt a, b, c, so sind die Längen der Kanten bzw. a — a, b — ß, c — y. 

Verschiebt man das gegebene Parallelepipedon parallel zu den Achsen um ein Vielfaches 

der Seitenlange, so entstehen unendlich viele kongruente Körper, deren Seitenflächen 

durch die Gleichungen 

£ = <x + yè(ô — a) v) = ß + m(b — ß) Ç = y + n (c — y) 

—1) («— a), = b + (m— 1) (b — ß), = c + (n—1) (c — y) 

gegeben werden, wenn die ganzen Zahlen k, m, n alle Werte von — 00 bis -f- 00 durch- 

laufen. Die Größe N soll das Quadrat der Entfernung des Punktes £, 4, £ von dem 

Punkte X, Y, Z oder von einem der homologen Punkte in den kongruenten Körpern dar- 

stellen, die durch wiederholte Spiegelung an den in (13) gegebenen Ebenen aus dem ur- 

sprünglichen Körper entstehen, wobei zwei aufeinanderfolgende Spiegelungen in gleicher 

Richtung einer Verschiebung um die doppelte Seitenlänge äquivalent sind. 

Die Spiegelung an der Ebene \ — a führt z. B. zu dem Punkte 

xx= ia — X, y1 = Y, z1 = Z. 

Die Spiegelung an der Ebene £ = 2a-— a ergibt den Punkt 

*2 = 2 (a — a) + X, y2 = F, z3 = F, 

also eine Verschiebung um 2 (a— <x). Spiegelt man an der nächsten Ebene, so wird 

x3 = 2 (a — a) -f 2 a — X, y 3 = F, z3 = Z. 

Sodann wird x4 = 4 (a — a) -j- X, x5 = 4 (a — a) + 2 a—X, usf. Unter Einführung einer 

beliebigen ganzen positiven oder negativen Zahl k hat man allgemein : 

(14) xh = k (fl— a) +1- (a + a) + (— i)ft [x — * a — * aj 

bei Spiegelung an der Ebene \ = ka — (k — i)a. Entsprechendes gilt für die Koordinaten 

F und Z, für welche die ganzen Zahlen m und n an Stelle von k treten mögen. Für Vfindet 
man schließlich : 

(15) N = (*Ä—02
 + (ym—^i)2

 + On—ö2> 

W° 4/m = W(3-ß) + i(^ + ß) + (-1)m (F ^b - ß), 

1 / 1 1 \ 
*„=» (^— Y) + 2(^+Y) + (— 0" \

Z
—2

C
~2 7’ 

während xh durch (14) gegeben ist. 
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Wir betrachten jetzt zwei zu der Ebene \ = a + h (a —• a) symmetrisch gelegene Punkte 

mit den Koordinaten 

= a + h (a — a) + (— i)h t, und 

5a = a + h (a — a) -f (— 1 )h + 1 t, 
so daß in der Tat: 

a + h (a — a) — %1 = (— i)h + 11 = Ç2 — [a + h (a — a)]. 

Setzt man den Wert von in das erste Quadrat der rechten Seite von (15) ein, so wird: 

(xh — Si)2 = |^ — h+ i) (a — a) + (— * a — ^ a| — (—l)h*| 

= [(- l)h (k- h + (a- «) + (- i)k~h [x-\a - \ «) - /]* 

=[(-i),i(x+i) +C-01 

wenn die ganze Zahl X durch die Gleichung 

X = (Æ —-h) 

definiert wird. Ebenso: 

(*,-Ç2)2 = [k~h+ )(«-«) + (-1)fc(^~a-i«)-(-1)h + 1/]a 

(- i)'* (x + («- «) + (- i)A «) - /]*, 

wenn jetzt: X — h — /ê — 1. Werden mit und N2 die Werte von N bezeichnet, die den 

Werten \ und £ = \2 entsprechen, so ist: 

dNx 
—7. 

1 ? \ 

und: 

3 sh + idN2-'l» 2
 = (— 0 2 

3fr''=!(-.)“[(x+ )(,-«)+ (-,)' (jr-G-)«)-<] JV, 

^2 3/ 
(>.+‘)^-«) +(-i)'h— i.—1 d -/l.v, 

Also wenn I\ und T2 entsprechende Bedeutung haben: 

. , 3 rx 0 r2 

<17) 3|r = -av 

Für £ = o wird Çx = £2, folglich auch 

0T1_ 0To 

Hl “ 
(18) 

und somit 
0T 

35i 

0 p 
O, = o, an jeder Fläche \ = a +A(æ—a), wie oben in (12a). 

Von der zweiten Greenschen Funktion (T) wird im folgenden kein Gebrauch gemacht. 

Die Aufstellung derselben geschah zur Ergänzung der Riemannschen Theorie. 
München Ak. Abh. 1935 (Lindemannn) 2 
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§ 2 a. Über die Konvergenz der benutzten Reihen. 

Um die Konvergenz der Reihen für G bzw. V zu untersuchen, müssen wir auf die Me- 

thode von Eisenstein näher eingehen. Es war 

(0 2 2 AT 
k m n I 

(-0* 
+ m + n (-i)fc- 

VN 

L ) h + m + n“J 

V^O _T 
wo N durch (x), iV0 durch (3), § 2 definiert ist. Eisenstein führt die Konvergenz solcher 

Reihen auf die Konvergenz der Reihe 

SSS^ + ^ + rc2)-1/. 

zurück, und untersucht allgemein Reihen der Form 

(2) R= 2 2... 2(.ml + ml---+ml)-p, 
m.\ m% mT 

wobei die T Zahlen mi je von — 00 bis -f- 00 laufen. Die rechte Seite wird von ihm in Partial- 

reihen geteilt, deren Indizes den folgenden Beschränkungen unterliegen sollen : 

2Ä‘ <1 «*!< 2ft‘ + 1, 

2h‘ <Lm2<i2ka+1, 

(3) ~ 

2G<^ »2r<^2^ir+1. 

Es ergibt sich die Ungleichung: 

X22hi£ml + --- + ml<?.22hi 
+ 2, 

um so mehr Sw* ^ 22k, WO XT = k1 -j- k2 -f- . . . -f- kr, also 

(4)  b 2

T)~
P

 £2~2kp. 

Die Anzahl der Glieder von R, die den Bedingungen (3) genügen, ist 2*r; man hat dem- 

nach: 

(S) 
R< 2“r= 1 1 1 1 

= 2 —T) 2P— Tk 2p—2p—-T, 

2 p T 

und somit, wenn P = 2 T gesetzt wird, 

k 

(6) 

h ft 
R<L 2 2 

», = 0 ft, = 0 
2 P~hl P~u‘   -P~h^= 2 P~hl 2 P~h‘ 2P 

kT = 0 ki kt kx 

— kr 

[1 +P-' + P~
2—\-P-^Y= \pz~ffür k = °°> 

falls 2p — T > oist. Die Reihe R ist somit absolut konvergent, wenn 2p > T. In 

unserem Falle war T = 3, p = 1 ; die erste Summe der obigen Reihe G ist also 



11 

nicht konvergent, denn Eisenstein weist auch nach, daß für 2p T Divergenz 

eintritt. 

Es ist zu untersuchen, ob der Ausdruck G durch Hinzufügen des Gliedes mit N0 kon- 

vergent gemacht wird. Zu dem Zwecke muß man die erstere Summe nach Potenzen der 

Variabein (— i)fe X—• £, (—• i)m Y—• r\, (—- i)n Z—Ç entwickeln. Da es sich um ab- 

solute Konvergenz handeln soll, kann von dem Faktor (— l)ft + m + 71 abgesehen werden. 

Wir nennen die Variabein kurz#,y, z, so daß: 

(7) N = (k a -f x)2 -f- (mb -\- y)2 + (n c -j- z)2, 

und: 

(8) —= -1-- —Na 1 -\kax 4- mby 4- ncz\-\- 1 -8 l'\kax-\-mby-\-ncz\2-\-... 
ŸN Y N9 

j 1-2 2 0 L j 

Bei der dreifachen Summierung über k, m, n von —- 00 bis +00 heben sich die Glieder 

mit dem Faktor W0
—gegenseitig fort. Es kommt also nur auf den Faktor von W0

—5/1 an, 

dessen Konvergenz auf die Konvergenz der rein numerischen Reihe 22S k2 ('k2 -j- m2 

+ n2y~hzurückzuführen ist (wie in analogen Fällen bei Eisenstein). Wir untersuchen 
sogleich die allgemeine Reihe 

(9) 22...2 -J*  
(m\ 4- ml... + m2

r)P' 

Die Ungleichungen (3) ändern wir in folgender Weise ab: 

2h‘ <( <C (2 e)hl +1, 

2h’ < ff!2<2i, + 1, 
(10) 

2,ir^ Wr< 2kr+ 1, 

wo e eine Zahl bezeichnet, die größer als eins sein soll, im übrigen noch zu bestimmen ist. 

Für i > 1 ist die Anzahl der Zahlen mit die dieser Forderung genügen, gleich 2ki + 1 — 2ki 

= 2hi. Für i= 1 ist sie kleiner als (2e)fe,+1—2
h'= 2

kl (2sftl+1—1), nämlich gleich 2kl 

mal der größten ganzen Zahl, die in letzterer Klammer enthalten ist. Sei X diese Zahl, so 

ist die Anzahl der Kombinationen aller in Betracht kommenden Zahlen mi gleich 2hl • 2k‘ • • • 

2
hr • X = 2

KT • X, wenn 

* = (^1 + K   • + K) -. 
T 

Nun ist jedenfalls 2K<(2ftl + 2ftl -f- • • • -f- 2hr, also 

m[-\- m\-\- • • • -f- m2
v~X22hl-\- 22Ä>+ • • • + 22h*^>22K, 

und weiter 

2* 

(mî + m2
2 h m‘2)~p£ 2~2KP 
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d. h. sämtliche Glieder der aus den zugelassenen Zahlen mi zu bildenden Partialreihe sind, 

wenn man von dem Zähler m\ absieht, nicht größer als 2~~2kp. Die Anzahl der Glieder 

war soeben gleich 2KT • X gefunden. Die Summe aller dieser Glieder ist folglich (da X 

2£ ft. + l 
-i): 

^ 2Kr* X <^2Zhl + 1 1 1 
— 22 ftp — 2 2 2 2 ^ ^ T 

_2/- 
gesetzt ist. Jetzt soll aber im Zähler zu jedem Gliede der Fak- wo zur Abkürzung p 

y 
tor ni\ hinzutreten, dessen Größe durch die erste Ungleichung (io) beschränkt wird. 

Schließlich haben wir, wenn wir die Summe aller Partialreihen bilden, für die keine der 

Zahlen kx, k2, . . . kx größer als k wird : 

k 
y 

k 
2 <8s3 Z--2- 

• S hi 

ft, = o ft, = o ftT = o (m\ + m\  • • + m^)v 2~Äl 2^ka 

und die rechte Seite ist gleich (wenn nach ki von o bis k summiert wird) 

1 

2
ßhi 

(11) 
'(  

p 3 s6 
8^(l+^+^' +  

.3 k 

7Öh 

Ist p > o, d. h. 2p >> T, so konvergiert bei unendlich wachsendem k die zweite Klammer zu 

\3£J—il 

Damit auch die erste Klammer konvergiert, und zwar zu 

2e 

2S—e3’ 

muß e3<2e oder e3r<< 22p—Tsein. Hiernach wäre s so zu bestimmen, daß die Kon- 

vergenz erreicht wird; und letztere ist gesichert, falls die verlangte Bestimmung mög- 

lich ist. 
2p— t 

Als obere Grenze für s ergibt sich 2 3t . Für das dritte Glied der rechten Seite von (8) 

kommt es auf Untersuchung der folgenden Reihe an 

k2 

yyy— 
X' ^ ^ (k2 + m2 + n2)'1* k m n ' 1 1 ' 

5 Es ist also p = -, T = 3 ; 2p — T = 2 d. h. positiv, wie es sein soll, und e9 <C 4, also l < e 

< 1,65 . . . DierechteSeitederGleichung(5)istfolglichkonvergent. 

Wenn wir im folgenden die Potentialfunktion für mehrdimensionale Räume aufstellen, 

so haben wir es mit Verallgemeinerungen der Reihe (1) zu tun, bei der nichts = — * ist, 

sondern^) = wo p die Anzahl der Variabein bezeichnet, also an Stelle des obigen T 
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steht. Es wird 2p — T = — 2; die Reihe ist also nicht konvergent. Um zu prüfen, ob sie 

durch Hinzufügen des Gliedes mit N0 konvergent gemacht werden kann, kommt es auf 
UL 2 

die Reihe (9) an, bei der p = —  (- 2, also 2p — T = 2, so daß die zweite Klammer auf 

der rechten Seite von (11) konvergiert. Auch die erste Klammer daselbst konver- 

giert, wenn s gemäß der Gleichung e3,i << 22 bestimmt wird. Für e kann irgendeine 

Zahl zwischen 1 und e0 gewählt werden, falls e3“ = 22, wobei s0 mit wachsendem JA der 

Einheit sehr nahekommt. Die Konvergenz ist also zwar vorhanden, aber sie ist 

nicht besonders günstig. 

Bei Aufstellung der Ungleichungen (3) wurde insofern mit Willkürlichkeit verfahren, 

als die Zahl 2 dabei ausgezeichnet wurde ; man kann zur Zerlegung der mehrfach unend- 

lichen Reihen in Partialreihen statt der Zahl 2 irgendeine andere ganze Zahl benutzen. 

In der Tat kommt man immer zu der gleichen Konvergenzbedingung 2 p > T. Ebenso ist 

es bei den Ungleichungen (10). Nimmt man z. B. 3 statt 2, so wird e3T<C 32p~T, also für 

p = T = 3 findet man: 1 < e < 1, 276. 

§ 3. Die Potentialfunktion im mehrfach ausgedehnten Raume. 

Im [A-fach ausgedehnten Raume verstehen wir unter einer Potentialfunktion der [A Varia- 

bein iP eine Funktion V, die der Bedingung: 

d2 V 
(1) A U = = 0 

i=l V 

genügt. Für sie bestehen die Umformungen, die zum Greenschen Satze führen, unver- 

ändert; es ist also auch (wenn die Integrationsvariabein mit bezeichnet werden): 

(2) fhf [VAU— U A V] da -hh F-f-ëf 
on on 

da, 

wo di (=d^x • d\2 • • • das Raumelement, da das Oberflächenelement bezeichnet. Auch 

die Ableitung der Gleichung (2) § 1 bleibt dieselbe; es ändert sich nur der Faktor 47t im 

Nenner der rechten Seite. Dieser Faktor ist dadurch entstanden, daß der Punkt mit einer 

kleinen Kugel umgeben und über deren Oberfläche integriert wurde. Die Oberfläche einer 

Kugel vom Radius eins ist gleich 4TC ; die Oberfläche einer Kugel im fA-dimensionalen 

Raume ist gleich 2ß~x TZ; diese Zahl tritt also an Stelle von 471. 

Die Funktion G ist hier entsprechend anders definiert. Die einfachste Funktion, die der 

Gleichung (1) genügt und an einer gegebenen Stelle unendlich wird, ist jetzt: 

(3) 
1=1 

!l — 2 

2 

An Stelle der Forderung 2 in § 1 tritt also die Forderung, daß G für = Xt unendlich 

werden soll, wie der Ausdruck (3). 
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Dementsprechend lauten jetzt die Gleichungen (2), (3) und (ll) bzw. : 

f— dG , 

(4) 

2“—17td J dn 
G. 

Die Greenschcn Funktionen G und T für ein rechtwinkliges Parallelepipedon sind jetzt: 

(5) 

(6) 

wo: 

+ 00 +00 

G= y ••• 2 
hi = — 00 hu = — 00 

fi — 2 fi — 
N — 

r= v 
fi — 2 fi — 2 

N~ ~ — N0~ 2 - I 
(7) [kt «i + (-1 )'HXi - Q2, = 2’ \h <h]2. 

i=1 i=l 

Das Parallelepipcdon hat die Seitenlangen at und erstreckt sich von — * at bis + ~ at. 

Wird der Anfangspunkt verlegt und die eine Ecke durch einen beliebigen Punkt mit den 

[1 Koordinaten ocj ersetzt, und sind a.t die Koordinaten der gegenüberliegenden Ecke des 

Parallelepipedons, so muß man nach (15) und (16) § 2 setzen: 

(8) N = + 

No = 2’['èi(ai—ai)]2- 

Bei etwaigen Anwendungen wird man jedes einzelne Glied der Reihen für G und P nach 

Kugelfunktionen höherer Ordnung1 entwickeln. 

Uber die Konvergenz der benutzten Reihen wurde schon in § 2a das Nötige gesagt. 

§ 4. Die Gleichungen für das Problem der n Körper. 

Sollen sich n Punkte mit den Koordinaten x{, yit zi(i = 1, 2, . . . n) und den Massen mi 

im Raume unter alleiniger Wirkung der Newtonschen Anziehungskraft bewegen, so 

hängt die Lösung des Problems von der Bestimmung der zugehörigen Hamiltonschen 

Funktion V ab, die der partiellen Differentialgleichung 

(0 

n
 1 r/auu id vy id vy 

2 m
i Lw 

xJ + V9yj + \0 
U + h 

zu genügen hat, wo h eine Konstante und U die Kräftefunktion bezeichnet: 

(2) u    mimk   

'>V(x-xhy + (y-yhy + 
1 Vgl. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, 2. Aufl., Bd. 1, 1878, S. 445 ff. 
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(3) 
d*U , d2U , d2U , . rr 

—« + 'ö—2 + —2 = o oder A U = o, 
dx\ dy\ dz\ 

von denen indessen im folgenden kein Gebrauch gemacht wird. Durch die Substitution 

für i — 1, 2, 

(4) 

j' 2 7)1 ^ ^ i 

yi V2mi n + i 

I 2 TU . • ?2n + i 

 
n 

für i = 1, 2, ... « 

für 7 = 1, 2, ... n 

geht die Gleichung (x) über in : 

(5) 

3"/SÜ\2 

iîUJ 
U \ h, 

wo U in den Variabein Zi geschrieben zu denken ist, und wo £2 diejenige Funktion bezeich- 

net, die aus V durch die Substitution (4) hervorgeht. 

Wir integrieren die Gleichung (5) über das Innere eines 3«-dimensionalen Parallel- 

epipedons mit den Seitenlängen —• ait und zwar nach Zi von oci bis xit wo mit ai willkür- 

liche Konstante bezeichnet sind. Bezeichnet di das Raumelement (= dZ\ d^2    dZ3n), 

so ist 

Xi Xa X„ Xi Xt Xu 

(6) //-/'f (iF*=// / 
a a afl ax «8 afl 

wobei (und ebenso im folgenden) gesetzt ist: 

(7) 3« = F- 

Jede der Gleichung (5) in dem Parallelepipedon genügende Funktion £2 genügt auch der 

Gleichung (6), aber nicht umgekehrt; doch gelingt es mit Hilfe des Greenschen Satzes, 

eine Funktion £2 gemäß der Gleichung (6) zu bestimmen, die an der Oberfläche des Parallel- 

epipedons die Bedingung (5) befriedigt. 

Um den Greenschen Satz anwenden zu können, nehmen wir an, daß £2 im Innern des 

Parallelepipedons der Gleichung 

(8) A£2 = o 

genügt. Der Wert an der Oberfläche ergibt sich im allgemeinen durch Differentiation nach 

den oberen Grenzen x{. Das führt aber hier nicht zum Ziele, denn £2 hängt jetzt wegen 

der Bedingung (8) für das Innere selbst noch von den x{ ab. Der Green sehe Satz er- 

gibt jetzt: 
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wo da das Oberflächenelement für das Parallelepipedon bezeichnet. Die Gleichung (6) 

wird also: 

(10) 

Es handelt sich zunächst darum, auch das rechts stehende Raumintegral in ein Ober- 
flächenintegral zu verwandeln. Das kann z. B. erreicht werden durch Benutzung der be- 

kannten Gleichung der Potentialtheorie 

ff-  / (tfA W- W A = -/•  / 

indem man für W eine Lösung der Gleichung AW — l (z. B. W — ^ oder = ^ 2Ç*) 

wählt, und beachtet, daß £7 gemäß den Gleichungen (3) der Bedingung AU = O genügt. 

Einfacher kommt man durch folgende Überlegung zum Ziele. 

Die rechte Seite von (9) stellt sich als Summe von jx einzelnen Oberflächenintegralen dar, 

entsprechend den jx-Paaren von Begrenzungsebenen = xi bzw. = 09. Auf jeder dieser 

beiden Ebenen ist das Flächenelement gleich 

(10a) dai=d?ll d^2 • •  d^— id£i + 1  •  d£,,t. 

An der Ebene = xi ist das Differential der inneren Normale 3n durch — 3?b, an der 

Ebene = 09 dagegen durch -j- 3^ zu ersetzen. Somit wird:1 

(n) 
3Q\ 

^ %>i)*i=xi 
d ^ j. 

Auch die rechte Seite von (10) läßt sich als eine analoge Summe von Oberflächeninte- 

gralen darstellen. Es ist z. B. für die Begrenzungsebene E,1 = x1: 

(11a) 

Xi 

f [ j\u+k)dx= f---j I (U + hfdt, d 

und allgemein (wenn dat durch (10a) definiert ist): 

(11b) = /• • •/ Vxdax = /• •/ V2da2-•• = /•• •/ V„dcJ,,, 

wenn 

(12) Vi=f(U+A)dli für i = 1, 2, •  • p. 
H 

gesetzt wird. Dabei ist z. B. der Ausdruck Vx eine Funktion von xlt Ç2> ?3> •  • ?„• Werden 

mit Z?2, •  • gewisse Konstante bezeichnet, so kann man setzen 

(12 a) ff • • ‘ f (U+h)dx= ZBif- • •/ Vidai, 
i 

1 Wird hier und im folgenden einem Ausdrucke die Gleichung IL = xi als Index beigefügt, so soll damit 
gesagt werden, daß die eine Variable durch xi zu ersetzen ist, die anderen Variabein Ç aber ungeändert 
bleiben. Lautet der Index aber Ç = x, so sollen alle Veränderlichen Ç je durch x ersetzt werden. 
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wenn die Konstanten Bt der Bedingung 

(12 b) B\ + B* + • • • + Bp — 1 

genügen. In der Gleichung (10) müssen nach Umformung der rechten Seite mittels (12a) 

beiderseits auch die Oberflächenintegrale übereinstimmen. Die Vergleichung mit (xi) gibt 

deshalb : 

(13) 

X . 

= BiÇ(U+h)dli für * = 1, 2, ... \L. 

Denkt man sich Q dementsprechend auf der Oberfläche bestimmt, so wird nach (4) § 3 für 

das Innere des Parallelepipedons: 

(14) 2“-1 TT • Q (V) = — i da» 

wo den Wert von Q an der Begrenzungsebene = xt und G die erste Greensche 

Funktion bezeichnet. Bei Bildung dieser Funktion ist zu beachten, daß die früher mit a 

bezeichnete Ecke des Parallelepipedons jetzt mit x bezeichnet ist. Die früher zur Definition 

des Ausdruckes TV dienende Gleichung (9) § 3 ist demnach jetzt zu ersetzen durch: 

und entsprechend für W0. Diese Bezeichnung wird auch im folgenden beibehalten. 

Es handelt sich jetzt um die nähere Bestimmung der in (14) auftretenden Ausdrücke 

Unser Parallelepipedon hat 2fx Grenzflächen. Wenn das über alle diese Flächen ausgedehnte 

Oberflächenintegral auf der rechten Seite von (12 a) nur aus jx Gliedern besteht, so liegt 

dies daran, daß der Oberflächenwert Vi gleichzeitig für die Fläche = x^ und für die ihr 

kongruente Fläche = 09 gilt; tatsächlich stehen demnach auf der rechten Seite von 

(11) doch 2[x einzelne Oberflächenintegrale. Wir setzen 

(16) 
2 

rl 

J [U® + *\dSJ 
£i~x i 

Durch Differentiation ergibt sich: 

- - (û - B‘ / 1^®+4 ^ 
(17) 

Im folgenden werden wir alle Größen B{ einander gleich (= p-1) an- 

nehmen. Dadurch wird erreicht, daß die Werte auf verschiedenen ebenen Grenzflächen 

sich stetig aneinander anschließen; aus (16) folgt nämlich: 
München Ak. Abh. 1935 (Lindemann) 3 
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= (U+h)h Xi I 

ft = X« 

so daß die Differentialquotienten von Q* und Q2 in der gemeinsamen Mannigfaltigkeit 
der Ebenen = xx und Ç2 = xi gleiche Werte haben. 

Setzt man die aus (16) fließenden Werte von Yli in die rechte Seite von (14) ein, so ist 
damit eine Funktion O (X) gewonnen, die im Innern des durch die 2p. 
Ebenen Xi = xit Xt = oq begrenzten Parallelepipedons der Gleichung AQ =0 
genügt und an den Begrenzungsebenen die durch (16) gegebenen Werte 
Q; annimmt. Es ist also z. B. 

[Û (^1. X* • * -X^x^xi = ßr (*1. X, • • • Xfl). 

Ursprünglich war nicht der Wert von Q an der Oberfläche gegeben, sondern der Wert 

von Q und zwar in Abhängigkeit von den Werten xit durch welche die be- 
dn 2 on ö ö 1 

grenzenden Ebenen Xi — xi =0 bestimmt werden. Hieraus war gemäß der Gleichung 
(16) durch Integration der Wert von Q2 (und somit von Q selbst) gewonnen. Umgekehrt 

also wird aus (14) der gegebene Wert von Q nach dem Greenschen Satz wieder ge- 

wonnen. So erhält man z. B.: 

(17 a) 2"-17T [Q (*)]*._* = 2“-1 TTD, (Xl,x2, • • • XJ =- X [   -f Di ( 
— ldG\ 

KiJ 
Xi=xi d ffj. 

=xi 

Das allgemeine Glied der rechten Seite von (14) stellt eine Potentialfunktion dar, die an 
der Grenzfläche = aq den Wert Qit an allen anderen Grenzflächen des Parallelepipedon 
aber den Wert Null annimmt. In allen Gliedern hat man X1 = x1 zu setzen, um die 
Gleichung (17 a) zu erhalten. 

0D 
Hat man die Werte von D und TT— an der Oberfläche berechnet, so könnte man Q (X) 

an 
für das Innere auch gemäß (4) § 3 unter Benutzung der zweiten Greenschen Funktion Y 
finden. 

§ 5. Differentialgleichung für die Funktion 42 an der Oberfläche 

des Parallelepipedons. 

Neben dem ursprünglich gegebenen Parallelepipedon betrachten wir ein ganz in dem- 
selben enthaltenes mit parallelen Seiten, das durch die Ecken a und X bestimmt sei, wo- 
bei also: 

oq < Xi < xt für i = 1, 2,.,. p. 

Nachdem O durch (14) § 4 bestimmt ist, führen wir eine Funktion U*, die von den Punk- 
ten x und \ abhängt, ein durch die Gleichung : 

U*(x,l) = X 
i=l 

(0 
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Es genügt Q auch im Innern des kleineren Körpers der Gleichung AQ =o; nach dem 

Greenschen Satze ist also, wenn da* das Oberflächenelement des kleineren Parallel- 

epipedons bezeichnet: 

x, x „ Xi xt 

(2) IJ^(ü) Jx=-'d'"j x^d°'= ff-ju 

wo dz =dSll- d^2-  • d%M, und wo Q in Variabein Ç (statt X) geschrieben zu denken ist. Das 

rechts stehende pfache Integral kann wieder in ein Oberflächenintegral verwandelt wer- 

den, und somit folgt: 

(3) 
1 

ß 
J U*(x,%) dlt = 

in Analogie zu der Gleichung (17) § 4, welche lautete: 

(4) f),„. 

Rückt also A an x heran, so ergibt sich: 

Xi Xi 

(5) im f U*(x,l)d^= Hm [[17®+*]^. 

i~xi n- 

lim 
X, 

Da der Punkt* fest zu denken ist, so kann nachA^ differenziert werden; somit folgt: 

(6) 

und um so mehr: 

^ [U* {X, l)h=x. ] = [17®+k]^Xi, 

(7) U*(x,X) = U(x) + h. 

Die Gleichung (5) und (7) läßt erkennen, daß die Funktion D an der Oberfläche des 

durch die Punkte rund a bestimmten Parallelepipedons und insbesondere 

an der Stelle * selbst der Bedingung genügt: 

(8) = U(x) + h. 

Diese Gleichung bietet eine große Analogie mit der Hamilton sehen partiellen Gleichung, 

die zur Kräftefunktion U (*) gehört, und führt, wie wir sehen werden, zu entsprechenden 

Resultaten. 

3* 
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§ 6. Die Integrale der Bewegungsgleichungen. 

Nach (i) § 5 ist in der begrenzenden Ebene Xi = xt: 

(0 [f(f 
Lassen wir den Punkt X in beliebiger Richtung in den Punkt x hineinrücken, so wird nach 
(8) §5: 

(2). [(nr+(^r+ 
Benutzen wir für den Augenblick die urspünglichen rechtwinkligen Koordinaten der n 

Punkte im dreidimensionalen Raume und bezeichnen mit vji, die Koordinaten des 
Punktes mit der Masse mso ist bekanntlich: 

(3) H mi (dJÄ2, l^Y , w 
\dtf 

wenn Udie Kräftefunktion bezeichnet; ferner: 

(4) 
d^i dU d2rii du 

midt2~dii’ midt2~drU d ru’ midt2 
ddu 

S Ki 

= U + h, 

für i— 1,2, 

und die Geschwindigkeiten lassen sich nach Hamilton als partielle Differentialquotienten 
einer Funktion Vdarstellen: 

(5) 
dli dV d Yji dV dli dV 

midt~d& midt~dv 
wo V irgendeine vollständige Lösung1 der Gleichung 

bezeichnet. Kehren wir mittels der Gleichungen (2) § 4, d. h. bei der jetzigen Bezeichnung: 

2 772 [ X^t 7]j "jU2 772 i %n+v 2 772i X<£ n+i> ^ 1 » 2, *.• 72 

zu der Variabein ^ zurück, so gehen obige Gleichungen (3), (4), (5) über in : 

.... du 
u+h- ~dÄ=2^; 

d_xi_ dV_ 
dt 2 dxi 

für * = l, 2, 3, ... (i (= 3»). 

1 Wie man aus einer vollständigen Lösung neue vollständige Lösungen ableiten kann, behandelt Jacobi 
a. a. O. S. 491 ff. Vgl. unten § 9. Die allgemeine Lösung, die von einer willkürlichen Funktion abhängt, 
kommt nur in Betracht, wenn die gegebenen Anfangsbedingungen von einer willkürlichen Funktion ab- 
hängen. 
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Die Gleichung (2) zeigt eine gewisse Analogie zu der H a mil ton sehen Differential- 

gleichung (5 a). Dementsprechend setzen wir (zunächst versuchsweise) in Anlehnung an 

die dritte Gleichung (6) : 

(7) 
dx, I 3 Q 

L 
für *  = 1, 2,... (x. 

Durch Differentiation nach der Zeit t ergibt sich: 

3 
(8) 

d^x. I = 2 2* 
h oxu 

/dü\ dxh yiT 3 /dQ\ 3DI 

vXi)x'.,~dt=4» Rwl's; dt2 « '"vft 

und durch partielle Differentiation nach *4 findet man aus (2) : 

, s SU 
(9) 3*. ' t 

2 2 
h 

/dü\ 0 / 0 Q\ 

Um die mittleren Gleichungen (6) zu erhalten, ist zu zeigen, daß die rechten Seiten der 

Gleichungen (8) und (9) miteinander bis auf einen Faktor 2 übereinstimmen. Die Glei- 
dxi 

chungen (8) mögen je mit multipliziert und die Produkte addiert werden; dann ergibt 

sich durch Summation nach dem Index i unter Rücksicht auf die erste Gleichung (6) : 

(10) 

‘ SFM ft) 22\ *(/“)  JÄl 
2 i\dtl\dt2l dt i ft [dxh\dXil dXh\ 

I" v 3 /3£2\ / 3Q\ I 

L~ ^K/xl.KJx-J = 22 
k 

dxi 

\x = x dt 
dx. 

dt 

Andererseits ist identisch und unter Benutzung von (9) : 

jr 3 /3ß\ / 3Q\ 

* »*iKJxl«K/x-«. (u) 

dU yidUdXi yrl 

dt — i dx. dt ~ 2 j 

= 22[2^(|£) • (H-) 
ft [ t Sx^dXjx^x\dX.IX = x 

d%i 

dt 
dxk 

dt 

In den beiden für gewonnenen Ausdrücken müssen die Faktoren von übereinstim- 
dt dt 

men ; es folgen also die JA Gleichungen : 

(12) 2 
dX; 

/ 3 Q \ / 3 Q \ y. 3 /dü\ 

* vxJx 1 « K h -. '” « *** Wi 1 

/ 3Q \ 

«KL 

Vertauscht man z und so wird demnach in Rücksicht auf (9) und (7) : 

(13) 
z/ft _ dU 

dt2 2 3*j’ 

Die Gleichungen (7) stellen somit in der Tat die ersten Integrale der 

Gleichungen (13) dar, und die rechten Seiten geben die Geschwindig- 

keitskomponenten des Punktes*, 



22 

für i, k—\, 2, ß> 

Die letzteren lassen sich nach der Hamiltonschen Theorie als partielle Differential- 

quotienten einer Funktion Vdarstellen; d. h. es bestehen Gleichungen der Form: 

, /0ß\ dV /0ß\ SV 
(14j \dXilx=x~ dxi \dXh)x=x-dxh 

woraus das Bestehen der Integrabilitätsbedingungen 

9 

dxk 
1 05) 
/0Q\ _ 9 /9fl\ 

\dXjx=x dxi\dXh)x=x 

zu folgern ist. Dadurch wird aber die Gleichung (12) zur Identität. Die Funktion V 
wird durch Quadraturen gefunden: 

(16) 
v=J 

Diese Funktion V ist die sogenannte charakteristische Funktion des Problems; sie ist eine 

vollständige (von den jx Konstanten oq abhängige) Lösung der Gleichung : 

(16a) 
ldV\2 TT, 

fte) -U( 
x) + h. 

Mit Hilfe dieser Funktion erhält man bekanntlich die zweiten Inte- 

grale in der Form 

9 V 
(17) ßi = 3a; 

für i— 1, 2, • • • [x-—-1, 

wo mit ßj neue willkürliche Konstante bezeichnet sind; die Zeit t wird durch die 

Gleichung 

dV 
(18) t—tn 

9 h 

eingeführt. Neben den [x^—  1 Gleichungen (17) gilt natürlich auch die jxte Gleichung für 

i = [x, aber die Konstante ist nicht willkürlich ; zwischen ihr und den anderen jx — 1 

Konstanten ß4 muß vielmehr eine Relation bestehen.1 

§ 7. Berücksichtigung unendlich großer Werte von U. 

Es bleibt zu untersuchen, ob etwa die Unendlichkeitsstellen der Funktion U die Aus- 

führung der in § 4 verlangten Integrationen stören können. Bedienen wir uns wieder der 

ursprünglichen dreidimensionalen Koordinaten y]it wie sie durch die Gleichungen (4) 

§ 4 einzuführen sind. Gemäß (2) § 4 wird U nur dann unendlich, wenn zwei der n Punkte 

zusammenfallen. Nennen wir zwei solche Punkte £, 7), Ç und Ç', 4', mit den Massen m 

und m', so kommt es an auf das Glied 

. . rn-m' 
i; / (5—50* + ft—102 + (S—C? 

1 Vgl. darüber J acobi, Vorlesungen über Dynamik, S. 402 ff. 
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In bezug auf einen beliebigen Anfangspunkt sei 

(2) 

1; = 7-• cos 
£ = r • sin 4» • cos 9, 

£ = r • sin t]; • sin 9, 

Z' = r'- cos 4/', 

r{ = r' • sin <J/ • cos 9', 

= ?-' •sin^' • sin 9'. 

Für die betreffenden sechsfachen Integrale kommt das Raumelement d\ dr] dH, dH,' dt]' dH,' 
hinzu, und es wird 

(3) 

WO 

dl d-i\dX>d% dr{ dï; 

Yß-i'f + (vi-viO2 
r2r'2-sirup • sin cp'-dr dr' dip dty d<p dop' 

Y r2— 2 rr' cos y + r'2 

cos y = cos tp • cos <J/ cos (9 — 9') • sin <J/ • sin i|/- 

Zur Berechnung der Integrale könnte man den Ausdruck (3) nach Kugelfunktionen ent- 

wickeln : 

1 

y r2—2 rr' cos y -\-r'2 

1 lr'\n 

“h£b) p'<-cos*>• 

Die rechte Seite konvergiert für r' <C r, auch noch für r' = r.1 

Die Funktion unter dem über den Ausdruck (2) zu nehmenden sechsfachen Integral- 

zeichen bleibt auch für r — r' endlich. Nur wenn gleichzeitig y = o ist, wird sie unendlich 

wie (r — 7*')—1, aber das Unendlich wird durch die mehrfachen Integrationen aufgehoben. 

Macht man z. B. 9 = 9', = <{/, also y = o, so kommt es auf das Integral an : 

/-// 
r2 r'2drdr 

- J J (r + r) r'2 dr dr -f- J J^—pdrdr. 

Hier ist 

yy(r + r) r'2 dr dr = r2 -f- ar'2j r'3 + <xr3j + (r -f- br) |-j- r'4 -f~ ßr4j, 

wo a, b, a, ß zunächst willkürliche Konstante bedeuten ; dieselben sind so zu bestimmen, daß 

sich für das Integral J ein in r und r’ symmetrisches Resultat ergibt. Durch Ausführung 

der Rechnung findet man a — 0, b = a = 1, ß = Dann wird: 

J = ~ r2 r2 (r -j- r) -f- (r5 + r'5) + ^ (r — /) (r4 — r3 r + r2 r'2 — rr3 -j- r'4) 

— 05 — rb) lg (r — r). 

Es geht hieraus hervor, daß die in Gleichung (12), § 4 auftretenden Integrale stets endlich 
SO 

bleiben. Dasselbe gilt dann nach (10) § 4 für Q -=— und nach (14) § 4 für D selbst. Aus dem 
on 

1 Vgl. C. Neumann, Beiträge zum Studium der Randwertaufgaben, Abhandlungen der Sächsischen 
Akademie der Wissenschaften, math.-physik. Klasse, Bd. XXXV, III, S. 528, 1920. Die Konvergenz ist 
aber nicht absolut, vgl. O. Volk: Über die Reihe XPn (x), Sitzungsberichte der Bayerischen Akademie 
der Wissenschaften, math.-physik. Klasse, 1922, S. 35. 
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in (15) § 4 angegebenen Werte von Wist nämlich ersichtlich, daß G (und ebenso T) beim Zu- 
0 ^ / 0 p \ 

sammenfallen zweier Punkte nicht unendlich wird, und dasselbe gilt für — (und —1. 
on \ on) 

Die auf der rechten Seite von (14) § 4 auftretenden Integrale haben sonach stets endliche 
0Q2 

Werte. Da die Variabein X nur in der Funktion G Vorkommen, gilt dasselbe für und 
0 xx. j 

dü 
g-^r, was auch nicht gestört wird, wenn man alle Wj mit den xi sich vereinigen läßt. Folglich 

haben auch die durch (7) § 6 dargestellten Geschwindigkeiten bei endlichen Werten der 

Koordinaten xi stets endliche Werte. Nach (2) § 6 kann sonach U(x) niemals unendlich 

werden, d. h. es können niemals zwei der n Massenpunkte, solange ihre Ko- 

ordinaten endliche Werte haben, Zusammenstößen. 

§ 8. Über die sogenannte Stabilität des Weltsystems. 

Unter der Frage nach der Stabilität des Weltsystems versteht man die Frage, ob ein Zu- 

sammenstößen zweier der bewegten Massenpunkte möglich ist, und ob sich einer der 

Punkte ins Unendliche entfernen kann. Durch den Satz am Schlüsse von § 7 ist die 

erste Frage für endliche Werte der Koordinaten im negativen Sinne be- 

antwortet. Zur weiteren Klärung benutzen wir eine von Lagrange aufgestellte Relation, 

die auch Jacobi seinen Bemerkungen zur Stabilitätsfrage zugrunde legt (a. a. O. S. 27). 

Es sei p; die Entfernung des Massenpunktes ml vom gemeinsamen Schwerpunkte, so 

besteht die Gleichung 

R 
(1) -jj£ = U+4h', woÆ=Swjpl

8, 

und wo h' eine Konstante bedeutet. Nach dem Resultat von § 7 ist U stets endlich und 

> o (auch wenn einzelne unendlich groß werden sollten). Stellt man also alle als 

Funktionen der Zeit t dar, so steht auf der rechten Seite von (1) eine Funktion, die für alle 

endlichen Werte von t stets endlich bleibt. Da es sich um eine lineare Differentialgleichung 

handelt, folgt hieraus, daß auch R selbst für keinen endlichen Wert von t unendlich werden 

kann, so daß auch alle Größen p; endliche Werte behalten. Es kann sich somit keiner 

der n Massenpunkte innerhalb endlicher Zeit ins Unendliche entfernen. 

Eine Ausnahme tritt ein für n — 2. Der Satz am Schluß von § 7 gilt nämlich zunächst 

nur für endliche Werte der x{; er wird aber nicht gestört, wenn alle Größen xi mit Aus- 

nahme von den Koordinaten zweier Massenpunkte unendlich werden, denn dann bleibt U 
doch immer endlich und von Null verschieden. Sind aber nur zwei Massenpunkte vor- 

handen, so wird U = o für xx = 00, also R = — h' t2 + at + b, und es würde R — 00 für 

t = 00, d. h. es könnte mit wachsendem t sich mindestens ein Punkt (falls h! und a von 

Null verschieden sind) ins Unendliche entfernen. In der Tat tritt das bei den Kometen 

ein, wenn man Sonne und Komet allein betrachtet, ohne auf andere Gestirne Rücksicht zu 

nehmen. 
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Zur weiteren Beurteilung der Frage des Zusammenstoßes zweier Punkte ist zunächst das 

Verhalten der durch (7) § 6 gegebenen Geschwindigkeiten für unendlich große Werte der 
/0Q\ 

Xi zu untersuchen. Wir nehmen z. B. xx — 00 an, so daß es sich um die Funktion) 
\CA1/X = 3C 

handelt, wo Q durch (14) § 4 definiert ist, also durch eine Summe von p. Gliedern, die ein- 

zeln zu betrachten sind, und in denen durch (16) § 4 bestimmt wird. Für x1 = 00 bleibt 

U + h endlich und positiv. In ß1 kommt x1 auch in der oberen Grenze vor; wir setzen des- 

halb = xxq, so daß: 

(2) 

, ? 

= dq f(U+X)dq. 

Es wird also Q1 unendlich wie xv Für das erste Glied von O kommt es dann nur auf das 

Verhalten von an. Es war G eine mehrfach unendliche nach den Zahlen kx, ... ku 

von  00 bis + 00 genommene Summe von Gliedern N p, wop = —(JA—-2) undWdurch 

(15) § 4 gegeben ist. Es wird: 

(3) 3 Si 

= + — e, = (— N= £K\. 

= 2p N p 1 Kit wo 

Für xt =00 wird also der Ausdruck (3) gleich Null wie ^ 2p 1, ausgenommen wenn kt = o 

oder kt= — 1 ist, in welchen Fällen x{ ganz herausfällt, indem dann : 

Ki = Xi-li 

Ki=2*i-Xi-ti 

für = o, 

für k, = — i. 

Für x1 = 00 verschwinden hiernach alle anderen Glieder, und diese beiden geben für 

$1 =Xi 

K1 = X1 —Xl 

  2 X2 " 

d Aj 

für = o, 

-x1 für ki = — 1. 

Um die Geschwindigkeit zu erhalten, ist nachA^ zu differenzieren und dann X = x 

zu setzen. Der erste Ausdruck gibt dann 1, der zweite gibt • 

W^I+S'CW2)^, 

1. In beiden Fällen wird 

wo der Strich am Summenzeichen andeuten soll, daß das Glied mit ki = o bzw. ki = — 1 
dx 

auszulassen ist. Für ar, —00 bleibt also in—^im ersten Falle das betreffende Glied end- 1 dt 
lieh; im zweiten Falle verhält es sich wie x1~

2p~1. Vorher wären allerdings diese Glieder 

nach £2, Ç3, . . . zu integrieren; dadurch wird aber das Verhalten für xx — 00 nicht be- 

einflußt. Aus (2) war gefolgert, daß für x1 = 00 sich verhält wie xx selbst. Soweit Aus- 
München Ak. Abh. 1935 (Lindemann) 4 
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drücke aus dem ersten Gliede der rechten Seite von (14) in Betracht kommen, geben sie 

hiernach einen mit xx ins Unendliche wachsenden Beitrag zu der Geschwindigkeit. In den 

d G 
weitern Gliedern der rechten Seite von (14) bleibt Qt endlich für x1 — 00 und verhält 

O r>2 

sich wie xx~
2p“~1, wird also Null. Diese Glieder kommen demnach nicht in Betracht. 

Die Komponente-^1 wird somit unendlich groß, wenn xx ins Unendliche 

wächst. Gemäß der Gleichung der lebendigen Kraft müßte dann U unendlich groß wer- 

den, d. h. es müßten zwei Massenpunkte zusammenfallen. In Rücksicht auf den Satz am 

Schluß von § 7 folgt sonach: Ein Zusammenstoß zweier Weltkörper ist nur bei 

unendlicher Entfernung derselben (oder anderer Weltkörper) von der An- 

fangslage möglich. 

Aus den Schwerpunktsätzen folgt ferner, daß, wenn ein Körper sich ins Unendliche ent- 

fernt, mindestens ein anderer sich in entgegengesetzter Richtung ebenfalls ins Unendliche 

entfernen muß. 

Es bleibt zu untersuchen, wie unendlich große Werte von xx mit der Zeit t Zusammen- 

hängen. Dazu dient die Gleichung (18) § 6. In Rücksicht auf (14) §6 kann die Hamilton- 

sche charakteristische Funktion V nach (16) gebildet werden; es ist also 

(4) 

Aus (16) finden wir: 

für jeden Wert von i. 

1 0 Df 

2 dh 

i =1 

1 / dl, I d^ = — (xi—«i)2=Di 
IJ. J .1 2[l 

0 Qt 

Th' 

also aus (12) § 4, wenn z. B. i = 1 genommen wird: 

2 tl~x n rso 
\dx1dh)x=x [4./ J dhdiidx1 x 

02U 

VQfWXi 
düi 

\X=x 

wenn zur Abkürzung Qt = 

 xi s i 

Y~/ diif (u+h)dii. Lassen wir wieder x1 unendlich 

groß werden, so kommt es nur auf das erste Glied der rechts stehenden Summe an. Es 

bleibt Q bei wachsendem x1 stets endlich und (weil positiv) von Null verschieden; [allein 

für x1 = a.1 wird Qi — o, das dadurch bedingte Unendlich wird aber durch den Faktor 

(*: 

dx1 

d2G 
i — aj)2 aufgehoben]. Für ^ gelten wieder die vorstehenden, bei Diskussion von 

0 0 ^ 

dY angestellten Betrachtungen; es wird also in (4) die unter dem Integralzeichen stehende 

Funktion mit xx unendlich groß, um so mehr das nach x1 genommene Integral, und somit 

folgt: 
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Wenn sich einer der n Weltkörper ins Unendliche entfernen soll, so 

braucht er dazu eine unendlich lange Zeit; erst nach unendlich langer 

Zeit kann demnach ein Zusammenstoß zweier Körper eintreten. 

Mit den Worten „unendlich lange Zeitdauer“ kann man indessen keinen klaren Begriff 

verbinden. Das gewonnene Resultat hat eigentlich nur folgenden Inhalt: 

Nach außerordentlich langer Zeit können sich einige Weltkörper außer- 

ordentlich weit von ihrer Anfangslage mit außerordentlich großer Ge- 

schwindigkeit entfernen, wobei einige von ihnen einander außerordent- 

lich nahe kommen können. 

Wir haben nur gezeigt, daß dann zwei Körper Zusammenstößen, nicht, daß dies dieselben 

sind, die sich unendlich weit entfernt haben, wohl aber, daß die Geschwindigkeit der weit 

entfernten Körper andauernd wächst. Letzteres wird nur verständlich, wenn sie sich gleich- 

zeitig einander sehr nähern. Ob nach dieser Annäherung ein wirklicher Zusammenstoß 

vorkommt, oder ob sie sich wieder voneinander entfernen, kann man nicht sagen, da man 

über t = oo hinaus nicht denken kann. 

In diesem beschränkten Sinne ist die sogenannte Stabilität des Weltsystems gesichert. 

§ 9. Ueber die Bedeutung der Konstanten a;. 

Aus der Definition der Funktion Q und aus den Gleichungen (7) § 6 ist ersichtlich, daß 

die Geschwindigkeiten aller Massenpunkte gleich Null werden, wenn alle Koordinaten xt 

gleich den entsprechenden a4 werden. Nach (14) und (18) § 6 wird dann t = t0. Der Wert 

t = t0 bezeichnet also den Zeitpunkt, in dem alle n Weltkörper sich in Ruhe befinden. Die 

Möglichkeit dieser allgemeinen Ruhelage vermögen wir uns nur vorzustellen, wenn sie 

einen Anfangszustand darstellt, in dem zugleich die Anfangsgeschwindigkeiten gleich 

Null sind. Es müßten also durch einen einheitlichen Schöpfungsakt alle Weltkörper zur 

Zeit t — t0 an ihre Stellen im Welträume gestellt und dann das Weltsystem (ohne Erteilung 

von Anfangsgeschwindigkeiten) sich selbst überlassen sein. Dabei aber verliert die Größe 

t0 (d. h. der Zeitpunkt dieses Schöpfungsaktes) für uns jede Bedeutung. 

Zum Übergange in die Wirklichkeit müssen wir Anfangslage und Anfangsgeschwindig- 

keit zu einer beliebig vorgegebenen Zeit einführen. Das gelingt durch die allgemeinen 

U ntersuchungen von Jacobi1 über den Ersatz einer vollständigen Lösung der H a m i 11 o n - 

schen Differentialgleichung durch eine andere vollständige Lösung. 

Die durch (16) eingeführte Funktion V hängt von den p Konstanten a; und den p 

Konstanten ß4 (von denen eine eine Funktion der andern p — 1 ist) ab, wozu noch eine ad- 

ditive Konstante kommt; sie ist also eine vollständige Lösung der Differentialgleichung 

(16a), in der die Zeit t nicht vorkommt. 

Diese additive Konstante nennen wir — V0. Um die allgemeine Lösung V* zu erhalten, 

müssen wir V0 gleich einer willkürlichen Funktion der Konstanten oc{ annehmen und aus 

den Gleichungen 

(0 
KV-V0) „ d(V-V0)_ 

a«! ’ 0a2 ’ 0a 

1 Vorlesungen über Dynamik; nachgelassene Abhandlungen § 25, S. 410 ff. 
4* 
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und der Gleichung 

(2) V=f(xlt x2, ... x^; otj, a2, ... <xj 

die Größen a* eliminieren, so daß sich eine Gleichung 

(3) F(V*;x\,x2,...xf) = o 

zur Bestimmung von V* ergibt, die von der angenommenen willkürlichen Funktion V0 

abhängt. Für unsern Zweck wählen wir nach Jacobi: 

(4) V0 =f («!, a2, ... aß ; ax, a2, ... aj, 

wo das Funktionszeichen / durch Gleichung (2) definiert ist, und wo mit <z2, . . . a 
weitere unbestimmte Konstante bezeichnet sind. Es ist dann, wenn bi die gegebenen Ge- 

schwindigkeiten (im ursprünglichen dreidimensionalen Raume) für xi — bezeichnen. 

9 (V— VQ) dxi 9 (V- VQ) 

dt' da- is) 1 x, 

Dazu treten die Gleichungen: 

(6) 
dV 

* — d h' * T _ 

= —bv i= 1, 2,... [x. 

9 (y— VQ) 

dh ' 

so daß die Größen ai die Werte der xi zur Zeit t = T bezeichnen. In Versetze man xi durch 

at + (xt — ö4) und t durch T + (t — T) und entwickle nach Potenzen von xi — ai ; 

dabei kann (da V — V0 für xt = at verschwindet) kein konstantes Glied auftreten, so daß 

für t — T in der Tat xt = folgt. 

Zur Erläuterung betrachten wir den einfachen Fall der Fallgesetze. Für t = t0 soll 
dx dV 
—j— = »—verschwinden, es folgt also h = — U(oc), wenn x = a den Anfangswert für t = t0 
dt dx 
bezeichnet. Es sei U h — A (x — <x), h = — A<x, wo A eine Konstante bedeutet, also 

IdVy „ . . „ 2 dV 1 

\9 -ar/ (7) U + h, V=2
-YA (* —a)’\ t — t0=

dV 

dh y A 
Y x — a, 

dt 

dV ,  
2 w— = 2 J/A • j/* — a. 

Es soll jetzt für eine andere Zeit t = T eine andere Anfangslage (= d) und andere Anfangs- 

geschwindigkeit (b) eingeführt werden. Nach Obigem ist 

V-V«= -VA [(*—«) /— («—«)•/ ] 

(8) 
9F0 

= ^=j/A’j/ß — ai /—T = 
djV-Vo) 

d h 
[j/ —a— Y a — a] 

VÄ 

und zur Elimination von <x nach (1) 

d(v-v0) 
o oder: Yx—a—Va—« = o, 
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also x — a für t — T. Ferner aus der ersten Gleichung (8): a. = a • 
gesetzt in V: 

b2 A 1, und dies ein- 

V* = - Y A [x — a + b2 A- 1]v,
> 

dV* 
— YA yx—a-\-b2A~1, 

also 
dv* 

b für x = a, wie es sein soll. Aus der zweiten Gleichung (8) erhält man 

x = a 2b (t—T) + A (t—T)
2
, 

dx 
und hieraus: = 2b in Übereinstimmung mit der dritten Gleichung (6) § 6. 

dt 
Sollen die Gleichungen xi = oq die Anfangslage des Punktes x bezeichnen, so können 

in den Gleichungen (17) § 6 die Konstanten ß4 nicht willkürlich gewählt werden, denn für 
SV 

xt — oq sind O und der Differentialquotient ^ gleich Null, also auch ß4 = o. In diesem 

dV 
Falle werden also die Bahnkurven der n Weltkörper durch die Gleichungen «— = obe- 

0 OCj 

stimmt, indem man aus ihnen und der Gleichung (18) § 6 die Koordinaten^ als Funktionen 

von t bestimmt. Für n = 2 wird sich ein Zusammenfallen der beiden Körper nach endlicher 

Zeit ergeben. 

Führt man nicht neue Anfangslagen ai und Anfangsgeschwindigkeiten bi gemäß der 

Jacobischen Methode ein, sondern behält die in § 6 benutzten Größen oq bei und nimmt 

die ßj von Null verschieden an, so bezeichnen die Gleichungen xi = oq eine Lage 

der n Weltkörper, die zu keiner Zeit erreicht werden kann, da sie mit der An- 

nahme ßj =f= o nicht verträglich ist. 

§ 10. Verallgemeinerung. 

Abgesehen von §§7 und 8 wurde im Vorstehenden nur vorausgesetzt, daß für das be- 

trachtete Problem eine Kräftefunktion existiert; von besonderen Eigenschaften dieser 

Funktion wurde kein Gebrauch gemacht. Wenn sich die in der Einleitung erwähnten, 

verlorengegangenen Untersuchungen Dirichlets in der durch obige Entwicklungen 

vorgezeichneten Richtung bewegten, so wäre es möglich, daß seine Angabe betr. Auf- 

stellung einer „allgemeinen Methode zur Behandlung und Auflösung der Probleme der 

Mechanik“ sagen wollte, daß seine Untersuchungen über das Problem der n Körper für 

alle mechanischen Probleme Anwendung finden könnten, für die eine Kräftefunktion exi- 

stiert. In diesem Sinne hätten wir in Vorstehendem die Dirichletsehen Angaben be- 

stätigt gefunden. 

§ 11. Gewisse Schwierigkeiten bei Behandlung einfacher Beispiele. 

Bei den elementar bekannten Beispielen wird von der Green sehen Funktion kein Ge- 

brauch gemacht; deshalb ist ein Vergleich mit obigen Methoden nicht leicht durchzu- 

führen. Sei z. B. 

U = Mr-1 = M (** + x\ + xl)- 
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wo M eine Konstante bedeutet; es handle sich also um die Planetenbewegung. Aus (12) 
§ 4 ergibt sich : 

*1 

Vi = / [M (?î + 5Î + - v* + h\ d\x 

«1 

= h (x-y — ax)+ /!/• log *i + V"« + S + *ï 
'«i + ^ë+e+aï’ 

und entsprechend für U2 und U3; sodann nach (16), §4: 

1 il\ = l 
2 3 

 (x1 — ax)2 h + M 

*1 

/ log/*!- 
L a» J 

wenn mit Px das Argument des Logarithmus in der vorhergehenden Gleichung bezeichnet 
wird. Zufolge (14) § 4 hat man sodann: 

47*-auo = — f f ^11^2^3-/ f f 
— SG — a G 

0Q 
Um zur Darstellung der Geschwindigkeiten g-ÿr zu bilden, hat man die drei Funktionen 

dG 

a 5* 
nach Xi zu differenzieren, wo 

G = EES (— i)hl + h* + 

während Wdurch (15) § 4 gegeben wird. Nach der Hamiltonschen Theorie werden diese 
Geschwindigkeiten (vgl. die Jacobische Darstellung) bedeutend einfacher gewonnen; 

/ 9 Q\ 
die Hamiltonsche charakteristische Funktion V wird nach (16) § 6 aus („ „ ) durch 

\0-Xif X = x 
Integration gebildet. Es muß möglich sein, beide Lösungen aufeinander zurückzuführen. 
Bei der Willkürlichkeit, die in der Wahl der Lösung der Hamiltonschen Differential- 
gleichung liegt, ist es nicht zu verwundern, wenn die Zurückführung verschiedener Lö- 
sungen aufeinander Schwierigkeiten bereitet. 

Die gleiche Umständlichkeit ergibt sich schon in dem einfachen Falle, wenn man U 

= Konst. = U0 annimmt, wo sich die geradlinige Bewegung mit konstanter Geschwindig- 
keit ergeben muß. Hier wird: 

X, X1 

j&i = l
2f dxx f (U0 + h)dly = 1

6(C/0+A)(x1-ociy, 
“1 “1 

also: 

-4 7t Q (A) = J/K+Ä Oi — «1) // gjT d£2d£3 + O2 — «2) 

+ O3 — a3) 
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Wird eine Funktion F (X) durch die Gleichung 

X, 

-47zF(X) = f dl2 fjfdZs 

u, aJ 

definiert, so genügt dieselbe im Innern des Parallelepipedons der Gleichung A F = o, und 

an den Flächen Xx = xx bzw. Xx = ist sie gleich i 1, an den anderen Begrenzungs- 

flächen gleich Null. Differenziert man nach A^, so wird 

-4TC 

+ 0: 
'-*•>// d2G 

dl3dXx 
dh dl2 ! 

und dieser Ausdruck muß, wenn man alle Xt durch die entsprechenden xt ersetzt, die Ge- 
d x-t 

schwindigkeitskomponente ergeben, d. h. die eckige Klammer der letzten Gleichung 

muß dann gleich einer Konstanten werden. 

Nachträge. 

Zu S. 1X : 

Eigentlich müßte auch die Konvergenz der Reihe näher untersucht werden, bei der 

statt m\ das Produkt mx m2 im Zähler des allgemeinen Gliedes steht. Es ist leicht zu 

sehen, daß diese Untersuchung in gleicher Weise durchgeführt werden kann. 

0Q 
bzw. später nicht 

Zu S. 15, Gleichung (9), usf.: 

Hier und im folgenden ist der horizontale Strich über 

immer wiederholt. Um Mißverständnissen vorzubeugen, sei daran erinnert, daß an der 

Ebene L — xj zu nehmen ist , an der Ebene L = 09 dagegen = 
* ! dn \dlij£i=xi dn 

U>) , und in Gleichung (2) S. 19 bezieht sichauf alle Ebenen 1^=^, bzw. ^=00*, 
ai u fl 

die zum Element da* gehören. 

Zu S. 18, Gleichung (17a): 

Um das Zutreffende der hierzu gemachten Bemerkung zu erkennen, stellt man sich 

am einfachsten umgekehrt die Aufgabe, eine Potentialfunktion F (.X) zu bestimmen, die 

an der Ebene Xx = xx den Wert/ (X2, X3, . . . X,) annimmt, an allen anderen Begrenzungs- 

ebenen des Parallelepipedons aber den Wert Null. Eine solche Funktion ist offenbar: 

2 " 17z-F{X) = -j-J/(l2, Ç.,... ?„)• ^ dl2 dl 3 • •. dl,. 
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