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Kurvennetze und Laplacesche partielle Differential-
gleichungen.

Von A. Voss in Miinchen.

Vorgetragen in der Sitzung am 1. Mirz 1924,

Ein Kurvensystem, bei dem die rechtwinkeligen Koor-
dinaten z, y, z der Punkte auf einer Fliche Funktionen von zwei
unabhiingigen Variabeln u, v sind, kann durch die quadratische
Form des Liingenelementes ds?=c¢du® + 2fdudv + gd*v = A*dw?
+2A40Cdudy cosm -+ C2dv® definiert werden. Die Kurven wu
= koust, v = konst, sind dann Kurven eines im System ge-
withlten Netzes, und o ist der Winkel der Koordinatenlinien.
[st die Fliche von der Kriimmung Null, so fiihrt die Be-
stimmung der wesentlichen Koeffizienten A, € bei gegebenem o
auf eine Laplacesche Differentialgleichung von der Normalform

Zwo -+ Zua + Zob+ Ze = 0,

in der a, b, ¢ von u, » allein abhiingen, und die Indizes u, v
bei Z partielle Differentiationen bedeuten. Kann man diese Glei-
chung allgemein durch Quadraturen integrieren, so lassen sich
auch die z, y, z durch Quadraturen in «, » ausdriicken. Auf diesem
Wege lassen sich Netze gewinnen, die bei passend gewihltem o
weiteren Bedingungen geniigen konnen. Manche hierher gehirige
Beispiele sind lingst behandelt; man vergleiche nur die Unter-
suchungen iiber Trajektorien, isotherme Systeme und dahin ge-
horiges. Mit allgemeineren Ausdriicken fiir die 4 und C scheint
man sich indessen bisher nicht beschiiftigt zu haben. Vermdge
der Differentialgleichung fiir 7 ist aber die Méglichkeit vorhanden,
aus der mit willkiirlichen Funktionen von w, v behafteten
Losung Eigenschaften der Netze zu gewinnen, sobald eine der
Invarianten der Gleichung fir Z Null ist.



40 A. Voss

Ich beschrinke mich dabei zuniichst auf dic beiden ersten
Invarianten J; und J,, da die verwickelte Gestalt der hoheren
einfache Resultate, die auch geometrisch verwendbar sind, nicht
gleich zu versprechen scheint.

Trotzdem diirften die folgenden Bemerkungen nicht unge-
eignet erscheinen, neue Fragen und Gesichtspunkte in der Theorie
der Netze zu bilden. Der Kiirze halber untersuche ich nur ebene
Netze; die Ubertragung auf den Raum liegt ja auf der Hand.
Der Inhalt des folgenden zerfillt in zwei Teile; der erste betrifft
hauptsiichlich die Bestimmung der 4, €, wiihrend der zweite sich
mit der direkten Ermittelung der z, 4 mittelst der Gleichung
fiir Z beschiftigt.

Erster Teil
8 I. Die Laplacesche Gleichung.

Bekanntlich ist die einzige Beziehung zwischen den ¢, f, y
oder 4, C, o

3 (U, — A, cosw 3 (A, — C, cosw
qu Asinw v

) - wyy = 0Y).

Csinm
Schreitbt man sie in der Form

3 (Cu—d,cosw+po, Asinm) 3 (A,—Cycosor+qm, Csinm)
: + s =0
du Asinm v C sinm

mit zwei Konstanten p und ¢, deren Summe gleich Kins ist, so
hat man aus derselben fiir

1) 0 =@, —pwy, 1§ = qgu-tqo,
mit ¢ als einer willkiirlichen Funktion von w, v

( Cu-—4d,cos0 =8 Asinw,

<

2) | 4, Cucosw = —yCUsinw
oder auch

Y { Cusinm =684 3 C cosm,
2 Aysinm =64 cosw — Ol

1) In dieser Gestalt z. B. in Darboux, Théorie génirale des surtaces,
11, S. 382,
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Differentiiert man diese Grundgleichungen fir 4, ¢ (die
erste von 3) nach v, entfernt dann durch die zweite von 3) das 4,,
und endlich noch A aus der ersten von 3)), so wird, falls 6 40
vorausgesetzt wird

1) Cor+0Cy + 00, 4 ¢ =0,
In dieser Gleichung haben die «, 4, ¢ die Werte
0,

« == (m, — ) cotg m — (; .
4) b =y cotg w,

f,
— /; cotg oy 4+ b 4 1y cotg o — iy,

¢ und o sind dabei als willkiirliche Funktionen von wu, v an-
zusehen; o von 0 und 7 verschieden. A und € kann als positiv
angenommen werden, doch ist das unwesentlich?).

Die Gleichungen 1), welche noch eine willkiirliche Konstante
enthalten, kann man vereinfachen. Setzt man

b= (p+om)—o(p+ o),

4=+ 00k + oulg — o)
und wihlt die Konstante ¢ so, dab p 4+ 0 = ¢— o0, so wird
pto=gqg—o=1%, ¢4 ocm geht in ¢, iiber. Schreiht man
im folgenden statt ¢, wieder ¢, so hat man an Stelle von 1)
5) =@, —Lw,, y=gp,+ %o,

Aunstatt ¢, @ kann man anch 6, y willkiirlich annehmen,
denn man hat auch umgekehrt

p—Lw= J bdv + U,

o +3o={ydu-t V.
8, ij, o sind aber nicht voneinander unabhiingig. Die Trans-
formation 5) ist zwar allgemein; wenn aber im einzelnen Falle

@ == konst gewiihlt ist, bleibt sie nicht so ausfithrbar, daB nach der-
selben ¢, wieder konstant bleibt; dies ist gelegentlich zu beachten?).

1) Alle Stellen, wo sinw = 0, 1-+cos @ = 0 sind daher, ebenso wie
auch 4 oder (' gleich Null, im folgenden immer als singuliire ausgeschlossen.
%) Vgl. die Bemerkungen in § IX.
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§ Il. Die Invarianten J, und J,.
Bekanntlich ist

_.° o _° et
J, _é_i(Lb)—i_“[' ¢, J2—9” (La) + ab—c?).

Aus den Werten von «, b, ¢ des § 1, 4) erhiilt man

(w, — H)
i

b —¢ = —
S111° )

— 1, cotg w

und darnach wird
1) Jy = —(y0):sin* w.

Etwas weitlidufiger ist J,; man erhiilt

Dy (Dy 3 (0, oM
J, = oy cotgm — "0 — = —f, cotgw + 6
2 weEe sinfmw  du \# u cotg ® sin? o
wy, — 0
2) + (@—6 s cOtg @

sin? w
Statt der Gleichung fiir € hitte man auch die lir 4 be-
nutzen konnen. Sie entsteht, wie man aus den Gleichungen 2)

des § I sieht, durch gleichzeitige Vertauschung von » und v, von
6 mit —, von 4 und C, so dafi

Auy + 4, ((co” + 1) cotg 0 — ”“) — A, ¥ cotg w
"

+ A (6 ('1’;‘ — ()v) cotgw 4 0 (y + v, ) = 0.

Ist ' gefunden, so folgt 4 aus § I, 3) und muB dann auch
der zweiten Gleichung in § I, 2) gentigen. Um dies, falls es viel-
leicht bezweifelt werden konnte, weil Gleichung I des § 1 nicht
durch Differentiation von 2) und 3) in §T entspringt, beachte
man zunichst, daB die Gleichungen 2) und 3) dort vollig dqui-
valent sind, also

2a) O, — Aycosm =0 Asinw, 3a) Cysinm =04 —nCcosm,
2b) A,— Cycosm = —yUsinmw, 3b) d,sinmw =64 cosw — 5
lauten, wihrend die Gleichung I des § 1 aus 3a) und 2b) folgt.
Setzt man aber die mit sin @ multiplizierte 2b) in 3b) ein, welches
fiir einen Augenblick 4,sinw =64 cosw — 5 4 X heifie, so

1) Statt des log nat s soll immer .. geschrieben werden.
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folgt aus der ldentitit 3a) sofort X = 0, so da nun auch 2a)
und 2b) erfilllt sind. Es ist daher iberflissig, dies mit Hilfe
des Wertes von A, was oft weitliufig wird, noch besonders nach-
zuweisen, -

Die Invariante ./, ist symmetrisch in % und 8, sie bildet
iberhaupt einen einfachen Fall. Dagegen sind bei der vorhin
angegebenen Vertauschung die Werte der J, verschieden, und
mogen gelegentlich als J,, J&* bezeichnet werden, so dali man
etwa zur Losung ‘die geeignete Form wiithlen kann.

Sind endlich # und 5 beide Null, so hat man aus §1, 3)
C=V'4=1U". Nun wird

dst = (U'dw)?* + (V'dv)* 4+ 2duU'dv V' cosm
durch Einfithrung neuer Variabeln u,, v, also auch
ds? = dui 4+ dvi + 2du, dv, cosw.

My, Wy

Aus ¢,y — ' =0, @u + 9 - - 0 folgt jetzt

m=V —-U, 2p=U 4V,
so dafi nun
ds? = du? + dv* + 2dudvcos(V—U)

gesetzt werden kann. Um die zugehdrigen Werte von x, y fiir
dieses Liingenelement zu finden, setze man

To = cos D, z, = cos V,

Yo =sin P, y, =smnVY.

Die Integrabilitiit dieser Gleichungen verlangt aber
Dysin @ = VysinW, D,cosD = ¥, cos ¥,
also sin (¥ — @) = 0, oder nach AusschlieBung des trivialen
Falles W = &,
P=U, VY=V, cosow=V-—U,

wo jetzt U, V' wie iiberall im folgenden, willkiirliche Funktionen

der einzelnen Argumente u, v sind; demnach wird

= [ cos du+ f cos Vdv, y= fsin Udwu+ § sin Vde.

1) Obere Indizes-Striche bei willkiirlichen Funktionen einer Variablen

dV
= . ete

o

bedeuten im folgenden iwmer Differentialquotienten, V'
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§ lil. Die Kriimmungsradien der Netzkurven.
Nach den O. Bounetschen Formeln sind die geodiitischen
_— I .
Kriimmungen . der Kurven # = konst, v = konst?), in der
[T

Ebene also ihre Krimmungsradien g¢,, o, gegeben durch

Veg—f:  a( f 3 o, Veg—f* _a( [ 9
Lt dief R ( )_3“(1,',,), : ( )rf-a,/.d é),

Oy -1 ]/ q 0, e aft ]/ ¢
so dal
ACsinw 3 3¢ .
l oA 9 (A4 cos m) — i A, cosw—C,—Asinwow,,
Oy ) [
1) b
AC s ¢ 2 oA .
I T au (C cosw) — e (ycosmw—A,—Csinwm,.
9y 4

Setzt man nach § I, 2) fiir die rechten Seiten von 1) die
hetreffenden Werte ein, so erhiilt man die durch Einfachheit aus-
gezeichneten Formeln

1 0+ o) 1 N — Wy
5] R ESLA =
—') Q" U 9 Qu + A )

die fiir jedes Netz auf einer abwickelbaren Fliche gelten und im
folgenden oft zur Verwendung kommien.

Kurvennetze fiir die ¢ 4+ w, =10, y — w, =0 bestelen
also aus geraden Linien, analog ist es, wenn nur eine dieser
Bedingungen erfillt ist.

Kurvennetze, fiir die 4 = (' ist, sollen im folgenden als
rhombische Netze bezeichnet werden. Die Kurven des Netzes
zerlegen dann die Ebene (resp. Fliche) in infinitesimale
Rhomben und man hat nach 2) dann

0y 2 m\ 2 0
o o 81)(([)—*— 2)'31( ((/ o 2)’

fiir ¢ = konst, insbesondere

0, Wy
Ou Dy

1 . ¢ sind hier nicht Differentiations-Indizes, entgegen der frither
testgesetzten Bezeichnung.
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§ IV. Die Invarianten o/, und J/,.

Ist J, == 0, also 5 = 0, so hat man nach §1I
t

("nr + (J'n (U)r 0) COtg ) — 7 = 01

withrend aus i = 0 jetzt 6 == V' — w, folgt. Ks wird also

[ (12 pj feotgordy ) IJQ cfl"(-utgmlllr
sinw sin® m ’

1) ('u =

Man erhilt daher
f V/cotgwdy
Use

A= -
Sin
6 U, ¥ cotgem d s
()::J‘ _';,'2 0f L(tp"ltdtl-*— ,"21).
sim- o)

Die Invariante ./, kann allgemein durch Quadratur nicht
gleich Null gemacht werden. Indessen kann man doch mehrere
Fille angeben, in denen die in der Form von J, liegenden Schwierig-
keiten (., == 0 ist eine Amperesche Gleichung, die nur bei be-
stimmt gewiihltem cos w direkt angebbare Charakteristiken hat),
nicht auftreten.

Als ein einfacher Fall bietet sich zuniichst

6=V, »n=10
dar. Dann ist aber
U+ v,—v—u,
U+V,+V+U.

I

a)

2

I

q

Es wird damn

sinfwd,=U;(Vi—2V".

Ist nun Uj == 0, so ist w, = U’ = j;; die eine Schar des
Netzes v = konst ist geradlinig, wihrend fiir die andere 6 4+ w,
= V1 im allgemeinen von Null verschieden bleibt. Ist dagegen

1—2V' =10, so sind beide Scharen des Netzes gelriimmt,

=

) Teh unterlasse es, spezielle Formen zu betrachten, bel denen sich
die Integrale weiter ausfithren lassen. Auch fiir die Bestimmung der @ y
ist hier nur in einzelnen Fiillen Platz vorhanden, doch wird man im fol-
genden mehrere charakteristische Beispiele finden.
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denn # 4+ 0, = 2V"'4£0. Ist endlich /1=20"' Vy=2U",
so sind die beiden (im allgemeinen verschiedenen Formen von
Js und J.") gleich, so da 4 und € durch Ausdriicke gleicher
(testalt, aber mit verschiedenen willkiirlichen Funktionen bestimmt
sind; alle Kurven des Netzes sind gekriimmt.

Man kann auch U und V7 als konstant annehmen; diese
Annahme ist hier nicht weiter verfolgt, da sie mir, abgesehen
von speziellen Fillen, nicht zu besonders beachtenswerten Resul-
taten zu fiihven schien.

Ist o/, iiberhaupt gleich Null, also Vi —2V' =0, m =/
— U, 4V, so wird aus der Gleichung fir ¢/ in §1 nach 4)

'I'u . Jit 7
Coe — C, i + C, U cotg » — C U Vo cotg m = 0
3 , = o’
oder L{C,—C )= — [""cotgm,
du & :
|4k )
A = i R Ll

so daf endlich
(/v - l'/ ( ‘I :/,2‘ ‘,~/1" cotgmdu (/(/' + 7/72)

wird, woraus dann auch A zu entnehmen ist.

Es scheint aber bemerkenswert, dat ./, schon Null ist, wenn
)y == my, also die Netzkurven v == konst Gerade sind. Allerdings
ist das ein Fall, der in rechtwinkeligen Koordinaten durch Glei-
chungen von der FormzV, +yV,+ V, =0, I'(x, y, v, v) = 0
gegeben wird; aber fiir A und C ergeben sich dann keine iiber-

sichtlichen Werte. Ist nun # = m,, so folgt ¢ — U)) =V und
daraus 0 = ¢, — (;“ = V'. Die Gleichung fiir C wird jetzt

If“
Cuo + Cy ((ml. — V" cotg an — l")
7ii

+ O, oy cotgm+ (,'(f Du cotg w —+ w, V' '+, cotg m —m, m,) =

und

My 1y Viw, V'w, N — e
— ), cotg a : =0,

J, = w,, cotom - =
¢ ° sin® m

sin“m  sin®m sin®om
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Man erhiilt so
8 Vll
I L [(/'., + C ((m,, — Y cotg oy — e )} == -y cotg m,
SIN M — [ Voot d [ Veotgmdr .
also O e S lreteendy f Vye ) dv 4 U,.
V 2
Dabei ist @ noch eine willkiirliche Funktion von wu, », so dak

hei den Integrationen, welche in Bezug auf partielle Differentiale
du, dv auszufithren sind, die angegebenen Reduktionen eintreten.

§ V. Isogonale Netzkurven.

Ist o eine Konstante, so wird # = ¢,, y = ¢, also
Cuv— C, ((/ v cotg o f ”’) + Cygpucotgw 4+ Ce = 0.

Ist nun -/, = 0, so erhiilt man, da jetzt ¢ = V sein muB:

3 . . Vu

T Ly = V'cotgm 4 e

oder C,= U, V'eTote~, also

1 (= f U Vievetewdy + V,, A= U,e'8“sinw:

wo wieder U,, V, willkiirliche Funktionen sind. Fiihrt man an
Stelle von /,du eine neue Variable du, ein, so hat man aus 1)

[ 74, Veotga
C=u, Vieleotgw LV,

)
) A= UeVetesinm,

Zur Bestimmung von ®x, y setze man wieder
e Zuy = A cos P;  y,, = Asin D,
) 2y = CcosV; y, = CsimP,
wobel nun =¥ —@

sein muB.  Der Kiirze halber sollen die Gleichungen 3) nur fiir
den Fall &) = =/2 integriert werden, der allgemeine Fall unter-
scheidet sich nur durch grotere Weitliufigkeit. Man hat dann aus 3)
1 &y, = U,cos P, x, = (u, V'~ V,)cos
D Yoy = Uysin®, y, = (V' V)sin¥,

V= &+ af2.
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Die Integrabilitiitsbedingungen von 4) geben jetzt (I, =1

gesetzt): _ i ¢ Dy, = — sin@V' —cos @D, (u, V' + V)
+cosPP, = + cosP V' —sin @D, (u, 17"+ V)
oder b=V, @,=0.

Die beiden Ausdriicke
= fcos Vidu, — § (u, V' + V,) sin V dw,
= f sin Vdu, -+ j (u, V' 4+ V,) cos Vide
sind in der Tat total integrierbar und liefern
6) X = u, cos V — ) V,sinVduv,
) 3
y=u sinV 4 § V,cos Vde.
Bei konstantem v wird also
sin Vx + f V,sin Vidv) = cos V{y ——j\ V,cos Vdr),
man erhiillt also geradlinige Kurven des Netzes fiir v = konst,
welche nicht durch einen Punkt gehen. Die Kritmmungsradien
der Kurven u == konst werden dagegen
1 .
’Ju._ w, V' 4 V,
Die Invariante J, wird fiir ein isogonales Netz gleich
Null, wenn

> 3 (g )
‘) (/“’> —+ )'I)"v cotu m—{— /.u:/l = (),

au Gy sim= o

Da durch Quadratur keine Lisung dieser Gleichung bekannt
ist, sei zur Liosung derselben ¢ = f(u 4 v), u 4 v == s voraus-

gesetzt. Fiir 2 = f* = ¢ hat man dann aus 7)
d [d ! di e-~
¢ coty @ = 0.
ds (ds) + 2t cotg ds Ry sin® o

Wird I zur unabhiingigen Variablen gemacht, so erhiilt man

d?s ds e [fds\?
U ) oo — ()
41"+“ <’{:> cnfr(;—{—sm_m <(/:>

ds D e . .
oder fiir =9 die Differentialgleichung erster Ordnung
o X e
+ 2 a? cote m = 0.

de sin? (u
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Liefe sich diese schon tiber den Typus der Riccatischen
Gleichungen hinausgehende Gleichung lésen, so hiitte man o = @ (0),
also auch ¢ == ¥(s), endlich aus ' = ¢”®), f— {¢"® ds + Konst,
und hierin mag man den Grund erblicken, weshalb so wenige
von willkiirlichen Funktionen abhiingige isogonale Systeme ge-
liufig sind.

8 VI. Rhombische Netze mit konstantem Koordinatenwinkel.

Unter der Voraussetzung 4 = € hat man
1 C B —ycoso C, __ Beosm —y
C sin o T sin o

also die Bedingung

7w cos m
/i,.—)/,,cosu)—}——./ e B, . —
. sin sin @
,))
-
oM cos m
=60,co0500 — 0 —— — i+ yw,——,
sin o sin o

deren beide Seiten durch die angegebenen Vertauschungen inein-
ander {ibergehen. HKs ist das aber nicht etwa eine lineare Dif-
ferentialgleichung fiir 6, 4, da, wie schon bemerkt, 6, » und o
),
R

nicht voneinander unabhiingig sind. Man muf daher § = ¢, -

o) i . ) .
= .+ ‘)-" setzen und erhilt so eine Amperesche Gleichung

fiir ¢, wenn w als gegebene Funktion von w, v betrachtet werden
soll. Setzt man zuniichst @ als konstant voraus, so hat man aus 2)

Fry — 2 7wy COS D + Pwn = 0
mit der allgemeinen Lisung fiir ¢

3) g o= I+t eoiv) + Fu4e v,
wobei der Strich bei 77 die durch den Ubergang der komplexen
Konstanten in ' in ihre konjugierten Werte entstandene Funk-

tion ist, da wu, v als reelle Variable!) anzusehen sind. Man erhilt
dann aus 1) die Lisung

) An der an und fiir sich gar nicht gebotenen Beschriinkung auf
reelle Verhiltnisse ist hier iberall festgehalten: in Riicksicht auf den
geometrischen Zweck dieses Versuches schien dies das natiirlichste.

Sitznngsh. 4. math.-naturw, Abt, Jahre, 1924, 4
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4) L(O)y=i(}'—T) oder C = "= 1,
also das Liingenelement
ds? = C#(du? + dv? + 2du dvéos m).

Um jetzt z, y in mdoglichst iibersichtlicher Form zu er-
halten, setze man wieder

5 2, = Ccos®, y,=Csin®d
a) s . ;o W — b=,
r, = CcosW, y, = CsinY
also 3 .
(LOY =&, —cosw Py :sinm,
2
2 .., :
. (L) =rcosw® — D, :smam,
v
wobel W, =4o,, W =d,

zu setzen 1st.

Dies sind aber gerade wieder die Gleichungen 1), wenn
D=q¢, V= ¢+ o gesetzt wird, wie eine unmittelhare Ver-
gleichung zeigt.

Man hat also jetzt aus 5)
Ty + iy = C(cos g 4+ ising),
£y + by, = C(cos(p + ) + isin(y + m))
und hieraus
dx -+iy) = Ce'r (du 4 e dv),

oder dx —iy) = Ce " (du+e *dr)

6) ds? = C*(du* 4 dv® 4+ 2dudvcosm) und
7) (4 yi) = [ e’ F=Freiv (du 4 eiodv).

wobel ¢ = F'+ I zu setzen ist.

Es hat sich darnach der Satz ergeben:

Zerlegt man das Integral in 7) in seinen reellen
und imagindren Bestandteil, so ergeben sich aus 7) die
rechtwinkligen Koordinaten x, y.

Man kann iibrigens sofort ganz spezielle Netze angeben,
welche aus parallelen geraden Linten bestehen und rhombisch mit
konstantem Koordinatenwinkel sind.  Kin solches ist z. B.
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x
Y
mit dem Liingenelemente

ds? = du*

v sin

u - v cos o

4+ dv* 4+ 2dudvcosm,

(V]

U ==

welches fiir (u 4 v) cos ’g 1 (0 — v)sin 9 ,
die isotherme Gestalt ds* = dui -+ dvi annimmt. Indem man
dann die bekannte komplexe Transformation wu, - iv, = I (u,
-+ iv,) anwendet, erhilt man den Zugang zu rhombisch isothermen
Netzen mit dem Winkel o, die man wieder entsprechend zu trans-
formieren hat. Doch sind dazu weniger iibersichtliche Elimina-
tionen erforderlich, so dal3 die Gleichung 7) wohl vorzuziehen
ist. Von einem gewissen Interesse scheint es hier zu sein, daB
die Funktion f(u 4 e*~v) als Verallgemeinerung der Funktion
f(u - iv) auftritt, weleche den rhombischen Teilungen mit dem
Winkel o Sie hat aber ganz andere
Kigenschatten, auf die hier hingewiesen sein moge, da sie bisher,
soviel mir bekannt, keine Erwiilmung gefunden haben.

Wenn flu+eimy)y=P+iQ

gesetzt und die Ableitung nach dem Argumente u 4 ¢' ¢ mit
einem oberen Strich bezeichnet wird, daber zugleich auch die
Buchstaben ¢/ und S filr einen Augenblick der Kiirze halber
cos m und sin o bedeuten, so hat man

flr= P+ iQu e¢f =P, +iQ,.
(Pu4iQ)e™ = P+ iQ,,
(1111 —1 Q”) (G o = 1)1- = (L)'?'

a/2 zu Grunde liegt.

also auch

Q) P.C—Q.S=D,.
PuS 4 Q! = (..
Aus 8) folgt
9) P4 Q= Pr 4 Qi
Differentiiert man 8) nach u, », so hat man
10) a) Doyl — QuuS = Py,

b) PuiC — @QuoS = Pyy;

4*
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4]
©o

11) "l) ])uuS '* (\)un = (l)uu-
‘ by I, C —+ (()u O = (l)rr~

Bildet man die Summe der Quadrate aus 10a) und 114a) ete.,
so hat man

12) Pio 4+ @3, = Pi, -+ @, = P+ Q6.
Wird der gemeinsame Wert der drei Ausdriicke in 12) mit
A bezeichnet, so erhilt man durch Auflssung von 10) und 11):
Cid= P, Pout Qui Qun,
St=Qu,Puw— Pu.u.,
Cd =P,y Pyy+ Qo Quv,
Sd = @, Py, — P, Q.
hieraus folgt
13) PooPuiw+ Quoun = Py Do + {‘)" G
Quv Puvw— Puv Quu = Qoo Puv — P 0, also
1) 1)“(,1)" w— P == Oy (o — Q).
‘ Qus(Pun + Po) = Py (U + @),
so dafi auch
15) P — P = QL — Q.
AuBer diesen Identitiiten kann man noch andere, aber von
ihnen nicht verschiedene herleiten. Ist nun das Netz rhombisch
und orthogonal, so ist ¢ = 0, S =1, also jetzt

PP+ @Quy @ = 0,
1)"V 1)“1 + (l!n v Qr ;= 0,

also auch  Pu, (Puw -+ o) + Qo (Quu -+ Qi) = 0.
Aus der zweiten Gleichung 14) hat man aber
Qv (Puw =+ Po) — P (Qu + Q) = 0
und erst jetzt folgen die tiir komplexe Variable charakteristischen
Gleichungen Puw - Pov = Quu + Qur — 0,

deren Ableitung aus den allgemeinen Kigenschaften der Funktion
[+ ef~v) allerdings unerwartet umstiindlich erscheinen mag.
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§ VIL Isogonale Netze mit Kriimmungsradien im Verhiltnisse 4 : — a.

Aus den Gleichungen des § II
1 0+ w, Iy — w,

Oy ) C o, A
wird fir die Forderung
Oy = — Ltt, 0, = L,

1 C=ual(h+ w,), A=0bi() — mw,
und aus den Gleichungen des § I fiir konstantes o erhidlt man
jetzt, weil nach 1)

Co=a@@,/.+ 0i), A, =b(yi+ ),

a(B, i+ 04) =302 —acosm):sinwm,

Qs i) = yfi(beosmw — a):sinw oder

O | Fu b .
-+ = — ¢0s ¢ |:sinm
R o T "\ ‘ "
2) 7y i a\ .
+ . =6 cosw — SRR
Y / b

Hier ist 4 die einzige unbekannte Funktion, da 6 = ¢,
i) = @u bhel konstantem « zu setzen ist. Die geforderte Existenz
von / liefert nach 2) die Gleichung

o (6, 3 [y
dv\ 0 ou \ y

. a6 « .
= — cosm ) :sinw — €OS 1 — isino.
2v\a du b

Diese Gleichung nimmt aber durch Eintragen von # und y
die Form an

o? (1 h @
4 L v\ _ - so):sinon
) duav <(/u> ‘7"v<“+ 7 2cosu> sin ¢

und das ist eine Differentialgleichung fiir ¢ allein, deren allge-
meines Integral ist

Gy ,

5) L(Iv)ﬁz«]ﬁ—V—U,
T'u

wenn noch
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b « .
x = +  —2cosm]:isinw
a b
gesetzt wird, Setzt man endlich

(/"l,
URY

—.eZheke="Y

und ¢'dv =23v, c"3u=23u,,
so hat man die lineare Differentialgleichung

g d¢
R B

vy, du,
deren allgemeines Integral aus den beiden Integralgleichungen

2 o a 3 — 3

u, + v, e = I'(c,), ¢ =r¢
durch
. P - i
6) u, + v, e = 1I"(p)
gegeben ist, wobei I eine willkiirliche Funktion bedeutet. Aus
6) kann man, eventuell bei geeigneter Annahme von I ¢ als
Funktion von u, v und » entnehmen. Man kann z. B., um nur
die einfachsten Fiille zu erwithnen, I" = aq + 3, I'=e*7 - fi ete.
nehmen, doch ist hier nicht der Ort, um das weiter auszufiihren.
Ist so ¢ bestimmt, so erhiilt man aus 2) die Unbekannte 2, und

v ) )

endlich aus 1) auch ¢ und A. Ganz einfache Beispiele dafiir
werden iibrigens noch an einer anderen Stelle gegeben?).

8 VHI. Orthogonale Netzkurven.

Da die Bestimmung isogonaler Netze im § V abgesehen vom
Falle J, == 0 auf groBere Schwierigkeiten getiithrt hat, sei noch
die Voraussetzung orthogonaler Kurven gemacht, oder o = /2.
Nach § 1 hat man dann

(J’u = 4 Py
flu el (/’(/'uv
also
) Pvv .
1) (1’1” ST (/'u (’/T' '+_ C Pu Py — 0.

) Vel §1X, S. 64
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Die Invariante J, ist Null, wenn ¢ nur Funktion von v ist;

es wird dann, wie schon vorhin bemerkt, 4 = U/,, (/== j U Vidu
+ V,. J, wird gleich Null, wenn
2 (e 0
) 2 =
au\ ¢, + Puy

ist. Da ein allgemeines Integral dieser jetzt noch willkiirlich ge-
hliehenen Funktion ¢ nicht bekannt ist durch Quadratur, so werde

=fw+v), u-+t+ov=st
gesetzt.  Man erhiilt jetzt fiir ¢ = ¢ = f"

) o=

as\f'
oder fir ff=r
2) 71 : <]> G+ IF =0
mit dem Integrale
3) <1 ) 4+ F? = k2
wo & eine notwendiger Weise reelle Konstante. Es wird demnach
9 I 2k

eks + ¢ — ks

und nach 1)

B oG-

2
also: (A== 1[; =V, und
: C
= [ Al 2 AL
5) (,—I(Lfrdv—}—b,), A==

4 — ](led;,)}—[]) §7, d”+U

und es liBt sich auch durch direkte Rechnung verifizieren, daf
1) Dieser I'all lifit sich auch behandeln, wenn man ¢ = {4+ v)Fav
setzt. Vgl auch § X, 3. 67,
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’1,'1 i ‘ I'f., ; B L
;1, :<];'> <J 15(1(1—}»—[2)_—_*-11(7.

wird. Aus 4 und C sind wieder # und y durch Quadratur zu
entnehmen, doch mag diese schon mehrfach wiederholte Rechnung,
die auch nicht ganz einfach ausfiillt, iibergangen werden. In dem
speziellen Falle, wo V, gleich einer Konstanten v,, U, — 0 ge-
nommen wird, findet man als Werte der Kriimmungsradien

1 I’ o
Qu_—(,’ ’Jl_—_"{;,
da 4 = L wird
](. (el;s + 0—1:5) :
Die Kurven » = konst. des Netzes sind also Kreise von

konstantem Radius, endlich ist

(,I:a —— ,,~l.'s
Oy =— == WUgil= 9 J:2 .
o~ v

Es ist aber zu hemerken, daf die Gleichung 1) noch eine
andere Losung fiir C liefern kann, die allerdings keme willkiir-
lichen Funktionen U/, V" mehr enthilt, wenn man

C=Fu+v), pg=fu+r), u++r:=s
setzt. Man findet jetzt die Gleichung

f‘“
]’1“ _ ,Z’” f’ + Fflz o “

oder .

1’,11 8 14‘1 .
[0 — ()
o aalp) 78

mit der Losung

Fr\? .
N+ =,
(ﬂ>+

deren Integral I = k sin f ist, und der zugehsrige Wert von A
wird dann % cosf, wobel ¢ = [ ist. Das Liingenelement ist jetat
6) ds? = [* (cos? fdu® 4 sin? fdv?),

wobel /"= ¢ noch eine willkiirliche Funktion von s bleibt. Um
nun die Werte der Koordinaten x, y zu finden, setze man, den
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Werten von A und (' gemi, die ersichtlich einer Fliche von
der Kriimmung Null entsprechen, nach 6)
[ L, == €OS @ COS/Z, &L, == sin ¢ cos i,
" | yu == cosp sinl, y, = sing sin .
Damit die Orthogonalititshedingung erfiillt sei, hat man
LuZe 4 Yulfy = cos ¢ sin ¢ (cos 2 cos s -+ sin Z sin g)
zu setzen, es ist also Z— g = z/2. Man hat daher aus 7)
Ly = — CcOS@sin i, &, = SN @ oS i,
Yu = COS @ €OS ¢, Yo == SIn @ sin g,
Jetzt liefern die Integrabilititsbedingungen
sin @ sin 1 (@' + 11,) — cos @ cos p (@' 4 11,) = 0,
sin ¢ cos ge (@' 4 1) + cos g sin e (' 4= 1) = 0,
also, wenn ¢ willkiirlich bleiben soll, was ja in der Natur der
Aufgabe liegb 1 o cos g (sin® i + cos? 1) = 0.

Es bleibt daher jetzt

gl = — i, @ = -—n,oder g = —u

und es wird

Xy == cos @ sing, &, == SN @ CoS ¢,

Yo = sing cos ¢, Y, = —sin¢ sin ¢
und endlich hat man die totalen Differentialformeln:

2= {cosqgsing(du-+de)y, y—=1{(cos?q du—sin2qdv).

§ IX. Geradlinige rhombische Netzkurven.

Die einfachsten rhombischen Netze sind wohl diejenigen,
die nur von geraden Linien gebildet werden. Ich gebe hier
ein ganz einfaches Beispiel, das mich iiberhaupt zu einer weiteren
Untersuchung solcher Netze veranlafte.

Wenn die Kurven des Netzes aus zwei Strahlenbiischeln
bestehen, die von den Punkten + @, 0; — a, 0 des rechtwink-
ligen Systems der x und y auslaufen, so sind in

y=@+af, y-—=@-—ayq
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f und ¢ Funktionen von w« und v respektive allein. Man hat dann

1) s olf+a) o 2afq

p—f "’ o —f

also
Ly 2fq T, 2fq"
— o 1 - a
%) @ P a p
Yo 2f'9* oy 29'f°
a  p P
po=p—Ff

Soll eine rhombische Teilung entstehen, so muB
F20 0 = o (1
sein. Das ist aber nur méglich, wenn

i

‘2 ;
3) f _ 7 — ]2

rEr et

wo k eine reelle onstante ist. Man erhiilt aus 3)

<) )
4 :_.(,I;zc __ﬁ—lxu’ p— i('(””v———-lj—k'j_
f 9 ‘
doch geniigt es, das -+ Zeichen zu benutzen. Man hat also aus 1)
x Ck"' _(5—kv+eku__(l, ko
pe — cku — (,—_k-u _(eiy . e_kl)ﬁ
4)
¥y o 4
a — f?k" — kau ; (ﬂku Pl (,—kr)'
Fir e*¥" == u,, e** —= v, entsteht also
r (v, +w) (v, —1)
a  (—o, 4+ u) (0, +1)
y 4u,v,
a (—uv,+u) @e, +1)

Diese Kurven sind aber Kegelschnitte des Systems,
wenn man
v, = ku, oder wyu, =1k
setzt; sie werden zu rationalen Kurven dritter Ordnung, wenn
z. B. w, 4+ v, = konst. ist.
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Nach diesem einfachen Beispiele betrachten wir die allge-
meine rhombische Teilung durch gerade Linien. Ks ist

dann 6 = — m,, y = w, zu setzen, also auch
5) o=U+V, 2=U—V
' (0, + 1y COS ) (@ ), COS () —+ (i,
und  — 0= £ e B = -
G sin o & sin

woraus fiir « die Bedingung folgt:

COS COS

¢

6) Dy —— M — = Wy — Wy ——
s s

deren allgemeines Integral
7) ~ (tg a) — flu+0) 4+ I —0)
sich aus 6) ergibt, sowie dieselbe durch Division mit sin o auf

die Form 5 Lt 5 L
[, to — Lo
3 v 2ED du* 242

gebracht wird. Die Gleichung 6) ist zuniichst sicher erfiillt, wenn
m  selbst eine Funktion von wu -+ o, also "= u, V=10 ist.
Dann hat man aus 5)

)
cos
(1 4 cosm 3 2 o)
—d L == Lo ——) (du 4+ dvy=2 ,od ,
sin .o 2
. 1 N
so daB - 2
LW k
Csin® = firk=11m
2 2

1
(' =
) 1 — cos (1 + 1)

ibergeht. Um in diesem speziellen Falle die Koordinaten 2, y
zu erhalten, ist jetzt zu setzen

9) Zy == C cos D, y, == C sin P,

' Zy == CcosV, y, = Csin?,

Vb cutv, V=0, %1, ¥ =P +1,
b b v H

da ja x.0, +F yuy = Creos (VW — ) == ("2 cos w sein mub.
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Aus 9) ergeben sich die Integrabilititsbedingungen

A (' .
(,‘ cos P —sin DD, == U” cos ¥ — sin W'Y/,
C C
S "
(,‘~sm D + cos DD, —= (,‘ sin ¥ + cos W,
woraus durch Multiplikation mit —sin @, cos @ und —sin ¥,

cos ¥ und jedesmalige Addition
CY
b, = (," sin (w4 ) + Wy cos (w4 v),

1

o, .
— (,' sin(w + v) + P, cos (u + r) = Y,

folgt. Diese Gleichungen sind identisch erfiillt, wenn @ = — 1,
Y = u gesetzt wird, wie aus den Werten von (/ in 5) sofort zu
ersehen ist. Man erhilt also

= §Ccosvdu §Ccosudr,

y-- — {Csinvdu+ [ Csinudr;
dx, dy sind dann totale Differentiale, was man ibrigens auch
durch die Gleichungen

aCcosv 3 cosu

k)

v Q2u
3 sinv 3 sin u
v du

bestitigen kann. Man erhidlt nun auch z und y selbst in der

Gestalt w—v . u-to
—x=cos . :sin ,
2 2
L uw—v . utv
— = sin I sin +
2 2

und bestitigt so die Richtigkeit der Gleichungen
dz = ducosv+ dvsinu: 1 — cos (i 4 v),
dy = —dusinv + dvsinu: 1 —- cos(u - v).
Aus diesen folgt endlich durch Multiplikation und Addition
— zsinu 4+ ycosu == 1,
zsinv 4 ycosv = — 1
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und dies sind die Geraden, welche zum cosinus des Win-
kels cos (v 4+ u) == cos » haben. Ks sind das aher gerade
Linien, welche den Kreis mit dem Radius 1 (weil & =1
genommen wurde) berithren. Dies ist ein zweites einfaches
Beispiel; es soll jetzt zur allgemeinen Auflosung der Aufgabe
iibergegangen werden. Die Gleichung 7), dic man bequemer wieder
durch 6) ersetzt, nimmt, wenn (in w = U4 V) — V fiir V gesetut
wird, die Gestalt an

[ Ut V" = (U2 — V' eotg(U—V)

Ue—y'
oder arctg | - — e =U—=V.

l g < Uu + Vll) ~
Eine Losung der Gleichung 6) ist allerdings unmittelbar
zu sehen. Sie besteht darin, dafk man U = konst, noch ein-
facher {7 == 0 setzt. Es ergibt sich dann aus 6)

10)

w, =k sin .

Die Koordinaten z, y lassen sich durch dieselbe Methode
wie vorhin bestimmen. Man findet so

S 1 e cos
e - ,
ke SN
11) — L
et
I = .
: k
In der Tat wird jetzt
coSs M
Ly = ¢ ku,:_ , !/u——'———'e_k“,
sin o
ku
e W,
by e — - Y, == O.
! E osntw’ U
Darnach wird
2% e—‘lku

s 5 - 4
Ty 4‘ !/l_s = 15 = = 5
sSme o

oty =G =

sinw
also I/ = . Da auch
Ly &y = Yu Yo
VEG
wird, so sind alle Bedingungen durch 11) erfiill. Die Netzkurven
1 = konst sind hier die Parallelen zur « Axe; die Kurven v

= COS
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== konst. aber durch yfr = —tg o vertreten, also Gerade durch
den Koordinatenanfang. Dies einfache Beispiel entsteht aus den
beiden im Eingange dieses Paragraphen bhehandelten Strahlen-
biischeln, wenn das Zentrum des einen im Koordinatenanfang, das
des andern unendlich weit auf der x Axe entfernt ist.

Aber dies sind simtlich nur spezielle Losungen der Glei-
chung 10), die mittelst der gebriuchlichen Methode der Differen-
tiation nach den unabhiingigen u, v zu behandeln ist. Mein Kol-
lege, Herr O. Perron in Miinchen, dem ich diese Funktional-
gleichung mitteilte, gab mir auch alsbald die allgemeine Lisung
derselben, die einen iiberraschend einfachen Charakter besitzt.

Durch Differentiation von 10) nach « entsteht

(U — g U — (U — (V") + (V)2
L + (2(1‘”‘)'-’ + ’{) (71 = 0.

Diese Gleichung ist von der Form

12a) f@) + @)+ F@) @) =0,

in der f, ¢, I, & Funktionen sind, die allein von den bheziig-
lichen Argumenten u, v abhiingen. Durch Difterentiation nach
w nnd v folgt aber aus 12a)

Frayd vy = 0.

Es muk also F(u) oder @ (v) konstant sein. Wiire aber
© (v) konstant, so wiirde nach 12) V* selbst konstant, etwa gleich
n sein; das fithrt aber auf einen der bereits ausgeschlossenen,
oder andere einfache Fiille, Ks bleibt also nur die Moglichleit,
dati I'(x) konstant ist, und dann ist nach 12a) /() von u un-
abhiingig, also wieder konstant.

Diese entscheidenden Bemerkungen verdanke ich Herrn
Perron, und es ist daher nach 12)

i
IS
| (e — v — oy =

7u setzen. wo « und ) Konstanten sind.
Man erhiilt also zwei Differentialgleichungen fiir I/ als
Funktionen von u, und es ist nun zu zeigen, was Perron eben-

13)
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falls erkannte, daf diese Gleichungen 13) gemeinsame Losungen

haben. Da es aber fiir das Folgende wesentlich ist, dak a, b will-

kiirliche Konstanten bleiben kénuen, gebe ich den Beweis dafiir

mit einer allerdings nur unwesentlichen Anderung seiner Analyse.
Man betrachte die Differentialgleichung

L) (U 4 (U —a (U —b =0

mit willkiirlichen Konstanten «, 0, deren Lésung U ist.  Durch
Differentiieren hat man

20807 + Ui —qU U =0

oder, bei Ausschlub des speziellen Falles U’ = 0, der wieder nur
auf spezielle Losungen fiihren kann,

15) 20+ UM —al' =0,

was die erste Gleichung 13) ist.
Schreibt man jetzt 15) in der Form

(U UM —al'? =10

und subtrahiert davon die Gleichung 14), so erhiilt man die
zweite Gleichung 13). Endlich folgt nun nach 14) die Gleichung

U =Va(U)2 4+ b— ()
und aus 12) nebst den beiden Gleichungen 13)
bt (V) == (V7 + (7
oder Vi Va(VYy+b— (V).

Es ist also

U
f Va (U +b— (0
: 3V B
‘ Va(VyE +b — (V)

und aus diesen nur durch die Bezeichnung verschiedenen ellipti-
schen Differentialgleichungen lassen sich jetzt die Funktionen {7, ¥
mit zwei willkiirlichen Konstanten bestimmen. Damit sind denn
auch allgemeinere Lisungen fiir das Liingenelement

ds? = (" (dw? + dv* + 2dudvcos )

gewonnen, oder = Paare reeller Kurven, deren T'angenten
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ein rhombisches System bilden. Die Losung derselben, sowie
die Darstellung der Koordinaten 2 und y erfordert eine ausfithrliche
Betrachtung, fiir die in diesen Sitzungsberichten kein Raum ist.

Besonders nahe liegend wiirde es sein, die besonderen Fiille
niher zu untersuchen, wo die elliptischen Integrale durch Kx-
ponentialfunktionen sich reduzieren lassen, was fiir

20° 4+ 4b-—at =0
stattfindet, und das in diesem Paragraphen angefiihrte erste Bei-
spiel ist ein besonderer Fall dafiir.

Die Losung der I'unktionalgleichung 10) hat aber noch eine
viel allgemeinere Bedeutung, auf die hier hingedeutet sein moge.
Aus den Bedingungen

a a
) — o Moy N = 0y

= -

folgt niimlich

7‘“f;)(1+fb)=—(l+—u)/': m = 14T,

¢ + “: I4+a)= A+ a)V; 2¢=V—=0U)(1+ ).

Das fiihrt aber fiir die Infegrabilitiitsbedingung eines rhom-

bischen Systems (' = A auf dieselbe Gleichung
, COS @ , COS ()
Dy — ) —m—— == (g — Dy .
S S

wie bei der eben ausgefiihrten Untersuchung, so da {7, V" aus den-
selben elliptischen Funktionen entnommen werden konnen, wihrend

9 .
Td(LCY = ((my - @y cosm) du 4 (m, cosm + o) d ) :sinm
a

rechts als vollstiindiges Differential bei beliebigen Werten von «
gegeben ist. Der speziell geometrische Charakter, der den Fall
@ = — 2 auszeichnet, ist hier allerdings nicht mehr vorhanden.
Dem Falle, wo 7 = u, V = » genommen wird, entsprechen aber
jetzt die Kriimmungshalbmesser

1 (I4a2) 1 _  (1+4af2)
(1 *

+
Oy 4

Oy
so da nun an irgend einer Stelle die beiden von derselben aus-
gehenden Kurven des Netzes bestiindig gleiche, von = verschiedene
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Kriimmungen haben. Die verschiedenen Fille, welche jedesmal

Rl
(!« durch eine Funktion des Koordinatenwinkels o = w 4 » aus-
driicken, auch in Bezug auf die Werte der z, y durchzufiihren,
ist hier wohl iiberfliissig; einfach ist es, namentlich ¢ =1, ¢ = 2

zu wiihlen.

Der Wert « = — 1 aber zeigt ein ganz bhesonderes Ver-
halten, da jetzt aus dem Ansatze fiir A, ¢ = konst oder Null

folgt, wihrend o jetzt eine willkiirliche Funktion von u
und » bleiben kann. Man erhiilt nun

—2d (L) =[(m, 4 o, cosm)du 4 (w, cosw + w,)dr]:sinm

mit der Losung

I tg <()”> = [y I — ).

aber mit dem Unterschiede, dal jetzt w rechts durch die will-
kiirtichen Funktionen f, I7 bestimmt ist. Es wird demnach

(2gin o) == /=1,
Da nun
2 1 oo @ p 204k
cos* 9 - 14 e2+5 sin” = 1;827(%”
. ’ z 1 — 2+ 1)
so wird 2(f 4+ F) cosm = 5= .
sin m = 2ty (f“) ot® 2 eU+ 1) |
“\2 2 1 -+ e2 U+ F)

und das Liingenelement nimmt die Form
ds? = ("2 (dw? 4+ dr? 4 2dudr cos w),
in der rechts die Werte aus den voranstehenden Iormeln einzu-
setzen sind; endlich sind daraus auch z, y zu entnehmen.
Schon mm § II ist erwihnt, dak die Formeln

Dy Dy

6:771' 9 ’/:‘Pzt‘f“).

von denen bisher immer Gebrauch gemacht wurde fiir den Fall,
dafi ¢ =: 0 ist, durch die noch eine Konstante enthaltenden
0= —pw,, y=qgw, pt+q=1, ptyg

zu ersetzen sind. Aus der Integrabilitit der Gleichung

Sitzungsh, d. math-naturw. Abt, Jalire, 1924, b
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— d(L Yy =[(pw, 4 gy cos w)du 4 (paoycosm 4 gm,) dr]:smw
erhiillt man fir o die folgende Bedingung:
LDy Dy COS (1)

0= Py —q Dy = iy COS O (,1)_ _([) -+ (/) -q) (1)(')3 q ) sinem’
st o

sin o
deren allgemeine Integration in dem hier geforderten Sinne nicht

bekanunt ist. Nimmt man aber o = f(x 4 ¢) als partikuliire

Lisung, u 4 ¢ ==s, an, so folgt durch Beseitigung des Faktors
1 —cosm £
y— ) L) = 0.
w—0 (/ i f)

Ist also der zweite Faktor Null, so braucht p nicht gleich
q zu sein.

Daraus ergibt sich dann der Wert von (', wenn man die
rechte Seite von 1) in der Gestalt

fl(pdu+ gdv) 4 cosflgdu 4+ pdr)]sinf

passend umformt. In der Tat ist, da

2) Ftg (112) = &
sein soll, dieser Ausdruck gleich
(Utcosf)
pdf e + (g —pldr.
so dab ('(sinf]2)* = fe—tu—mv

wird; die Konstante & ist wie Immer unwesentlich.

3§ X. Allgemeinere rhombische Systeme.

Um die Differentialgleichung der rhombischen Netze

3 f0—cosm\ B3 [feosm — y
ar sin o T du Sin o

etwas allgemeiner zu behandeln, setze man an Stelle von 4 und y

nach 1) », W,
1) b=ty 1=mty

Man erhiilt so die Gleichung

Pre — 2 G uy COS (0 + P + «_13 (“)u:v = “)“:')

‘)) . 3
< 1y \ Dy (1) COS (D (1), Dy (1), COS
+ 1t G +Hlgy - i = ()
e 2 sin . 2 sin W
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Man wird sich, um in der Anlage der hier beabsichtigten Be-
trachtungen zu bleiben, darauf beschriinken, partikulire Lisungen
der Ampéreschen Gleichung zu suchen, indem man
D o= fu-4 ). = 1" r)+ar resp.

1) o= [(u+r), p=1=~1w—r)4ar
setzt. lm ersten Falle I) ergibt sich fiir [ = & die lneare
Differentialgleichung
I af"
3) I f / . =
sin f 2sinf
3 Q' 1
oder -4 f .= (.
as\ D+ a2 sin f

Aus 1hr findet man

Y ko 7
Y P T
Fiir « = 0 wird
™o Al /.l o al fl P e v
AL () ={I"— I 5 )eosf) ducssin f
—+ ((]v" — f)) cosf — (F‘ -+ f))) drisinf
und die rechte Seite wird nach 4) und »# -+ » == s gesetzt
Ld(e—r)y—[f]2 (1 —{__ CO;S/) ds = kd(u — ) — (,Zf - cotg f2,
sin f ) 2 2

so daB ('sin ]2 = hekt=m

doch ist die Konstante / unwesentlich.
Ist aber « nicht 0, so hat man zu setzen

ALYy =T"4+a—[]2 — T +f'[2) cos{) du:sinf
+ ('t a— 2 cosf— (I 2 dr:sinf.
Schreibt man die rechte Seite in der Form

. S T .
llm + _ E u——(]’”—i—.?"f'f 5 ”) cosf}du:sinf'

[(I +y —’“j“> cos/'—(J«"Jr‘;Jr"";“)

a

(8]

de:sinf,

so erhiillt man auf der rechten Seite wieder ein totales Differen-
tial und es wird
5*
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d(L(Y = kd@ —r)— <’~l = a) Sl 7) ds

) 2 sin /[’
woraus (' = 4 gefunden ist.
Setzt man nach Il ¢ = /(4 — v) + ar, so folgt aus 2)
I — cosf
210+ cosf+a ——— [ = 0.
(Ut eosf) +a” =
Ist @« = 0, so mufi /" eine lineare Funktion ¢ (i — ) sein,

und damit ergibt sich ' I

(l)

Ist aber ¢ % 0, so hat man

5 a ., (I —cosf)
hatk . e
T '_’.f sin (1 4 cosf)
zu setzen, so dafi pa ‘f ({))
]"“ — = —‘ =
2 cos® 7/)

aus der letzteren einfachen Gleichung st /" zu entnehmen, wiihrend

(0 — r
4

2 3 +pe— 1)

wird. Damit sind wieder verschiedene Gruppen von Lingenele-

= —

menten gegeben. aus denen die 2, y dann durch Quadratur zu
bestimmen sind. Jedenfalls wiirde aus dem Inhalt der vorstehenden
Paragraphen hervorgehen, dafi hier noch ein reiches Material fiir
weitere Verallgemeinerungen resp. fiir eine vollstiindige geome-
trische Ausfithrung der betreffenden Quadraturen vorhanden ist.
Es hat sich dabei zuniichst immer um die Bestimmung des Lingen-
elementes gehandelt. In einem zweiten Teil dieser kurzen Note
soll dagegen die direkte Bestimmung der Koordinaten z, y mit
Benutzung der Laplaceschen Gleichung behandelt werden.

Berichtigung.
S. 41 Zeile 2 v. o. lies: durch die zweite von 2) des Av.
dh 2u dLb cLa

S, 42 Zeile 3 v, o. lies: | statt und i Zeile 12 v, u.
e Qe du Qv T

: Hu

lies: (/i - /},‘) cotg m,
Ui J

S. 43 Zeile 2 v. o. lies: 3b); Zeile 4 v. u. les: m = 17— [,
S. 48 Zeile 1 v. u. lies: 2 ¢7 6% cotg o.



