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Uber eine Verallgemeinernng des Stolzschen
Irrationalitidtssatzes.

Von Oskar Perron.

(Eingelanfen 5. Dezomber.)

Der sogenannte Legendresche Irrationalitiitssatz Lifit sich
folgendermatien formulieren:
Wenn in dem unendlichen Kettenbruch

a, ay,
by + h r

2

by

die Teilziihler und -nenner ganze rationale Zahlen sind, welche
vou einem gewissen Index » ab der Ungleichung

by> a1
geniigen, so hat der Kettenbruch einen irrationalen Wert; nur
wenn von einem bestimmten » an durchweg «, <0, b, = a, -1

1st, so ist er rational.

In dieser Formulierung sind die b, als positiv angenomnien,
was man ja stets erreichen kann. Wenn nun aber gleichzeitig
auch die «, (von einem gewissen Index an) alle positiv sind,
so geniigt, wie Stolz!) erkannt hat, fir die Irrationalitit des
Kettenbruches an Stelle der obigen Ungleichung schon die

folgende:
b, >a,.

Den Legendreschen lrrationalitiitssatz habe ich kiirzlich
auf diejenigen Verallgemeinerungen der Keftenbriiehe ausge-

1) Vorlesungen iiber allgemeine Arithinetil, Bd. 11, p. 297,



182 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 5. Dezember 1908.

debnt, welche ich Jacobi-Ketten genannt habe.!) In dieser Note
will ich nun auch den Stolzschen Satz in gleicher Richtung
verallgemeinern.  Obwobl mir dies zuniichst leider nur fiir
Ketten his zur vierten Ordnung gelungen ist, so diirfte die Ver-
Offentlichung doch nicht iiberflitssig erscheinen.  Um so mehr,
als meine Untersuchungen auch fiir Differenzengleichungen und
Ketten beliebiger Ordnung wenigstens ein ganz bemerkens-
wertes Teilresultat zutage f6rderten. Anderseits aber konnte
ich auch durch ganz verwandte Uberlegungen in § 3 zwei
Fragen zur Erledigung bringen, die ich bereits in meiner Ha-
bilitationsschrift*) aufgeworfen habe, aber damals noch unent-
schieden lassen mufite.

$ 1.

In der Differenzengleichung #tr Ordnung
(1) 'Dr+r + b(lﬂ ])z'—i—r- 1 + bg') ‘Dv-{-r—-z T i— b;(')') ])’ =0

mogen die Koeffizienten 60 reell sein und fiir alle » (= 0,1,2,...)
den folgenden Ungleichungen geniigen:

(2) 1> 50> 00> >0 > 0,

Aus den Anfangswerten Dy, Dy, ... D, lLilit sich D,
rekursoriseh fiir jeden einzelnen Wert von » berechnen, und
es soll jetzt gezeigt werden, dali der absolute Wert von 1),
wie auch die Anfangswerte gewiihlt sein mogen, unter einer
von » unabhiingigen Schranke bleiht.

Beimm Beweis dieses Satzes geniigt es, sich auf reclle /),
zu beschriinken, indem ja andernfalls offenbar der reelle und
imaginidre Teil jeder fir sich die obige Differenzengleichung

1) Uber die Convergenz der Jacobi-Kettenalgorithmen mit komplexen
FElementen. Diese Sitzungsberichte, Bd. 37 (1207). Die dort entwickelten
segriffsbildungen mufl ich hier als bekannt voraussetzen. Die Arbeit
wird im folgenden unter ,facobi-Ketten® zitieri.

2) Grundlagen fir eine Theorvie des Jacobischen Kettenbruch-
algoritbmus. Mathematische Annalen, Bd. 64 (1907). Zitiert unter ,Girund-

'3
lagen®.
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erfilllen miissen. Wenn es r anfeinanderfolgende Indices » gibt,
fitr welche D), verschwindet, so ist wegen (1) fiir alle gritieren
Indices erst recht 1), = 0, und somit der Satz in diesem Falle
evident.

Im anderen Ialle aber kann man unter je » aufeinander
folgenden Werten von » mindestens einen finden, fiir den
Dyyr 0 st. Wegen (1) und (2) mufi dann auch unter den
Zahlen

])1'—]-7' ) 1)1‘-}»1'-‘97 .. j):

mindestens eine £ 0 und von entgegensetztem Zeichen wie
Dy 4. sein,

Man kann daher die Zahlen D, nach ihren Vorzeichen in
Gruppen von hichstens # gleichbezeichneten zusammenfassen:

D, D, ...0D,

Dyoie Doy oo Dy

S U, 1<8),+1——S;_<7'
1)5/.'_}1. ])S;V_T_Q. PN ])5/'.+1

i
derart, daf die Zahlen einer Gruppe (Zeile des Schemas) gleiches
Zeichen haben, und insbesondere die letzte Zahl jeder Gruppe
auch wirklich von Null verschieden ist, wiihrend die Zeichen
vou einer Gruppe zur folgenden wechseln. HKs bilden also die

Grofien
(3) ])so ! DS ! DS‘-‘ :

1

eme Rethe von Null verschiedener Zahlen mit alternierenden
Vorzeichen. Ebenso sind, wenn man

(4) ])b/ —}—- j),»/.'__] + j)"'}. -2 —{" L + j)si.-—l"‘l = Il[,
setzt, auch die Zahlen

M, DM, I,

1
von Null verschieden und haben gleichfalls alternievende Vor-
zetchen,

Aus Gleichung (1) folgt speziell fir » 4 » =s;:
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.

YpT D =0 (wobei b= = 1).

i=0

Wir wollen diese Summe statt von i = 0 bis » ausdehnen

aut die Werte von i =0 bis i =s; —s; ,_1 — 1, was ohne
Schaden geschehen kann, wenn wir den dadurch neu einge-
fiihrten Koeftizienten & (mit unterem Index > 4) den Wert Null
beilegen.  Die so erweiterte Summe zerlegen wir dann In
» 4 1 Partialsummen:

8,8 ——p 11

= (s; —1)
> bt " D, s

i=(
s;—s; 11 87850 —1 $; 8531 §p =8 gy —
— 23 - L + L e E
i=0 i=s;—5;_1 =s;—5; o i=5)—%_y

Hier sind nun die 0, in jeder einzelnen Partialsumme
gletichbezeichnet, wiihrend die Zeichen von emer zur folgenden
wechseln.  Da das erste D, in jeder Partialsumme eine Zahl
der Reihe (3), also von Null verschieden ist, so kann eine
solche Partialsumme nur dann verschwinden, wenn iy erster
Koeftizient b verschwindet. Da aber dann die & mit grofierem
unteren Index erst recht gleich Null sind, so verschwinden
dann auch alle folgenden Partialswmmen.

Nun ist die erste wegen ihres Anfangsgliedes /1), offenbar
von Null verschieden, Daher ist es auch die zweite, weil sonst
jede folgende gleich Null wiire, und also die Totalsumme nicht
verschwinden konnte. Die dritte Partialsumme aber kann sehr
wohl bereits verschwinden. Unter Umstiinden konnen aber
auch alle von Null verschieden sein und bestehen dann nur
aus je emmem Glied.

Fiir die erste Partialsummme kann man schreiben:

(” (D ;_ ])S;_—] + J)S/— 2 + Tt + ])s;'_w] -+ 1) - ﬁ(k;’) Jli.s
wobel ﬂg" ein Mittelwert der s, — s;,_; Koeffizienten
(3) /)(f/'-_ DAy = 0,1,2,...8 —s_1 —1

ist.  HKbenso wird die zweite Partialsumme gleich:
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ﬁﬁl) (D, + Dy o+ Dy ot -+ D, 1) = /")E;') My,
wobei nun f9 ein Mittelwert ist von:
(6) Z)g,s/'._") fiiv 1 =23, — 8j-1s 81— Si—1 -+ 1,... 8 — 83— 1.

Da wegen (2) die Zahlen (5) groker sind als die Zahlen (6),
so 1st gewiBh auch:

7 P
> 9.
In analoger Weise kann man nun auch alle folgenden

Partialsummen ausdriicken, so dal} wir schlieglich, da die Total-
summe verschwinden muli, die Gleichung erhalten:

(D) P+ PPN, PP M, Ao A B, =0,

wobel

B > B > .();-) > R4 > RC) > ... > )(.;-) >0
0 1 2 3 4 -7y

ist.  Hier konnte von der dritten Ungleichung ab nur > ge-
schrieben werden, weil eventuell schon die dritte Partial-
summe verschwindet, und dann ist ¥ =0 von i=2 ah.
Wesentlich 1st aber fiir unsere Zwecke, dafi jedenfalls in der
ersten Ungleichung die Gleichhett ausgeschlossen ist. Setzt man

(%)
67) =y
by
und berticksichtigt, dafs die J; alternierende Vorzeichen haben,
so folgt schliefilich aus (7):

®) M = M+ PIM_y = (=@ =0
wobel

(9) 1 > ;/(‘;-) > ?fg-) 2 yg-) > . > 7;:/) > 0

ist.

Die linke Seite von (8) wird verkleinert, wenn man
durch 1 ersetzt. Sie wird sodann weiter verkleinert oder
wenigstens nicht mehr vergréfiert, wenn man auch

7;(7-) ald) D)

R IR o P
ersetzt durch bzw.:

Y )

EAN . L LI

1908. Sitzungsb. d. math.-phys. K1 13
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Endlich wird, falls » eine gerade Zahl ist, durch Weg-
lassung des letzten Gliedes ebenfalls keine Vergrolierung her-
beigefithrt. Versteht man also unter ¢ diejenige der zwei
Zahlen », r — 1, welche ungerade ist, so kommt:

My — M, 0PI,y =y M,y P I, =y P
+ =2, M |— 7';;11 M, 4 <0,

. Y . . . . e
Sind daher 4, » zwei beliebige Indices, und 22>» >,
dann ist:

=My P M| =P [y =2 M [ <0

My 10,y AL,y PN, <O

B = Mo 0 g3 e =02, [, <.

Diese Ungleichungen multiplizieren wir der Reihe nach
mit den spiterhin geeignet zu wiihlenden Multiplikatoren

0o =1, 0,y 04 . .. 07—y, und addieren sie dann. KEs entsteht:
(10) VM, + (dy—dy)) My 4 (dy—d)| Mg +---
+ (([,j_,. Lg—t — d"~—”+’1—‘-’) | ﬂ[”—‘fl'l" — (Z;__,._*_q.,[ : ﬂl,, v,]' < (),
wobel
(lo =, = 1
dy =g,
d, =g, + yPo,

ist; allgemein wird:

] — (A= ge-2) wli—r4-4) A ... =g -1

(11) dﬂ Q‘,,—,_I)Q Q‘,t_g+/4 Q‘u——4+ +/(1__1 4 Ql‘_’l* 1
(w=0,1,2, ... 2 —v+4qg—1)

sofern nur diejenigen g, deren Index in dieser Formel negativ

>4
oder > 42— sein sollte, gleich Null gesetzt werden.
Nun versuchen wir, die Multiplikatoren o,, 0, ... 0,
derart zu bestimmien, dali die Grioten M; 4, M, o, ... M, aus

der Ungleichung (10) herausfallen; es wird- also:

dy=d,=d, = -+ -=d;_,.
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Oder nach (11) und weil , =1 ist:

W s I L s e R
(12) : .
(=12, ... 42—

Aus diesen 2 — » Gleichungen gewinnt man rvekurserisch o,
Oge -+« 0i—n und die Ungleichung (10) geht dann iiber in:

I J[,‘ < (1—- (Zz .,.+1)‘ﬂ[,._1 | + (d}~—"+1 — (l;.__,._l_g) 171[,.__2, + o
+ g1 | Moy |

Indes ist zu bedenken, dat wir mit g, nicht Gleichungen,
sondern Ungleichungen multipliziert haben, was nur fiir

(13)

positive g, gestattet ist. Daher mufi unser Verfahren noch
dadurch nachtriiglich legitimiert werden, daf wir die aus den
Gleichungen (12) zu berechnenden Zahlen o, ausdriicklich als
positiv nachweisen; erst dann wird Ungleichung (13) verbiirgt
sein.  Nun ist aber o, =1, und nach (12):
0 = l, 0y = b 7‘?_,)"7
also wegen (9) positiv. Nehmen wir an, es seien bereits alle
als positiv erkannt, deren Index < ist, so folgt, indem man
in (12) g 2 an Stelle von u setzt und die entstehende Glei-
chung dann von (12) subtrahiert:
0 Esllmmg~at e, S8 (S es G pefea bl

= p4qg—1) __ N G—1tg—1) (2—1 1
+ (/1 yq—l ol )Q/L—-q-{-l + 7yq_|’+’1+ Q‘/L-—qfl !

7—3

so dai wegen (9) auch o, positiv ist. W. z. b, w.
Dies gilt fiir die aus (12) berechneten o, also fiir ¢ <i—w,
withrend flir 0 > 1 —» hereits oben 0. = 0 festgesetzt wurde.
Was die d, fir > —v» anbelangt, so gilt fiir sie:

(14) 0<d, <1 (fir «>2—»).

Denn die erste dieser zwel Ungleichungen ergibt sich, nachdem

Ja die o nicht negativ sind, aus der Definition (11); aber
aubierdem folgt aus (11) noch weiter:

7 PRI o P s v L= p4

((." (l/’*?—-i)// (1 /g il )Q‘u~2_(7’g as )_}’}1’ '”+ )Qu—--{_—”“

— pli—u+g+D 0
fg—1 Si—g—1°

13*%
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Fir ¢« >2—» muliten wir aber o,=0 setzen; folglich
wird dann:
(l.“ < d,,, 2.
Wegen d;_, = d; ,—1 = d, =1 ergibt sich also:
d, <1 fir pu>i—r; w.z bow
Aus (13) erhiilt man daher insbesondere auch:
M <My 4+ M| - M,

Hilt man hier » unveriindert fest, so besagt dies, da 1/,
also erst recht auch 1), absolut unter einer von 4 unabhingigen
Schranke bleibt. Soweit gilt nun unsere ganze Betrachtung
auch noch, wenn in den Voraussetzungen (2) Gleichheit zuge-

lassen wird. s ist dann nur in allen unseren Ungleichungen
das Zeichen ,<<* zu ersetzen durch ,<*. Man erhiilt somit:

Satz 1. Wenn die Koeffizienten der Differenzen-
gleichung

Dy +WD,, 68D, A WD, =0
reell sind und den Ungleichungen
120200 2> >0 >0

geniigen, so bleibt D,, wie auch die Anfangswerte
Dy, Dy, ... Dy gewihlt sein mégen, absolut unter
einer von » unabhiingigen Schranke.

Von jetzt ab soll Gleichheit wieder ausgeschlossen sein,
Ferner seien alle D, ganze rationale Zahlen, und

r < 4.
Dann behaupte ich, dali identisch D, =0 ist.

Ts geniigt, dies fiir » > N nachzuweisen; denn fiir » << N
folgt es dann ohne weiteres aus (1), weil ja 5 40 ist. Nelimen
wir also an, die D), verschwinden nicht fiir alle hinreichend
grofien Werte von ». Dann lassen sich wieder die Zahlen A/;
bilden, welche aber jetzt von Null verschiedene ganze ratio-
nale Zahlen sind. Die Ungleichung (13) wird nun fir » =3
oder r =4 d. h. fiir g =13:
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} M < (1 - d}.—v+1) .‘]lf-r 1l -+ (di.~r-}-1 —d, 1r+9) (M, s
A dygo | M,y

wohel nach (14) die d zwischen 0 und 1 liegen, so daB der

erste und dritte Ioeffizient der rechten Seite jedenfalls >0

sind. Die gleiche Formel gilt auch fiir » <3, wobel danu

die d genau gleich Null sind.

Da die positiven ganzen Zahlen

M, M|, 1M, .

0
unter einer endlichen Schranke bleiben, so gibt es unter ihnen
eine grofite, welche unendlich oft vorkommt. Sei 3 diese Zahl,
so dafi gewif fiir groBe »
:Jl[,,. 1 [ < _Zl[, I‘l[,,_;# <M

(15)

ist.  Dann kann man die Indices » und 12 (>») derart aus-

withlen, daf
\M,_s =M, M, =M

wird.  Aus (15) folgt dann:
ML A—=d i) Moy (dy vy —digs) M+ sy M, 5,

Diese Ungleichung wird noch verstirkt, wenn man 27,
und M, _3 , deren Koeffizienten ja >0 sind, durch die minde-
stens ebenso grofie Zahl M ersetzt. Dann erhiilt man aber
M < M, was nicht sein kann. Unsere Annahme 1), + 0 fiihrt
also auf einen Widerspruch. Daher folgt

Satz 2. Wenn eine unbegrenzte Reihe von ganzen
rationalen Zahlen D, D, D,,... einer Rekursionsformel
der Gestalt

D, +0Dgs + 0 Dy s+ -+ BD =0
geniigt, wobei
1>60>9 > . >0 >0

sein soll, so ist, wenn r<4, notwendig D, =0 fiir
alle ».
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§ 2.
Wenn in einer Kette n'* Ordnung

(U] () (2
a®, ab, al,
a®, afb, a'?,

aM, ad q®,
- " n n ’

die Elemente «) ganze rationale Zahlen sind, welche den
Ungleichungen geniigen:

(16) 0<aP<aP<aN<.. . <a? (r=0,1,2,..),
so ist die Kette unbedingt konvergent. Setzt man demgemiis
(0) 1) (@ (B
o ol af?, .. ,“1
(17" _—— —— = — | =
a® gD g Ia“')
n’ 7 ) nt "

und allgemein auch:

(2} (-1) (242) (2)
o S TR g
18) |— — — — — — —| =1 (=0,12 ..
a%h. Ut gD la“-)
-n Y n 2 n UESEEES U

so besteht das Gleichungssystem:

@) ; agth
af!t =V + QUFD
n

(19) ‘ ) at )
a? = a? + D (=2 3,...n).
n
Die Zahlen «® sind hiebei in folgender Weise als Grenz-
werte definiert: Bestimmt man unendlich viele Zahlen 0

durch die Rekursionsformeln:
Af,v+n'+-1) = ¢ A" 4 a? A o - a A_}v+n)
(G=0,1, ...m; v=0,1,2,..),

(20)

ausgehend von den Anfangswerten :
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(1 fir i=5k

- i E=0,1,...n),
|0 fir i &% ( )

@1 AP

A
. . 1
(22 a® == ¢ lim -
(22) : 0o A

G=1,2,...n).1

Da die af und folglich auch Ay’ positiv sind, so ist
gewily ¢”>0. In ganz entsprechender Weise sind die al)
zu definieren, und daher ist auch «® >0 fiir alle 2. Man
kann aber gleich noch mehr beweisen. Aus der ersten der
(leichungen (19) folgt nimlich wegen der Voraussetzung (16):

a?>a > a®; also al? <ab.

Da dies fiiv alle 4 gilt, so ist auch:
kD < g+,

und aus (19) und (16) folgt dann weiter:

) ) a}’/ " (%) a(’l N (%)

7Y — pli S A S A

al? = aj + ey <al -+ LD = ai e
n

Dies gilt wiederum fiir alle Z; folglich ist auch:

rx(l;'+” < altY,

so dafy aus (19) und (16) ferner sich ergibt:

a4 al+D
* = q? + ! < a4 - 2
ay” =0y al-+h 3 D = ag7.

So fortschlieiend gewinnt man die Reihe von Unglei-
chungen:

(28) 0<aP<ah <o <...<Ka? - (1=0,1,2,...).

Die Zahlen «™ driicken sich durch «® aus mittels der
Formeln (Jacobi-Ketten, pag. 414, Formel 15):

) Uber die hier vorkommenden DBegriffshildungen siehe ,Jacobi-
Ketten, § 1. Die Konvergenz unter den obigen Voraussetzungen, d. h.
die Bxistenz der Grenzwerte (22), folgt aus ,Grandlagen®, pag. 12, Satz 11,
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el D 3 - L. (o) ()
Al == g f{’f _(l"‘__l_:l‘ + Rl j_ - _—.I:A"_ ) (i=1,2,...n)
i 0 A0 W 4 AGHFD P s AT LR

Multipliziert man mit dem Nenner herauf und setzt zur Ab-

kiirzung :

(24) a® 4P — ol 4O = [P (i =12... n) .
0 b D ¢ 2=0,1,2,...)"

so entsteht:

(25) ) H® 4 ol HHD oo oo HoH0 =0 (i=1,2,...%).

Oder auch, wenn man durch «* dividiert und abkiirzend

ag.) a?

< S V3] BRI N 0] —_ 9 Py

(26) —G=bP, =M, G=12...0-1)
n n

f{y‘.-{-n) + bg;.) Hti/'.—{-n 1) + bgv) Ifgifi-n—?) + + (,:ti.) 1,1:‘;.) = ()
(27) i=1,2, ... %0
A=0,1,2 ...)"°
wobel wegen (23) die Ungleichungen hestehen:

28) 1> >H0>. . >H0>0 (2=0,1,2, ...

Nach dem Satz 1 des vorigen Paragraphen bleiben daher
die Zahlen H® absolut unter einer von 7 unabhiingigen
Schranke; es ist also:

|a® AP — o 49 1 < (0
! 1 1 (0

Da die Elemente a'? positive ganze Zahlen sind, so wachsen
die A mit 4 sehr rasch ins Unendliche; daher besagt die
letzte Ungleichung, dafy die Zahlen o/ durch ihre ,Nihe-

rungsbriiche® verhiiltnismifig gut approximiert werden; denn
der Fehler ist:

AP o
Ll — g L —
i 4w | S g
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Von jetzt ab nehmen wir an, die Kette sei hichstens von
der vierten Ordnung, also % <<4. Dann liit sich zeigen, daf
eine Relation der Form

P,a® + P o 4 Pya® 4 - 4+ P a® =0

mit rationalen Koeffizienten I’;, die nicht siimtlich verschwin-
den, nicht existieren kann. Denn angenommen, dies wiire der
Fall, so konnen die F; auch als ganze Zahlen vorausgesetzt

werden. Multipliziert man dann mit 4P, so entsteht:

I3
7 400 4G P 0 A —
Pya AP + X P 4§ =0,

oder auch nach (24):

1

(29) 1)0 a(()O) Ag.) _1_1%1 1)1' (agO) AE‘D —_ I{i(;')) = 0.
Setzt man daher:
(80) ago)ignl)i A;’” =&,

so sind die (f; nach ihrer Definition ganze rationale Zahlen,
und anderseits ist wegen (29):
u
G, =‘§1 P.H®>,
Wenn man daher Gleichung (27) mit P; multipliziert und

dann nach @ summiert, ergibt sich fir G, die Differenzen-
gleichung: ‘

G VPG VPG o 0P G =0 (2=0,1,2,...),
deren Koeffizienten den Ungleichungen (28) Geniige leisten.

Fiir » <4 folgt aber hieraus nach Satz 2 des vorigen
Paragraphen: ; =0 fiir alle 2. Da nach (30) aber inshesondere

= q©® — g P PN ()]
G,=a’ P, G =a0P, ... G =a0P
ist, so folgt endlich:

Py=0, P,=0,... Py=0. W.zb w.
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Bisher war angenommen, daffi die canzen rationalen
tw o]
Zahlen a® schon von » =0 ab den Ungleichungen (16) ge-
i le] o

niigen. Das Resultat bleibt aber das gleiche, wenn dies nur
fir » > N der Fall ist; doch mufi daun fiir alle » wenigstens
al’ £ 0 sein.  Kine rationale lineare Gleichung zwischen a{,
a®, ... a® hiitte nimlich notwendig eine ebensolche zwischen
a™y al®, L e zur Folge, welche aber nach dem gerade
Bewiesenen nicht bestehen kann, wenn fiir » > N die Unglei-
chungen (16) gelten. Fiir die exakte Durchfithrung dieses
Gedankengangs verweise ich, um Wiederholungen zu vermeiden,
auf ,Jacobi-Ketten, pag. 450, Zeile 3 v. u. bis pag. 451 letzte
Zeile, welche Ausfithrungen hier wortgetreu zu wiederholen sind.

Es ergibt sich somit die folgende Verallgemeinerung des Stolz-
schen Ivrationalitiitssatzes, welcher daraus fiir » =1 hervorgeht:

Satz 3. Wenn die Elemente einer Kette von hoch-
stens vierter Ordnung

Q] Q] (2)
af’, af’, e, ...

ganze rationale Zahlen sind (a{’ 4 0), welche von einem
gewissen Index » ab den Ungleichungen
0<al < <apP <. .- < al

genitgen, so konvergiert die Kette, und ihr Werte-
system a{”, ... a® geniigt keiner Relation der Form
©) Q] D q(0) e D) —
Poa® 4 P a4 P,ald + + I ol 0
mit rationalen, nicht siimtlich verschwindenden Ko-
effizienten I
§ 3.

Unter einer regelmifiigen Kette verstehe ich eine solche,

bei der stets a(? =1 ist, withrend im iibrigen a® die grifite

ganze, in ! enthaltene Zahl sein mufi.  Die notwendigen und
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hinreichenden Bedingungen (Ungleichungen), welchen die Ele-
mente a{” geniigen miissen, damit die Kette regelmiifiig ist,
sind angegeben in ,Grundlagen®, pag. 4 unten; wir bendtigen
sie hier aber nicht.

Ein Spezialfall des Stolzschen Satzes ist es, dal jeder
regelmifiige Kettenbruch irrational ist. Die Krweiterung auf
Ketten n'r Ordnung, welche besagen wiirde, dafi bei regel-
miifiigen Ketten keine Relation der Form

Py a0 Do o o P = 0

mit rationalen P; besteht, ist aber, wie ich ,Grundlagen*,
pag. 11 gezeigt habe, wenigstens fiir #» > 3 nicht mehr richtig.?)
Dagegen ist, wie ich jetzt nachweisen werde, fiir » = 2, wel-
chen Fall ich damals unentschieden lassen mufite, der Satz
noch zutreffend.

Die Gleichungen (19) lauten filr regelmiifiige Ketten zweiter
Ordnung:

at+D
(81) a? =a¥ 4 —_1__ o =o)L (1=0,1,2,..)
i 1 agz.-i—l)’ 2 2 a{()/‘,.l_]) N IR B

Da aber @ die grifite in af) enthaltene ganze Zahl ist, so
folgt hieraus:

afth > 1, aftN > af+D > (A=0,1,2,...),
oder, indem man 4 an Stelle von 2 4 1 setzt:
(32)  aP>1, aP>aP >0 1=1,2,3,...).

Aus af) > al? folgt auch, indem man beiderseits die grofiten
Ganzen nimmt:

(33) afd > alt .
Die Gleichungen (24), (25) gehen iiber in:
(54) AP — a® 4P = H® (=1, 2),
(35)  HP 4 o HU+D 4 g HUA0 =0 (1=0,1,2,.. ),

D Far =8 dst das dert mitgeteilte Beispiel ein klein wenig zu
wodifizieren; es muf heifsen: by = by statt by >y, und by = 0 statt by >0,
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Ersetzt man in (35) 4 durch 4 41 und eliminiert dann
HE+2 aus (35) und der neu entstehenden Gleichung, so er-

hilt man:

. T — ae 741
(36) HiAD == ¢ HP + p, HED,
wobel
@D a® O+ @
37 I P Wiel WS
7 alP qG+h’ e a) qf+1

gesetzt ist. Nun kit sich y; mit Hilfe von (31) noch etwas
umformen :

: ISR aff+h
(CL(I/-) _+. c_zg’.~+”) a§/.+l) — (ag.) + a_gj‘l)> (l.g;') (1&’."*‘1) L cc},"-)
Y= aP Gt T W a’g}’l):

Daher ist: » o ;
A 8 A o

I b o

a® afFD ) b
a(l;.+1) + a(l;.) a(l;.+1) “g,»

= Ul D GF ) () oGt
a&*‘f‘)_*_a‘()]ag“’) (1(2)(15/‘*’

Hieraus folgt, da wegen (32) und (33) in beiden Termen der
rechten Seite der Zihler kleiner ist als der Nenmer:
iy <1
Ferner ist aber auch:
GAD) L gl @) D)
Pr— WYL= 3 @, _(*/—+Cll3) T ff:;)_ci;;+‘)
az' (22' flz' (12'
D 4 g alh) @D
D P g
woraus man ebenso erhilt:
L — | <1
Mit dem vorigen zusammengenommen ergibt dies endlich:
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Vermoge dieses Resultates schlieBt man aus (36), daf
¢S kleiner ist als die grofite der zwei Zahlen ¥,
| H¢+D 5 und hieraus folgt sogleich, daf | HP| unter einer
von Z unabhiingigen Schranke bleibt.!) Der Fehler der
Niherungshriiche ist also wieder:

(2) I Z'{(/.-)' '

a® fl_ — Z’) < (J(‘i

; @ D PR
TP Ap S g

Wir nehmen nun an, es existiere eine Gleichung
O 1 P g —
P+ Pal 4 P,a® =0

mit ganzen rationalen P;. Multipliziert man dann mit A{?, so
kommt wegen (34):

Py AP 4 P (AP — HP) 4+ P, (A% — HPY = 0.

Setzt man daher wiederum:

(39) 1) H(/) _+_ ]) H{/) — (T’;,,
so Ist auch: ’
(40) G, =L Ay + P AP + P, AD;

also sind alle ; ganze rationale Zahlen. Fiir diese ergibt
sich aber aus (39) und (36) die Rekursionsformel :
s = @1 Gr =+ i Giga .

Wegen (38) ist also wieder |Gfiq5| kleiner als die grifite
der zwei Zahlen G, , Ghqq); da aber alle G, ganze Zahlen
sind, so miissen sie dann von einem gewissen Index 1 ab ver-
schwinden. Daher ist fiir gentigend grofe 1:

Gi=0, Gi1=0, Gupo=0.

Oder auch, wenn man die Werte aus (40) einsetzt:

') Dagegen ist nicht lim 11}") =0, wie ich in  Grundlagen®, p. 21

L=w

bis 23 an einem Beispiel dargetan hahe.
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AP P A= AD P 4 AP P, — 0
AGHD P4 AGFD P 4G P, — 0
AGHD P AGED P 4 AGFD P = 0,

Da die Determinante dieses Gleichungssystems gleich 1,
also von Null verschieden ist (,Grundlagen®, pag. 6; Jocobi-
Ketten, pag. 405), so folgt hieraus:

P =0, P,=0, P,=0.
Wir erhalten somit:

Satz 4. Bedeutet al® o das Wertesystem einer
regelmissigen Kette zweiter Ordnung, so besteht keine
Relation der Form

Py Pa® 4 Pal =0

mit rationalen, nicht siimtlich verschwindenden Ko-
etfizienten Iy

Ein periodischer regelmiliiger Kettenbruch ist stets
Wurzel einer irreduzibeln (uadratischen (ileichung. Ahnlich
besteht das Wertesystem einer regelmiifsigen periodischen Kette
n** Ordnung aus Zahlen eines algebraischen Korpers, der aus
einer Wurzel einer Gleichung (# + 1)t Grades entspringt.
Diese ,charakteristische Gleichung® kann aber, im Gegensatz
zu den Kettenbriichen, fiir » >3 auch reduzibel sein. so dal
der Grad des Korpers kleiner ist als n 41 (,Grundlagen®,
pag. 60, 61).  Ob auch bei Ketten zweiter Ordnung die cha-
rakteristische Gleichung reduzibel sein kann, konnte ich frither
nicht entscheiden. Aus Satz 4 folgt nun aber sofort, dafy sie
stets irreduzibel ist. Denn andernfalls wiire der Grad des
algebraischen Korpers, dem das Wertesystem «!®, a" angehort,
kleiner als drei; es miiite also eine rationale Relation der Form

L+ Pa? 4 Pyal) =0

bestehen, was nach Satz 4 nicht mdglich ist.
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Der Satz 4 und die soehen daraus gezogene Folgerung
zeigen, dal: die regelmiibiigen Ketten zweiter Orduung aufier
den rein formalen Analogien doch auch einige tiefer liegende
Kigenschaften, die fiir Ketten hherer Ordnung verloren gehen,
mit den regelmiifiigen Kettenbriichen, d. 1. Ketten erster Ord-
nung, teilen. Die wichtigste Analogie wiire freilich das
Nitherungsgesetz; aber gerade dies ist leider schon bei Ketten
zweiter Ordnung nicht mehr entsprechend (,Grundlagen®, § 6).



