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Abhandlungen zur Elastizitatstheorie.

I.
Die Eigenschwingungen eines elastischen Koérpers
mit ruhender Oberflache.

Von A. Korn.

(Bingtiauftn 5. Mai.)

Nachdem wir in der ersten Abhandlung gezeigt haben,
dal? das elastische Gleichgewichtsproblem:

du + k— = -X,
dX
1) dv +* !d*; »» _ I, in dem elastischen Korper t
dw-\-k" — —2Z,
de
fa—iu alU Lug
\Y 3*
M= 0,
2) v = 0, an der Oberflache oo,
w= 0,
fttr
3)

bei gewissen Stetigkeitsvoraussetzungen Uber die gegebenen
Funktionen
X, Y, Z von x,y,e

stets ein und nur ein System von Lésungen «, v, w zulaft,
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wollen wir jetzt die Existenz einer abzahlbar unendlichen
Menge von Funktionentripeln:

UnK Wn
beweisen, welche den Differentialgleichungen:

JUx+ kd~ + £UK= 0,
o6X

4) AK + iA + 4 K = 0,
<y

AW K+ k?g + £wt= 0
C

gentigen und an der Oberflache verschwinden. Dabei sind die XI:
5) %<X\<l<-..

Konstanten, welche wir als die den elastischen Funktionen-
tripeln UXVKW Mzugehdrigen Zahlen bezeichnen wollen.
Zur Bestimmung der Eigenschwingungen eines elastischen
Korpers bei ruhender Oberflache haben wir Funktionen U Vv W
zu bestimmen, welche in t den Differentialgleichungen gentgen:

ATT * d%a
36 arv .
AV k— = o*- =iz (& o* Konstanten des Mediums),
oy a
30 a*TT

dW+ k-3*=a''I>F

und an der Grenze verschwinden. Jedem elastischen Funk-
tionentripel UxVHWX ist nun eine elastische Eigenschwingung
bei ruhender Oberflache zugeordnet:

U=UKCcosQr+ <A/2*,

7) * V= VKcos "N N 2n, (3 beliebige Konstante),
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und die betreffende Schwingungsdauer bestimmt sich aus der

dem elastischen Funktionentripel zugeordneten Zahl 1* durch
die folgende Relation:
8) TK= 2~ _.
2 710

Die Theorie der elastischen Funktionentripel laRt uGbrigens
nicht blof3 diese eine Anwendung zu. sondern die Verwendbar-
keit derselben ist dieselbe, wie die der Theorie der Poincaré-
schen harmonischen Funktionen.

Es 1aRt sich zeigen, wie wir sehen werden, dal} sich jedes
Funktionentripel u, v, w von gewissen Stetigkeitseigenschaften
nach den elastischen Funktionentripein entwickeln l&aR3t:

u= 2> CKux,
9) - v— £* eKVK (c, ct. .. Konstanten).
w = WH
Nach dem Beweise dieser Entwicklungen kann man das System

von Differentialgleichungen:

d»'+:ix- = (T—

a<*
10) Av R = ofEv
dy dtl

L Rd0 = *
AW'AI' Rdz ey
das System von Differentialgleichungen:

de du

11) A .7 ERY

N dz b dt

und auch das noch allgemeinere System wvon Differential-
gleichungen :
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Aud k&2 = o -4 ydyv.

T a* ai*T A a*’

., ,a0 J Do a®

12) J"+ i 8i 9i5" I"'* 8(-
N a* ai* VANVAN dt

in sehr allgemeiner Weise bei gegebenen Anfangs- und Grenz-
bedingungen integrieren.

8l
Ich stelle der Untersuchung den folgenden Hilfssatz voran:
Hilfssatz. Es seien
ujvViwj (j= 0,1, 2...p)

p + 1 Funktionentripel, die mit ihren ersten Ablei-
tungen in « eindeutig und stetig sind, an der Grenze
verschwinden, und von denen sonst nichts voraus-
gesetzt werde, als daR die UjVvjwj derart linear unab-

hangig sind, dalR keine Belationen von der Form statt-
finden konnen:

jRjitji = 0,

im ganzen Innenraum,

wo die BRj reelle Konstanten sind, die der Gleichung:
$+ /*?7+--+ /7 =]

gentgen. Man kann dann stets die jp-f- 1 reellen Kon-
stanten:

KoK, =K

so berechnen, dal
13) «w+ a\+ - + ((;: 1

und die Funktionentripel:
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M= dj Y,
14) v = jjjavi,
W= EiaW

die Ungleichung erfillen:

e+ i+ wopdt

15)
F(O0*+ u*+ &+ »*)dt N typi

wo aeine endliche, lediglich von der Gestalt der Flache
abhangende, von den Funktionen Ujvjwj ganzlich unab-
hangige Lange vorstellt, und wo:

16 « = 20 + ?2f + UE,
) dX dy dz
U= dw dv
T dy dz’
17 __du dw
) * dz dx’
__dv du
— dx dy
gesetzt ist.

Es ist in der Tat:

+ o B‘'RIwB B Bl

18) = —$[uA + wAw\ dr,

- II(S)v (9)V (S)% (B)V (13% (5-)

HH6 XS
1906. Sifcsnngsb. d. math.-phys. 24
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und wir wissen nach dem Beweise eines Poincareschen Satzes,J)
daB bei gentigend groBem p die Konstanten dj so bestimmt
werden koénnen, daf3:

Wir haben in dem bekannten Beweise des Poincareschen
. L _b . .
Satzes das Gebiet r nur in eine Anzahl < Teilgebiete X zu zer-

legen, und die Konstanten dj so zu berechnen, daf} fur jedes
Teilgebiet:
20) judr =jvdz =8w dt = o,

T tj rj

dann ergibt jener Beweis auch unmittelbar die obigen Formeln.

82.

Wir stellen uns jetzt das folgende Problem:

Gegeben sind drei (abteilungsweise) eindeutige und stetige
Funktionen der Stelle des Innenraums f\ f2 /s, von denen wir
voraussetzen, dafl in den Teilgebieten, in denen Stetigkeit vor-
handen ist, fur zwei Punkte 1 und 2 in geniigend kleiner Ent-
fernung ri2
gil\) ur/i Nsin- a 0 ’\lAXA%A* el\rlllwliecpeBr}ﬁ%ﬂ-

Es sollen drei mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und
stetige Funktionen U V W der Stelle des Innenraumes so ge-
funden werden, daf3:

* H. Poincare, Rendiconti del Circ. Mat. di Palermo, 1894; A. Korn,
Abb. zur Potentialtheorie 4 (Berlin, Ferd. Dimmlers Verlag 1902).
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AU +k-d® + 1*U') = -f It
22) 4K + *-] |-+ *»r
IJW +* \y + 1%w = - /[*®

h und P gegebene Zahlen (— 1< k< oc), und daB an der
Flache w:

«7=0,
23) V= 0,
W =

Wir bilden successive, entsprechend den Untersuchungen
meiner ersten Abhandlung zur Elastizitatstheorie,*) die mit ihren
ersten Ableitungen in r eindeutigen und stetigen Funktionen:

UjVjwj i=012..)

so, daR:
f.<
dA
Aw° "Bk Tz = -
24) inr
y+ 3x = w7y
n . i doJ
J+ Jy = _ -1
Aloj + £ 2° — — wij-1,
oZ

®» Wir kénnten auch ebenso leicht das allgemeinere Problem be-
handeln, in dem statt U, 92 U steht, ... und <92 eine uberall von null
verschiedene, positive Funktion der Stelle des Innenraumes ist, die nur
einer ahnlichen Bedingung 21) wie die fj genugt.
2) Diese Ber. B. 36, S. 37.
24*
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wahrend an o stets:

y= 0,
25) vj= 0, j= 01,2 ...
W — 0.,
Konnen wir zeigen, daf:
lim@Ay Yy= 0
y=®

und dal die Reihen:

0
tiwvj,
0

tIW vj
0 J

mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und stetige Funktionen
der Stelle des Innenraumes vorstellen, dann werden diese Reihen
die Losungen der gestellten Aufgabe reprasentieren. Bevor wir
zu diesen Konvergenzbetrachtungen tbergehen, wollen wir einige
Eigenschaften der aufeinander folgenden Funktionen Uj \j tg
kennen lernen.

§ 3.

Wir wollen voraussetzen, es bestehen zwischen den p -f*1
Funktionentripeln

ui M W G=10,1,...p
die Relationen:

1]
o

Ei Bj yj
0

26)

I
o

) W
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wo die Bj reelle, den Gleichungen:

27) R+ + +

genigende Konstanten vorstellen, und wo p eine endliche
Zahl ist. Wir wollen Zusehen, zu welchen Konsequenzen dies
fur die drei Funktionen fxf2 fihren muR. Wir werden zu-

nachst zeigen, dall man aus 26) stets drei Relationen von der
Form

p-i
S/w «,= o0,
0
p-1

28) Jd'jyj q= o,
p-1
0 Yjwi= 0

ableiten kann, wo die yj (3= 0, 1, ... p—1) reelle, den Glei-
chungen :

29) VoY, il 5 To— H =1

gentigende Konstanten vorstellen, in folgenden drei Fallen:
1. Wenn die Gleichung:

30) RO& + RIX>'"+ --- + Bp= 0
eine komplexe Wurzel:

»j-fiar, («,4=0)
besitzt:

2. wenn diese Gleichung eine reelle, negative Wurzel
besitzt;

3. wenn diese Gleichung eine positive Doppelwurzel hat.
In der Tat berechnen wir die p + 2 Konstanten

707i - - -rp-'Xa
so, dal3:
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aYo= RBo»

aYi — Bi + axYoi

aY = A + ax¥Yn
31)

ayp.i Bp— +
0 Bp-\- ax Yp-i,

yI+ Y2+ yU o=

was auf Weisen mdoglich ist, entsprechend den p Wurzeln
der Gleichung 30), so folgt aus 26):

Youa+ MYiui + --—--- HYp-1 up-1= x (Youi + Yiut
+ --*+ Yp-i up>
32a) Yovo+ Yivi H------- HYp-i w-i = x(Yo® + Yt»t
+ -+ Yp-ly),
YOW0 + Yi”, + - T Yp-\Wp-i = z(Yaci + Yxu9
+ "-.*+ Yp—iwp)
oder:
a (Youi + Yiui + --—--- HYp-iHp) + *dx (Yo"i + Ytet
H-------- hYp-i9) = — * (yO«i + Ytu* H--—----- h»-1“j).
32b) AN (yow + Yi v He--- + Yp-ivr) + *jy (yooi + et
+ — Hypitp= —aE.» Fyv, + - -+ ypi«w)
NMyo + yiw He-eee fYpiwn) + Kj-g (y<A + y*
H------ hypi«) = —*(Hyow, + y,w, H———- HyRi «>).
Hat die Gleichung 30) eine komplexe Wurzel
X+ ixt (xi 4 0),

und setzen wir:

Youi + YiM H--—-hyp-i —x + is;
33) Yovi + Yi Vi 4--m-mmmv typlaq= T+iH,
Yowt+ Yiwdet ...+ yp-iwP= Z-\-iZ,

so folgt, wenn wir die Gleichung 32 b) bezw. mit
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X —iS, Y — iH, Z— iz
multiplizieren, addieren und Uber den Innenraum integrieren:

\f(X—iS) dJJIC+iS)  d(X—iS) d(X+iS)

dx dx dy 3y
, d(X-iS)d(X+iS) d(Y-iH) 3(Y+iH)

3z 3e dx dx
d(Y—iH)B(Y+iH) 3(Y-iH) 3(Y +iH)

dy 3y 3z dz
3(Zz—iz) 3(z+iz) 3(Zz—iz)3(z+iz)

34) dXx dx dy dy

+ Jy(r+ *a)+ 3»(Z+ i2)j

- (x4 iagj[*(X*+ r*+ Z»+ if*+ ii» + Z») dT,

somit, falls x%==0, da die linke Seite reell ist:

J(X» + r»-f-Z>+5"*+fl'»+Z>)»dT = 0,
¢ X:Y:Z:S:H:Z:Q,
oder:
35) i yoM+ y>M + — Hyp-inp= yavi + yi v
iH hyp-ipp= 0; yog, + vy , -1 (- yPiMV = 0
und hieraus durch die Operationen
S+t * »», 4 f + *».
3a dy 'd z
die Gleichungen:

i Youo + y. M H--—--—--- hyp-l«p-1 = 0; yOovO+ vy, vl

36
) \ H------ hyp-i»pl =0; yoe0+ y,w, H—-- J-yp_, mp_i =0.
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Hat die Gleichung 30) eine reelle, negative Wurzel

X = —4,
so folgt aus 34):

HISHW)+3)>

= x>|$(X*+Y* + Z2)dT,

und hieraus wieder: 35) und 36), da links eine Summe von
lauter negativen Gliedern steht.

Hat schlieRlich die Gleichung 30 b) eine positive Doppel-
wurzel

37) X = X
so kénnen wir die p Konstanten
DY ... b

so bestimmen, daf’ sie zusammen mit x die Gleichungen erflllen:

= P»
bdi = 71+
bi= /j-fbdxxy
38) b+ 0
bdp-2 = yP—=2+ bdp-zx,
0 = Yp-i T b&p-¥x,

<b+ ii+ -+ <p2 = 1,
und wir kénnen die Gleichungen 32 a) in der Form schreiben:

F—2xFl+ x%%= 0,
39) mor—2xGt x*G2= 0,
H—2xHx+ x*H%= 0
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F = 0«0+ ﬂj«, + .. 4" <Jp-2«p -2,

Ft— Dw + +  e*+ «V-ittp-l,

Ft= dut + <*«,+ e 4* op

(r= W+ »j +  ——Hip-2»p-2,
40) Gl = flo W+ e+ <p2 vp-l,

Gt= B*+ GO0, + e 4*

#= Awo+ ii«ji+ -—HYDPA2>
= fowi + wi +  — Hp-2«V-I«

0™+ <t + = -f- Sp-twp.

N

Es folgt aus 39) und 40):

IFEY gxvdx tay dza T 2XF-&FE0

IO k= (2~ 4 Tr)+ 2xG —x!Gt— 0,
~ dy\dx ~ dy de

"IM )+ - e

Diese Gleichungen multiplizieren wir bezw. mit

('*'i)! ('<?v)v ('JHI):

363

addieren und integrieren Uber den Innenraum, dann ergibt sich:

*{F2+G* + W - 2x(FF, + GG, + HHY)
+ x*(F\ + G\+ W[)}dx = 0,
und hieraus:
F—xFIl= 0
41) mG —xG, — 0,
H—xHx= 0,

das sind Gleichungen von der Form:

20«0 + 7i«i + -—-—-1-Yp-i UP- 1= O0»
Yo% 4- y,t>, H-—r- V Yp 1»P-1 =
Yowo + Yiwi H----—--- h Yp-i «p-i = °-

Wir sind damit zu dem Resultate gelangt, daR
Gleichungen von der Form:

man
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Rouo + Riui + o+ &«* = 0,
Rovo + Rivi + -+ B,v, = o.
Rowa+ NN+ of-RrKr— 0

stets auf Gleichungen:

IYouwo + y,«, + - -{- YmMr= 0,
42) |7,i>0 +X, + - "I YmP« 0,
+ YmUm— 0

reduzieren kann, in denen die

roYi-
reelle, der Relation:
43) o+ W+ '+ r -
gentigende Konstanten vorstellen und so beschaffen sind, daf
die Gleichung:
44) ya?' + y,a™N 1H---—-—-- Lym= 0
m positive, einfache Wurzeln besitzt.

Bezeichnen wir mit x,xg... xm diese m Wurzeln, so ist,
da eine Doppelwurzel nicht existiert, die Determinante:

11... 1
XtX9 .. . Xm
X*X* XL *0,

l%l—l ed i . «JHB]_

und wir kénnen somit mit Hilfe der Gleichungen:

wo = W -f- Ui oo+ UM, LD
M = 1 + *.t o+ ilitts - - -
45) u2= xf2£A+ U2+ -+ x-2Um ...
Chj + th-(m-l) A Ao um, ...

1) Je zwei analoge Gleichungen, in denen berall « durch v bezw. w
und U durch V bezw. W zu ersetzen ist.
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die Funktionen

UxU%. .. Umlinear durch die uQux... «m_i,
VxV%... Fm " . MOvl... vm_,,
TFj W v .. » fi » 20 ufe-i

definieren. Aus 45) und 42) folgt nun, da xxx%.. .xm die
Gleichung 44) erfillen, auch:

W= X{muUl + xtmuUl H---- + x~-mdm, ... )

so daR wir die
Uj F. Wj G= 1,2... m

anstatt durch die Gleichungen 45) auch durch die folgenden
Gleichungen definieren koénnen:

46) Uj= x-tUt+ + hx~jum,...) 3= 1,2...w).
Nun folgt aus 46) und 24):
- =V (ir,+t £m) + (-1t0-.+ *?2°f)
. + G= 1,2... m),

und da wir die Gleichungen 45) auch so schreiben kénnen:
48) Uj-i=x7U-HUL+ x A -"W t+-x-<I-"Um,... 0=1,2...%»)

auch:
= *rB{HT, + * ~ + %17}
49) + V)N + A x50+
+ aN)JAED+ *NT + £},

Das sind dreimal m lineare und homogene Gleichungen
far die m GroRen:

I) Je zwei analoge Gleichungen, in denen Uberall u durch v bezw. w
and U durch V bezw. W zu ersetzen ist.
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2ft
bezw. AVj+ E~ + XjVij, j = 1,2 ...tn,

IJWj + k A~ + xjwj,

es folgt somit, da die Determinante dieser Gleichungen ™ 0
ist, einzeln:

3ft
AUf+ k-~7~-XjuU:,
2ft
50) AVI+ kigg = -*I W i- 1,2...m
AWj+ kdg = -XjWj,

Die erste Gleichung 45) lehrt uns somit: Es ist bei unserer
Voraussetzung:

uo= Ux+ U2+ ---+ U
51) Us= I't+ F+ -.-+ VNN
wo= WI+ W, + .-- + WM,

wo die Uj Vj Wj linear durch die uj vj wj ausdrickbare Funk-
tionen des Innenraumes von w sind, welche in demselben den
Differentialgleichungen gentigen:

Av>+ Kkil% = - x>vb i= i*2...w.
oy
AWj+KAN-XjWij,

Dabei sind die Xj positive Zahlen, welche der Gleichung:

Ro& + Ri + -+ & =0
genugen.
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Wir sprechen das Resultat folgendermalien aus:

I. Bestehen zwischen den successive durch die
Gleichungen 24) und 25) definierten Funktionen UjVjWj
Relationen von der Form:

fouo + RBi ui + + RBpUp — Q
Bovo+ Riv\+ + Bpvp=
Rowo + Riwi + BpWp = 0,
wo p eine endliche Zahl, RO Rp reelle, der
Gleichung:
R+ +

genugende Konstanten vorstellen, so kann man uOvOtvO
in der Form darstellen:

ut+ .-+ UM (m<p)
% = W+ + -4-+ Fm,
"t-Wt + Wt + '-'+ W,

wo die UjVjwj linear durch die UjVjwj resp. ausdrick-
bare, mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und
stetige Funktionen der Stelle des Innenraumes von (o
sind, die in demselben den Differentialgleichungen:

doj__
dx

dW%+ ha; = —xéng’
und an der Oberflache den Bedingungen:

U= 0,
r,=0 j=12...m
Wij= 0,
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genitgen; dabei sind die X positive Wurzeln der
Gleichung:

RU* + Ri#t~1+ ""+RBp = O

Die Funktionen fxfd%sind in der Form darstellbar:

fi = 3jux x2dj s XinTIe,
52) fs = — xJIVx — X%Vt ------------ xmVm,
[» = — XXW X— X2W 9 ----------—- xmw m

Die letzte Behauptung folgt unmittelbar aus 51) und 50).
Setzen wir bei der Voraussetzung des Satzes |

TJ= axUl + a2u9 + -’ -+ amum
53) < V= axVx + 6jFj -J --mf"  Hii,
.TT= a, TT, + atTif H--—--—-- Hamw m

so genugen diese Funktionen den Differentialgleichungen:

AU+k”™ + PU = -fit,
54) AV+ k7y+k®nV = -'*>
AW+ kTz + itW= -1 »
wenn:
55)

bei der Voraussetzung:
X0* Xj.

Die Losungen 53) unseres Hauptproblems haben somit,
als Funktionen von P betrachtet, einfache Pole an den Stellen:
P =X (Gj=1,2...m.

Fragen wir, kann es noch ein anderes LOsungssystem
U Vv W' der Aufgabe geben, so bemerken wir, dal} in dem
Falle der Existenz eines zweiten Ldsungssystems U'V W 'i
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A(U'-U) + Kk = - P(U'-U),
56) A(V—W) + & = —*(V -V,
AW—W ) - N\ - k W )

0Z

sein muRte; nur um solche Funktionen W—U V'— F, W'— W,
die im Innenraume den Gleichungen 56) genigen und an der
Oberflache verschwinden, kénnen sich UVW und ITV W
unterscheiden.

&

Wir betrachten jetzt den Fall, dal} sich zwischen den
successiven Funktionen UjVjWj keine Relationen von der Form:

Bouo + Riu\mm*.-' + RpUp = O,
Rovo + Rivt+ ---+ Rpw = 0,
Bowo + Ri*>i H------—-- I-BpWp = O

herleiten lassen, wop eine endliche Zahl ist und RORi-.-3p reelle,
der Gleichung
Rl + + +
genligende Konstanten vorstellen.
Wir bilden an Stelle der Reihen Uj\VjiVj die Reihen, welche
entstehen, wenn man anstatt von den Funktionen fxf% 5von
den Funktionen:

aofl + aill0+ a2UL+ ---+ doUp-1
aoU + a\wo + a%w\+ * . (Pyw 11
ao/s + aiwo"t"aiWl+ m- .+ apwp 1
ausgeht, wo die
a0g ...

p + 1 reelle Konstanten sein sollen, die der Gleichung:

S+ «?+ -+ N = ]

genugen, und Uber die wir uns noch weitere Bestimmungen
Vorbehalten.
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Wir bilden also successive die Funktionentripel Xj# @,
welche in t den Differentialgleichungen gentigen:
39 |
N =- («OA+“»tto+-" -+ “pP- ),
N0
*y
9a.
Ag°+ kdE =- M + ai” o+-+°P»P-1)>
57)
a i9
i+ dx-=

AXJ+kA=-Xi-~ J=1,2 ...

A 7 dQj

I* ~®"l

und an der Flache & den Grenzbedingungen:

M=o,
58) h=0 j=012...
£ =

Wir wollen zeigen, dal wir bei genugend groflem p die
Konstanten

a0<xq{...d
so wahlen konnen, daf
abs. R*jij<A- L,
59) <abs. 12*xj< A -],
abs. MI*qj < A

endliche Konstante,
L echter Bruch,

wenn 3* eine beliebige positive, festgegebene Zahl vorstellt,
so dal die Reihen:

* = »0+ *n\+ 1*nt+
60) X= X0+ WZi + X6+
e= e0-fP 6 + Q+
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mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und stetige Funktionen
der Stelle des Innenraumes von ca vorstellen, die in demselben
den Differentialgleichungen:

90
A7l *dx= — («./; + «, «, + -+ + «<«P-O*
90
61
) *OX ~ —a™ a' Vv °p
30
aQ + * = — (a0 + a\wo + "H- + apPwpr-\)

und an der Flache < den Grenzbedingungen:

n= 0,
62) Jz- o,
ft — 0

genugen.

Wir betrachten zum Beweise dieser Behauptung den
Quotienten:

/[« + £ + £)*

(m eine endliche Zahl),

der nach 57):%)
* Es ist nach 67):

JX*-1 +J&-1 + e»-i)dl

-?2[S+»E)+(MN+FE)+ K +*E£) |

und:
[»+»>*+(£E-Er+ (£-1-)'+(& ) >

+ (dxmtkJ”) +{Ae- +k~3j) ]

somit:
1906. sitnuigBb. d. math.-phy-. KL 25
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JH + *5. + eU dx -ji
J[<>+> W -wW H
und
"Wp*
wenn wir a0 ... ap in geeigneter Weise wahlen, nach dem
Hilfssatz auf S. 354, da
*m— ao Wl 4- a, Mn+ ... -f ap ,
Xm= a0 Vm-1 + a, Vm+ - I- «<P Vm+p-1,
= a0™m-1 + a, "om+ QWhHpJd.

Das Resultat:
i + £ + £)<*
) K £ E') endl. Konst.

«3) :] i >|>_5 I Ill_-1|+T <’_)I_,)7dr < »l/p«

gilt somit fur jedes bestimmte, endliche m, bei beliebigem
und geeignet gewahlten a0a, ... ap
Bedenken wir jetzt, daf:

le _, + A1+ A-i)dl= - /[*--> +kjf) + - ]dx

== 247" XnXm-24" %)

XAm-l+ xor 14

® Fir m= 1 soll
*»-2 fir «0 A+ i «0 Hemmmme h O«p-i,
Xm-2 far “Ofi+ “1r0+ -———1-ap®p_l.. \

Pm-2 for “0ft + “1WO4--------- H“p»p-I
stehen.
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so folgt:
[f K.-1+ *»-.+ <&-.)drj

< Ix « + Xi+ ei) dz i)<<<_2+ xi-i + e»_i)dr,

oder:
JK -, + + A-i)dz JK + A + &) dt
JK-a + + N -2dr A JK _,+ *Li+ £-,)dr
64) — endl. Konst.
< Wy

Infolge dieses Schlusses von w auf m— 1 ist allgemein
fur jedes bestimmte, endliche m bei geeignet gewahlten a0 ax4v:

\}K + 4 + el)dz

J{(«Qi+aiMt+ + aj'«p-i)*+(ad/i+alvo+"+apVO0*+(ao/i+ai«’o+ +apm.\Y\dz

JK + *I+ e?)dT JK+*i+e])<ir JK ,+ *«+ £«) dx
‘JK+*o+eo)dz’\\IJK+*i-hei)dt’\ \I]K.-|+*m-l
endl. Konst.

*Vy

Man kann dieses Resultat aber auch flr unendlich
wachsende m beweisen, nach der bekannten, von Poincard
gefundenen SchluRweise: Man betrachte die flr ein beliebiges
endliches m unseren Voraussetzungen gentigenden

fl(m Q(m) a(m I\
u A p '
als Koordinaten von Punkten der Kugelflache:
66) ao+ a®+ ---m+m«p — 1

in einem p + 1 dimensionalen Raume, dann wird fur die

I) Ich fuge die Indices (m) zur genaueren Bezeichnung hinzu.
25*
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q'grr) i ﬂgr)

eines gewissen Gebietes dm der Kugelflache die Bedingung 65)
erfallt sein. Wir konnen in gleicher Weise, bei geeignet ge-
wahlten

ag*wl) agm+l) e p

erreichen, daf:
JK + 4 + "o)dx

J*{(a«/i+altto+ +apMp.,)H (aoft+aivo+' +ap>p-)x+(a0fHaltcatr -H W i) 1}«

Jj'(M+Z2?2+e?)dr +
N SiK+xIofydx*' Sirf+X~A+Rtydx™ N J(nm+ N«+ ex)dr
i

endl. Konst.
W y

wo die endliche Konstante rechts von m und p ganz unab-
hangig ist. Die Punkte

welche der Bedingung 67) geniigen, werden einem Gebiete

der Kugelflache 66) angehtren, welches ganz in dem Gebiete dm
enthalten ist, da die Bedingungen 65) eine Folge von 67) sind;
in dieser Weise fortgehend sieht man, daR das entsprechende
Gebiet d¥2 ganz in dem' Gebiete ganz in dem
Gebiete dn¥2 enthalten ist, und so fort; daraus folgt, dafl ein
Wertsystem:

aQax. .. ap

existiert, fur welches die Ungleichungen 67) auch bei unend-
lich wachsendem m erflllt sind, und es ergibt sich:

68) J(**+ $ + ef)dx<B- Dpi,
wenn wir
69) Ly = endl. Konst.

vV i*
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setzen und unter B eine endliche Konstante verstehen, die von
j ganz unabhangig ist.

Wir folgern aus 68) auch

N endl. Konst. 1#
T

(man vgl. die letzte Formel Anm. S. 371), wenn man unter
Fj eine der vier Funktionen

_dn™ '3%  fdOj 3ft dXJ drh
* dx dy de' dy d*J de dx’ dx dy

versteht; denken wir Uns um einen Punkt {x y e) innerhalb d
eine Kugel vom Radius i2, der nur klein genug gewahlt ist,
dal die Kugel ganz in dem Gebiete t liegt, so ist:

wo die Integrale rechts Uber die Kugel bezw. Kugelflache zu
erstrecken sind, somit:

47 R
T
*4" R31Fj 1< endl. Zahl - V$F*dT-R"

R
+ b]*endl. Zahl R"VR- f AF:c]dx dB,
J

<: (endl. Zahl - R* + endl. Zahl - R*) L},
also:

[ [< endl. Konst. ~ ,
rs5

wenn r die kleinste Entfernung des Punktes (Xxy z) von <o ist.
Ferner ist wegen der Formeln:

1 dChd*. 1 3 C ut 1 dr dr
U] 47 dxJ *r 47t dy J r 4ji dej ™~ r ' *

in dem Punkte (xy e):
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¥
abs. Max. (jtj Xj gi) < abs. Max. Fj -f- endl. Konst. —

somit, wenn wir mit Cj den absolut gré3ten Wert von njZjQjOj
in (xy z) bezeichnen:
T3
Cj < endl. Konst.
ri
Andererseits ist nach den Untersuchungen meiner ersten
Abhandlung zur Elastizitatstheorie:

abs. |g P< endl. Konst. Cj-1 r\% (vgl. diese Ber. 36, S. 80,1906),

somit

L
Cj < endl. Konst. Cj-1 xx+ endl. Konst.
rl

wobei man fiir r eine beliebig kleine Lange einsetzen kann,
hieraus in bekannter Weise, da {, somit auch

70) abs. Max. fa % Q Dxtg Di & Dxgj) <A-Lt,

wo A eine endliche, von j unabhdngige Konstante, Lp eine
Zahl vorstellt, die durch VergrélRerung von p beliebig klein
gemacht werden kann.

Ist nun A* eine beliebige, positive, fest gegebene Zahl, so
kénnen wir dadurch, daB wir

{:P-< L

machen (L irgend ein echter Bruch), erreichen, daf
71) abs. Max. [X2jnj,X2jXj, A% , X2W x7ij, X2) Dx%G, X2W xgJ] ™~ A Lj
wird, und es wird dann tatsachlich in den Reihen:
n = 7iQ+ X7ix+ AMtt2-1------ ,
72) cx = Xot Pxt + idx, H—,
QEQ@+ B f A+
ein mit seinen ersten Ableitungen in t eindeutiges und stetiges

Funktionentripel gegeben, das im Innenraume den Differential-
gleichungen:
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dn + %— = — (a0/i + aiM+ a%ui + *'m+ apuf-\)i
73) Axt * = — (aofet dlvot «i¢ft - | apvp-i),
30
A6 N *dz= — @™+ a*wo+ a*“'H ---——-- aPWP-1)

und an der Oberflache co den Grenzbedingungen:

n= 0,
74) * - of
0=10
genugt.
§ 5.

Wir definieren jetzt die p + 1 Funktionentripel
uu'd"... 17«, Vrr-...v<p), Ww"'w"... W« i)

durch die dreimal p -f- 1 linearen Gleichungen:

AN+ atr+aid"4+ ... 4 dUM=n, .. 7
Uu—PU’ =typ - - -
75) U— PU = W .

IIPD _ PU» » wp

nian kann dann zeigen, daf fur den Fall des Nichtverschwindens
der Determinante dieser Gleichungen:

«0 a. at - - aP
1—P 0 .. 0
76) D = o 1 --P.. 0 ,
0 O o ...1—P
I= (-7~ « 0+ (-PY~iagi+ . =~ Sk

1) Die Zeichen (j) sollen hier als Indizes stehen.
a Je zwei analoge Gleichungen, die dadurch entstehen, daf man
fir U bezw. VWt fiir n bezw. %g, fur U bezw. Vto schreibt.
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die Funktionen U V W mit ihren ersten Ableitungen eindeutige
und stetige Funktionen der Stelle des Innenraumes von ca dar-
stellen, die den Differentialgleichungen:

AU+kN+P U --tlt
77)
AW+k~ +1*W=-fi

und den Grenzbedingungen:

U= o,
78) F=0
W=0

gentigen. Wir schreiben hierzu die an zweiter bis p + 1
Stelle stehenden Gleichungen 75) in der Form:

79 UUn—VW —UF —o,... Gg—1»2.. p)
und folgern hieraus durch die Operationen

Allr” A> T, A il 90
J+ hdi* A+ kdj’ J+ *aP

daR:
auu-)+ jtae— i _ p/'j Tjw+ G
dx Vv dz J
+ ttj-22 = 0,
i yti-n+ 1 _Jd AN jiIoM N
80) 3y \ 9v )
+ ty-2 = o,
AWU-»+ k — FAAWW +k

+ W-2= 0.

) Im Falle j = 1 steht UU~I) Wu-~I) fur UVW.
d ImFallej = | steht Y 2Vj-2 wj-2 7ur fi ft /»
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Wahrend nun die an erster Stelle stehenden Gleich-
ungen 75) mit Rucksicht auf die Gleichungen 73) die Rela-
tionen liefern:

+ *4 f-+ N +f*\
+at[AU' + -+ PU t

81%)
+ at\AU" + * "~ 1 + A»ET + «,}+ .-

+ «{<4m + + 1*u» + = o,...

folgen, wenn man die Gleichungen 79) mit k2 multipliziert und
bezw. zu 80) addiert, die folgenden Gleichungen, die wir fur
j = 1,2 ...p ezplicite hinschreiben:
aft .
AU+ k-£ + X*i0+ ft
- Ir+«8 + A»?r+«Q - o,...
AU* + N+ XU+ U

81b

0...

X'(au"t Jer-+ xeTT

a0 (p-i) :
A titp—»»+ i Z - 1 A» JJiv-] -
0%

—jI*™ 17 «+ ftN + I5I7W+ * )i, 0, ...
Die Gleichungen 81a) und 81b) bilden zusammen ein System

von dreimal p + 1 linearen, homogenen Gleichungen in Bezug
auf die dreimal p-\- 1 Grolen:
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Au+Kk”™ + i'u+ft, AV + kK™ + w + u»

AU"+ k | + Aal"+ M,... AW* + 'It-df- + P UM+ Up_,;
X X

AF +klIx+ i*r+f» 4r +*VIf+?2r +*.

AV + KIN- + t* LA TW A+ AN+ ASFW+ Ty

AW+kN+ PW+ f, AW'+ kdf + |."W' + wa,

al/Q" 3 fo(p)
AW" + Kk ’\Z- + PW"+ w, ...Awm+Tt:j’;-+ AW™+
a

Ist ihre Determinante D (76) + 0, so mussen sie einzeln
verschwinden; im Besonderen gentigen also U VW den Differen-
tialgleichungen 77).

Nach den Definitionsgleichungen 75) sind U VW in der
Form darstellbar:

U= P
- D
82) v= £
W___
D
wenn:
n 1 a* akri (p
Wwo— A0 0 0
P = s 1 —A. 0 0
Up1 0 0 1.,
% «l Opl «F
vo — A0 0 0
83) Q= , 1 --A* S0 0
vp-1 0 0 .. 0 — A
Q « rtp— op
ng — A0 0 0
R=" M 1 »a 0 0
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Die Formeln 82) stellen in jedem Falle die Ldsungen
unseres Hauptproblems dar, falls nicht Xtgerade eine Wurzel
der Gleichung

D—0

ist; dieser Ausnahmefall bedarf einer besonderen Diskussion.

8 6.

Wir haben X% bisher als eine bestimmte, festgegebene
positive Zahl betrachtet, wir wollen jetzt X%tals eine beliebige,
positive Zahl unterhalb dieser festeu Zahl auffassen. Die
Funktionen jixq, somit auch PQB sind in allen diesen Féallen
mit ihren ersten Ableitungen (nach xyz) eindeutige und stetige
Funktionen der Stelle des Innenraumes von co; dagegen wachsen
die Losungen UV W unseres Hauptproblems ins Unendliche,
wenn sich Xpeiner Wurzel der Gleichung

D=0
unendlich nahert und nicht etwa gleichzeitig auch P bezw. QR
zu Null konvergieren.
Die Wurzeln
(<)
der Gleichung:
D=0
werden somit Pole der Funktionen U VW in Bezug auf die
Variable X2 sein, falls dieselben nicht Nullstellen fur P bezw.
QB sind.
Unsere wesentliche Aufgabe wird daher jetzt sein, das
Verhalten der Funktionen PQB an den Stellen

X= xIxl.. xi
zu untersuchen. Es folgt aus 83):

AL @ «i @ «
AuO—P 0 ... 0 0
AM 1 —P ... 0 0

Awe—| 0 0 ... 1 —X
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und:

- (a<tfitaicotaoVi+ -+ Q3 p-i) «l av .ap-i<*r\

. -fi+1%0 *.<>. 0 01

AP-i-Aj&ijthdré) = -«0+Mr«, 1-A». 0 Oj,...
+X%

0 0.. 1-i*

oder:
AP + k + *--) 4+ XP = - ftD,
dx\dx 3y de}J

B) i+ v RA* Dyt GV i F«--da

R, t3fdP L 304 _ AL
J 22 — R——f. D.
AB+kde{-dx'dy de) td
Bezeichnen wir die Werte von PQB fir
Gg—1L2...p

mit PjQ Rj, so folgt:

APj+ k* (\Pi+ ~ + -|3A = - Pj,

l_Ll 3a; 3a;|1dy 1(!eJ >?1J

85) dy\dx ' dy " ded 31
ARk *fax-* ay * @23 = - Rh

Definition. Wir bezeichnen als elastische Funk-
tionentripel des Innenraumes von o 3 mit ihren ersten
Ableitungen eindeutige und stetige Funktionen der
Stelle des Innenraumes UjVjWj, welche in demselben
den Differentialgleichungen genugen:

AUj + k™i + XtUj-Q,
86%) AVi+ k~J + arr/-°.

AWi + k~d7 + ~ A = °
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den Orenzbedingungen:

uj — o,
86) Fi-o,
Wj= 0
und der Beziehung:
86«) X (M+7;+ TFj)dx = I;
1

ij bezeichnen wir als die dem elastischen Funktionen-
tripel UjVjWj zugehdrige Zahl.

Wir koénnen nach dieser Definition das Resultat 85) auch
so aussprechen:

Die Werte, welche P Q B fur

X=xl14-.-4

annehmen, sind entweder identisch Null oder elastische Funk-
tionentripel des Innenraumes von od multipliziert mit von Null
verschiedenen Konstanten.

Die Wurzeln X, denen elastische Funktionentripel ent-
sprechen, konnen nicht Doppelwurzeln der Gleichung
D=0

sein. Fur eine solche Doppelwurzel waére:
~N.= 0
di* '

somit nach 84).
L ,3Q) * "Rj\

3 dx\dx + dy + dz)-—--
Ad|+|L ++ dRA

ax* + {\dx dx* ’\dy dX' + dz dX2\7 *dX2

Multipliziert man diese Gleichungen bezw. miteinander,
addiert und integriert Gber den Innenraum, so folgt mit Rick-
sicht auf die Relation:
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JIM"1S +*9x{AW + Ty% +»,S)J +" ]&1

daR:

JK"p+*1 Caf+i? + *N)]+m-H- “.
oder:

I[P+ (E'"+#+$)* + (*£ -
also:

Pj = = AJ = 0|

. . . . . 0
womit die Behauptung erwiesen ist, dal einer Doppelwurzel X]
kein elastisches Funktionentripel UjVjwj entspricht.

Es ist ferner leicht zu ersehen, daB die Wurzeln X* der
Gleichung

D = 0,

denen identisch verschwindende PjQjRj entsprechen, nicht Pole
fur die Losungen U V W unseres Hauptproblems sein kénnen,

da in diesem Falle, wenn das betreffende X* eine mfache Wurzel
der Gleichung

o =0
--P):
d'D d"-1D

AE— r” Kkk i N1
AR - 7 (@i = Rslne ™
dmP dmQ dmR
i = (dxy (dkY _(did»

drD’ dmD ' - drD
(dad" (d;19" (dFy*

dmP dmQ dmR 2 2

Lh (dI)™ (dI3™ (dX3" an derStelle 1 eindeutig und
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stetig sind.) Wir kénnen das Resultat in folgender Weise zu-
sammenfassen:

1. Bestehen zwischen den suceessive durch die
Gleichungen 24) und 25) definierten Funktionen

Uj Vi Wj 3= 0,1,2..)
keine Relationen von der Form:
oW+ RBIUL+ "m+ RpUp= 0,
Bovo+ RBivi+ "' Rpvp 350,
fowo + Biwi+ **+ Bpup= 0O»
woj) eine endliche Zahl, B™B3x... Bpreelle, der Gleichung:
« + £f+teee + £ -1

genlgende Konstanten vorstellen, so kann man fiur
ein beliebiges
== y endl. Konst.

e
wenn m eine beliebig grolle, fest gegebene Zahl vor-

stellt, ein Ldsungssystem unseres Hauptproblems in
der folgenden Form angeben:

X (A xY,2)
u Tt-iW -ft
g7y VT —Y@xyve_ gy ncm
(R2-A?2)U2-A])...a2-4 )"
w = Z(X2xyy ,e)
(A2— A?) (A2— Aa) ... (Ad— AN’
*) Dies ist ohne weiteres klar fur m= 1; fur m= 2 folgt aus 84)
und = 0, da nun das betreffende Xj eine Doppelwurzel der Gleichung
D = 0 ist:

p
S b aomie O=-0T

und so fort, fir m= 3,4 ...
2 Fur den Fall n= 0 «oll die rechte Seite einfach for X {&,x,y,z\
Y (5, x,y, %), Z (XX,y, z) stehen.
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wo A A ... A, bestimmte, von einander verschiedene
positive Zahlen sind, XTZ far jeden Wert
von A2

ein mir ihren ersten Ableitungen in t eindeutiges
und stetiges Funktionentripel darstellen und abge-
sehen von einem konstanten Faktor flr

Xe= X 0= 1.2...»)

in ein elastisches Funktionentripel des Innenraumes

von c mit zugehoriger Zahl A lGbergehen.
Die kurze auf den Satz | folgende Betrachtung (S. 367)
zeigt uns, daB der Fall:

Bouo + R\ui+ *"*+ Rpup “ O,

Bovo + Bi vi H--mommee h Bpvp = 0,

Bowo+ RBiw i~i---------- \rp*>9 = 0
(p endlich) keinen Ausnahmefall des vorstehenden Satzes
darstellt:

Zusatz 1 zu Il. Der Satz Il gilt in gleicherweise,
auch wenn zwischen den successiven Funktionen:

Ui Vi Wj (j=0,1,2..)

Relationen von der Form:

Bouo+ Riui+ ** + RBpUp= 0,
Bovo+ RBivi+ '* + Bpvp= °t
BoMo + RBi~%i H-—---- + Bp*»? = 0
(p endlich) bestehen.
Zusatz 2 zu Il. Fur irgend ein von

i0..-£
verschiedenes A& kann sich eine andere Lésung TTV'W*

unseres Hauptproblems von der Ldésung 87) nur um

Funktionen
u—u VvV'—V, W —W
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unterscheiden, die selbst ein elastisches Funktionen-
tripel fur den Innenraum von w mit dem betreffenden
X als zugehodriger Zahl bilden.

Dies folgt genau in derselben Weise, wie in dem Spezial-
falle S. 369. Die Frage nach der Existenz der Lésungen unseres
Hauptproblems wird durch den Satz Il vollstdndig beantwortet,
wir wollen uns nun besonders mit den Polen dieser Losungen
und den elastischen Funktionentripeln beschéaftigen, welche
diesen Polen entsprechen.

§ 7.

I11A. Die einem elastischen Funktionentripel UjVjWj
zugehorige Zahl X ist eine reelle, positive, von null
verschiedene Zahl.

Der Beweis von IH*) liegt in der Betrachtung S. 359—362..

I11h). Jedes elastische Funktionentripel Uj\VjWj
entspricht der Ungleichung:

abs. Max. (UjVj TF) a - %,

wo a eine endliche, lediglich von der Gestalt der
Flache o abhangende Konstante vorstellt.

Zum Beweise dieses Satzes braucht man eine Verallgemeine-
rung der Formeln 137) meiner ersten Abhandlung zur Elasti-
zitatstheorie (diese Ber. 36, S. 80, 1906); man kann namlich
ohne Schwierigkeit auch aus den Formeln 103), 105) und 136)
folgern,) daf® auch in dem Falle

dx ~ dy T dg *

die Formeln 136) bestehen. Bedenkt man, dafl wegen der
Definitionsgleichungen:

* In einer Abhandlung ,Sur les équations de I'élasticité*, die dem-
nachst in den Ann. de L’Ec. Norm, erscheinen wird, werde ich Ubrigens
etwas ausfuhrlicher auf diese Verallgemeinerung eingehen.

1901 8Jtxangflb. d. math.-phys. El 26



388 Sitzung der math.-phys. Kluse vom 6. Mai 1906.

v, + - - v,
J 0/ dx < endl. Konst. X, ju* dx endl. Konst. A¥

und* setzt man:
Cj — abs. Max. (UjVjWwj),

so folgt leicht wegen der Formeln:

o LAcaM i1 dto13 (v
T 47ndxJ ~r 2l'»3yJ *r 4ad#J

r

Cj< endl. Konst. -y=+ endl. Konst. r - X Cj, . kleine
\A s Lange),

somit die Behauptung, wenn man r = X einer genigend

kleinen, endlichen Konstanten setzt.
ILER) Setzt man:

Ii=Uj,
88») jft=Vj,
If»= W,

wo UjVjWj ein elastisches Funktionentripel des Innen-
raumes von co, X die zugehdorige Zahl vorstellt, so ist:

Ui
u= «04- &AM + Xut+ = o0 - X
88" — r Av, + Xy, -f A* < .
) v PRV + X Ky-xy &<
Wj
W— w0 -)- At -3 AN+ O Y

Denn es ist in diesem Falle:
Ui
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Diese Uberlegung beweist zugleich den Zusatz:
Zusatz zu UIGQ. Setzt man:

fi = ai + at Ut + ---4* ap Up
89%) % != ai Tt + a* "*+ ap Vpi
fs = aiWi+ atWt H-----—--- H <bWP*

wo axa2. .. ap Konstanten, VjWj (j= 1,2,...p) p ela-
stische Funktionentripel des Innenraumes von  mit

den zugehdrigen Zahlen 1*$ - .. vorstellen, so ist:
= N
u= ud+ Xow, + X -f- 5;3_)gL_)_T2»
89h v= VO+ X0vx + AdVv%h+ —vVv' airi .
i X— %
W= WO+ Xwx+ X+ - Ei-j)giW\-*
— %

solange X2 kleiner als die kleinste der Zahlen XXI. -.
und p eine endliche Zahl ist.

I11d. Es existiert flr jede stetig gekrimmte, ge-
schlossene Flache o und fir jeden Wert von Jc>— 1
eine endliche, positive Zahl mvon solcher Beschaffen-
heit, dal, falls p eine beliebige endliche positive
ganze Zahl m vorstellt, die Zahl der Uberhaupt
maoglichen, linear unabh&angigen elastischen Funk-
tionentripel des Innenraumes von c mit zugehdrigen
Zahlen

endl. Konst.

ll; *y¥Y~"

<p sein muf.

Man kann nach unseren friheren Resultaten bei gentigend
grolem p die Konstanten axa2...ap so wahlen, daf:

C%-l-' 2“1' «54—' -**"TzapA 1

und die Reihen 89bh fur ein beliebiges
26*



390 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 5. Mai 1906.

Lip

konvergent sind. Waren nun alle

t < Vl
so wurden die Gleichungen:
9 ai U
I X
_* 4V des vorangehenden
\ i Kl—A  Zusatzes zu DP)
i &
w138 ajx

diesem Resultate widersprechen, es mull somit wenigstens eines

der A
>K

sein, wenn UjVjWjp linear unabhangige elastische Funktionen-
tripel des Innenraumes von co vorstellen.

Wir konnen diesem Satze sofort die folgenden Zusétze
hinzuftgen:

Zusatz 1 zu Illg. Die Anzahl der elastischen
Funktionentripel, die von einander linear unabhéngig
sind und zugehdrige Zahlen

ki<m
besitzen, wo meine endliche Zahl vorstellt, ist endlich.

Zusatz 2 zu Illd. Die Anzahl der mdglichen,
linear unabhéangigen elastischen Funktion entripel mit

derselben zugehdrigen, endlichen Zahl & ist endlich.

1119. Sind JJiViwi und UkVkWk irgend zwei ela-
stische Funktionentripel mit den von einander ver-

schiedenen zugehdrigen Zahlen A und A so ist:

90) JIU, B+ viv,+ W,WRdr = 0, U?*
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Wir multiplizieren zum Beweise die Relationen:

oy
AW< + k*-P- = -tiW,
0Z

bezw. mit UkVKWk, addieren und integrieren Uber den Innen-
raum, dann folgt:

IUI(U<Uk+ Viwk+ WiwRdT

= - J[V.AU.+k3»-) +V .{& Virt~ ) + w ,(a

- AfN\Uil,, + V,Vk+ W<WK dt;

es folgt somit die Gleichung 90), sobald

Zusatz zu llle.). Koénnen wir drei Funktionen
der Stelle des Innenraumes, die an der Oberflache o
verschwinden, in der Form darstellen:

h=c¢xI7 + C\ Ut 4-
91) U= C, F, + 6, V3-t
fa=CiW,+ C'W'-h
wo UjVjwj (j = 1, 2...) elastische Funktionentripel

mit von einander verschiedenen Zahlen K... vor-
stellen, so mussen die Konstanten Cj die Werte haben:

92) Ci= S(ftUi+ ftVj+ ftwgdt, V=12-.)
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Wir haben zum Beweise nur die Formeln 91) bezw. mit
UiViWi zu multiplizieren, zu addieren und Uber den Innen-
raum zu integrieren, schliellich die Formeln

F(UUk+ Vivk+ Wiw,)dz= 0, (i*Kk)
Hu< + vl + w?2)dT*=i
1

Zu beachten.

Die Frage, unter welchen Bedingungen wir vorgelegte
Funktionentripel fxf9fs nach elastischen Funktionentripeln ent-
wickeln konnen, soll uns in dem folgenden Paragraphen be-
schaftigen.

§ 8.
Die Untersuchung, welche uns zu dem Satze Il. fuhrte,

hat uns gelehrt, dal jedem Pole A der Lésungen unsers Haupt-
problems:

*\VJ+ kN + 1%V=-fv m t
*WJI+k\ty + "W --fv
Uu=Vv=W—0 an a

(fur 0 < X< Lp wo p eine endliche, im Ubrigen beliebig

groRRe positive Zahl vorstellt), ein elastisches Funktionentripel
Uj Vj Wj entspricht, und daf} die Anzahl dieser Pole hdchstens
= p ist.
Wir definieren nun die Funktionen RpSpTp durch die

Gleichungen:

RP= f\- O\ Ux- Gt I\ o O Up,
93) s, = ft-c\ rx-c¢c 2v, - CP VAL

Tp= f>-CIWI- C\W9----mmurmne- CpWp,
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WO:
94) C = I(/; ~ -fftVj+ f,Wj)dx, 0 = 1,2..», Otn<p),

entsprechend den n Polen von XJVW im Intervalle

wahrend
95) 0/)«Of (j=nf L,n+ 2,...p

sein soll, und wir wollen jetzt von den Funktionen fxf%n vor-
aussetzen, dal} sie an der Oberflache co verschwinden und in r
eindeutig und stetig sind mit ihren ersten Ableitungen, wéahrend
ihre zweiten Ableitungen endlich und integrabel vorausgesetzt
werden sollen.
Es gilt dann gleiches auch fir die Funktionen RPSPTP.2
Wir werden von dem Ausdruck

JN +sS+ ~Mdr

zunachst nachweisen, dal er durch Vergréferung von p unter
jeden beliebigen Kleinheitsgrad herabgedriickt werden kann.

1) Mit der Festsetzung, dal auch
CjUj= CjVj=CjWj = Q 0O« +I» *+ 9.--1»)-

2 Der Beweis, dall die zweiten Ableitungen von Uj Vj Wj stetig
sind, folgt daraus, dal man in dem in der ersten Abhandlung zur
Elastizitatstheorie behandelten allgemeinen Gleichgewichtsprobleme die
Stetigkeit der zweiten Ableitungen von uv w stets beweisen kann, falls
ft fth von der Art stetig sind:

&bs. \fj i < endl. Konst. rf2, - -» 0< X< 1

Eine ausfuhrliche Behandlung dieser Dinge wird in meiner dem-
nachst in den Ann. de I'Ec. Norm, erscheinenden Arbeit: Sur les equa-
tions de l'elasticit™ gegeben. Fur den Beweis der Stetigkeit der zweiten
Ableitungen von uvw ist allerdings noch die Bedingung hinzuzufuigen,
daR die ersten Ableitungen der Richtungskosinusse der inneren Normalen
cos (vx)j cos (vy)f cos (vz) auch von der Art stetig sind:

abs. |Dtcos (vx) R< endl. Konst. rj2,. .0 < X< 1
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Wir betrachten zu diesem Zwecke die Lésungen uvtc des
folgenden Problems:

96) \ 99

dz r

u= v= w= 0, ana,

welche wir analog der zu dem Satze G. fuhrenden Unter-
suchung zu finden imstande sind, und wir wollen zunachst
zeigen, daB die friheren Werte

= A

nicht Pole des Funktionentripels uvw sein kénnen.

Multiplizieren wir die erste Gleichung 96) mit Dy, die
zweite mit F}, die dritte mit Wj, addieren und integrieren
Uber den Innenraum, so folgt mit Ricksicht auf

J e nar [ - ¢S mv R

= -$ Xuli+vVj+wWidx

und
SiRrUj+S,, Vj + T pWj)dr = 0,
daf:
97) C*—AXuU-fvVj4wW)dT= 0,
i

G=12..w

Ist Xf das Kkleinste Ay, so ist, wenn wir UMW (j = 0,1,2,..)
durch die Gleichungen definieren:
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4“0+ * S xs—

AwO+ kK j*~-T r,

98) inr,
Aus+ = —«M»
, dBj o j=1,2..
Av>+ tjJ “ * ®i-.
dBj
gL kxm
«,= «i= «/= 0, anw, (j=0,1,2...),
«= «0+ Pui+ *«*+.. — U—E£,-Tr Ti»
| —a
N p TT
99) V= «@+ 1** + i4», + --- = F—
ra-d&
= M+ At + Xwt H--—--- =W —£,--?28W'r
1 A—A
Nun ist nach Satz II:
—  YIUx
U= st Vs
100) F = n\ﬁ + T,
Ai— As
W: yIW + W“,

wo yx eine Konstante, U$V' TT' GroRen darstellen, die
auch far lim (A— X = 0 endlich bleiben; es folgt somit
aus 99):
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oder

(U-**)Y*« (?i-CO Ui+ «,
101) j- x*v= (,- Ci) Fi+ e,

(A?-A9«' = (y .-c HhW. -M,,
wo ei 2« durch Verkleinerung von (AJ— A) unter jeden be-
liebigen Kleinheitsgrad herabgedriickt werden kdnnen.

Es folgt hieraus mit Benltzung von 97) — diese Glei-

chung gilt, wie nahe wir auch X2 an & heranrtcken lassen —
durch Ubergang zur Grenze lim 3 — A = 0:

Yi~ Gi= 0
und

102)

wo U VWV W* endlich bleiben, wie nahe wir auch &2 an A?
heranriicken lassen.

Die Stelle 2= A ist somit kein Pol fur die Lésungen
uvw, dieselben kdénnen Uberhaupt keinen Pol X haben. Die
Reihe 99) konvergieren hiernach nicht blos fir alle Werte
von A2 die kleiner als Al sind, sondern fur alle 2 die kleiner
sind, als das nachstgroere A2; wir kénnen nun in analoger
Weise weiterschliefen und finden, daf die Reihen 99) fiir alle A%

deren Wert < ist, konvergiert; wir kénnen aus dieser Kon-

vergenz schlieBeR, es ist:
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X(M+ ™+ *S)dt
103) iS\/\f,+ sl+ Thax <L,
es bestehen namlich nach einer friheren Betrachtung die Un-
gleichungen:
QK+An + «0)dT J(u*+v»+«;*)dz dz

i -ji =N,

SdrA+~A+TAdr ‘_]K+«S+«>i)* X(M?+A+«;J)di
1

ware nun:
R ) (L

>117,

so wiurde hieraus folgen:

Wj'(u* + fj + w2 dz > (i2Lgfi

4 1
und das wirde der Konvergenz der Reihen 99) fir X= _I%
widersprechen. Wir haben damit tatsachlich die Ungleichung 103)
bewiesen.

Es ist nun andererseits:

]]*(-Bp + Sp+ Tp)dz

= jl‘ [(1 + K »W+ *>uo+ Xp»0+ Q@&f]dr>

Wo:
SR. , SS. , 3T. ST. SSP SR. ST.
104> >-/+ T i+ Tr"'— 37 »* .*m»/[- 3*
_3S 3jRy
Q= ix —"ay’
somit:
105) Xi-R? + + T$dz

< VS hl ~\"\)xpJ 714rXpd £ONTITL k) + Uud-Ofi+ Wl dx
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oder, da:

S[(l + & #6+ W+ U0+®0] dx =.+ F[WORp+tOEP+WOTH dt,

(iEfsS™)dr,
- i
<Zr,JT(i’\+fin+2’\)<iT, nach 103),
so folgt aus 105):
106) JTRji-i- N + 2])i?T zPX[(i + &)*?+**+z*+ e*]d™*
L 3 »

Es ist nun weiter nach 93):

107) itil+ *)tP+ 3p+ N + <f)dx

= JI([ 499+ w-+>*+ > Adl- il ¢S---momo- ild]dr>0,
WO:

108) , »'f):""c\"'('j@é dy 32 I‘JaAZ\Jg;: leSJ!f

Diese stets positive GroRe 107) nimmt nach der soeben
abgeleiteten Ungleichung mit wachsendem p fortdauernd ab,
so daf, wie grol3 auch p sein moge:

P10 -f- K xp ftp - Xp + (2p] d X
109)

<fi [(" + )T+ o+ £ + p*]dX
somit folgt nach 106):
110) %*(iE +i fI2+ tf) dx < LpJ[(l + *)**+ + za+ < dx
Diese Formel beweist die Behauptung, dafl das Integral:
jl( iS+s;+j»

durch VergroBerung von p unter jeden beliebigen Kleinheits-
grad herabgedrickt werden kann.
Wir wollen nun aber auch zeigen, dafl die Funktionen
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RpSpTp durch VergroRerung von p unter jeden beliebigen
Kleinheitsgrad herabgedriickt werden kénnen.
Es ist:

111) IK1+ *)rx+ ** 4+ ** 4 ¢ dr
:J/ S(RI+$+I$dtS[(ARptk”~\ (~ g ) +(T'+kf~rdr,
und da:
JI(G*+**i2)+---]*
g

112)
N eeeidT—XA Ccf—AgQC*- ---—Aii7n>0

eine mit wachsendem j? stets abnehmende GroRe, also:
1
13 [[(J¥+  +]dI<S[{Af +hU) + ...
ist, so folgt aus 111) und 106):
114) I+ 4 + 4 + xl1+ ei6 dT< endl. Konst. LP
1

Wir bemerken weiter, dal? nach 112) die Reihe:

Adl + RC2+

konvergiert, und dal3, wenn wir mit F eine der vier GroRen:
A(CIU+ C,Ut+--- + CnUn

+ VI+C)Vi+~+C.VH+A(C\ WAC.W "~ .+ C~ WH,
gy (C W +CtWer -+ CWD- — (G F+ Irt+ ..+ C.F),
I~ A+ C,Dj+..+ (htr,)- A (C, TF+C, TRg+. -+C.TTJ,

A7, Ff+ GtFl+ ..+ (7«F.)- ay(Crff,+ 0,0 ,+ .+ (7.27)
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bezeichnen:

Jj P ir< endl Konst i£;

da nun, wenn,wir mit F eine der vier GroRen xfzipxPof be-
zeichnen, (man vgL die analoge Untersuchung auf S. 375):

F <iendL Konstj / ~ + endl. Konst. Vx Ip+ endl. Konst..

wo r eine beliebig kleine Lange sein kann, so ergiebt sich,
wenn wir:

r = endL Konst. —

Ip
setzen:
N * 1
115) abs. Max. (jp”pZpQp) < endl. Konst.
wLp

Es bestehen nun die Formeln:
11X p _ 1 af dz 1 dr dx 1 af Ar

NN 4jidxJDr 4tJidyJ**p r r

Sei (#y z) irgend ein Punkt in t, wir konstruieren wieder
um denselben, &hnlich wie S. 375, eine Kugel mit dem Radiusr.
bezeichnen das Gebiet, das x und diese Kugel gemein haben,
mit rs, dann ist:

,Bp I< endl. Konst. abs. Max. (prpo)\}*
117%)
endl. Konst.j: Rucksicht auf 115),
*Vip

wenn wir durch Hinzufigung des Index xt andeuten, dal} in
116) die Integrale rechts nur Uber xx erstreckt werden sollen,
ferner:

Rt < endl Konst.;l./ J n \] (4+ e} + xhdr,

117 ) Ter, Trt

< endl. Konst. mit Rucksicht auf 114).
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Somit folgt:
11®) I-Bfl<*j/™~r+ o

wo ¢, und ct endliche Konstanten sind.
Setzen wir daher:
119) r= [fLt

so ergiebt sich:

120) [iZpl» c*vip,...
wo ¢ eine endliche Konstante vorstellt.

Wir erhalten das Resultat:

IV. Jedes Tripel von Funktionen die an ©
verschwinden, in t mit ihren ersten Ableitungen ein-
deutig und stetig sind, und fir welche die Ausdricke:

Ji+is»(S+™ +S)’
endlich und integrabel sind, kann in Reihen ent-
wickelt werden, die nach den elastischen Funktionen-
tripeln Uj Vj Wj fortschreiten:
fi— @ U + GU%+

/i“ ClF1+ O1Ft+ ---,
/[ -0olFi+ olTyi + ...f

Dabei sind die Konstanten dieser Entwicklungen:

Cj=S(fiUj+ fiv}+ fswddT.
|
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Berichtigungen zu der Abhandlung:
Untersuchungen zur allgemeinen Theorie der Potentiale
von Flachen und Raumen. (Diese Ber. B. 31, S. 3.)

S. 6, Zeile 8 von unten lies:

.groRer als echter Bruch x rl12* statt »kleiner als ri12*
Anm. *) ist fortzulassen.

S. 9, Zeile 16 von oben lies:
Lendl. Konst abs. Max. H - riS statt a2 abs. Max. H - rl2‘.

Berichtigung zu der Abhandlung | (Diese Ber. B. 3L, s. 37.)

S. 53, in Formel 36) lies: statt rls.

S. 56, Zeile 12 und 13 von unten lies: ,die* statt .deren erste Ablei-
tungen*;
. . .. dsi
in Formel 45 lies: |3jj* statt dh

Zeile 9 von unten ist: %h eine beliebige tangentiale Richtung"”,
zu streichen.



