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Zur Theorie der Spektrallinien IL

Von F. Lindemann,

(Eingelaufen 7. Februar.)

Tn meiner fritheren Arbeit!) wurde die vereinfachende Vor-
aussetzung gemacht, dass der schwingende, Licht aussendende
Korper (das Atom) eine kugelformige Gestalt habe. Hs war
dies notwendig, um einen allgemeinen Uberblick {iber die zu
erwartenden Vorgiinge zu gewinnen, besonders aber, weil nur
bei der Kugel die vollstindige mathematische Durchfithrung
miglich schien; iiberdies lag die Vorstellung nahe, dass alle
Atome wie Kugeln behandelt werden konnten. Nachdem aber
die bet der Kugel sich fiir die Wellenliingen der Spektrallinien
ergebenden Resultate in mancher Beziehung mit der Erfahrung
nahezu in Uebereinstimmung sind, wie sich besonders beim
Vergleichen der Spektren verschiedener Elemente ergab, bleibt
die Frage zu untersuchen, ob nicht durch eine andere Annahme
iiber die Gestalt der Atome die Ubereinstimmung verhessert
werden kann.

Im Folgenden wird der im Lichtiither gemiiss den Gesetzen
der Elastizitiitstheorie schwingende Korper als drelaxiges
Ellipsoid vorausgesetzt. Hs zeigt sich, dass sich auch fiir ein
solches die mathematische Theorie durchfiihren liisst (was his-
her nicht gelungen war), und dass sich daraus fiir die Beur-
teilung der in den Spektren der Elemente auftretenden Serien
und vielleicht auch des sogenannten Zehmann-Effektes neue
Gesichtspunkte gewinnen lassen.

1) Sitzungsberichte, Bd, XXXI, Heft 4, 1901, p. 441 T,
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Eingehender sind dann noch die Rotationsellipsoide be-
handelt; es ergibt sich, dass bei ithnen das Spektrum in eine
Haupt-Serie und unendlich viele Neben-Serien zerfillt, die
Haupt-Serie aber bei den Sphiiroiden nur aus einer Linie oder
aus sehr wenigen Linien besteht. Diesen Charakter zeigen
nun gerade die Spektren der Klemente aus den beiden ersten
Mendelejeffschen Gruppen nach den Untersuchungen von Ryd-
berg, Kayser und Runge. So war es miglich, auf die
Spektren der einzelnen Tlemente die mathematische Theorie
anzuwenden und umgekehrt die Gestalt der Afome dieser Ele-
mente nitherungsweise zu bestimmen.

Schliesslich ist noch als Grenzfall ein Sphiireid mit un-
endlich grosser Abplattung betrachtet; dasselbe fithrt auf die
Balmersche Formel fiir die Spektrallinien des Wasserstoffs,

Manche der nachfolgenden FEntwicklungen haben zuniichst
noch heuristischen Charakter; aber mehr war hei der Kom-
pliziertheit des Gegenstandes wohl kaum zu erreichen.

§ 16. Einfithrung der elliptischen Koordinaten.

Die ‘Schwingungen zerlegen wir mit Clebsch in longi-
tudinale und transversale (vgl. § 1); erstere hiingen von der
Gleichung
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wenn ¢ = U, ¢ =V, ¢ =W drei Losungen der Gleichung (2)
bezeichnen. Man setzt dann fiir periodische Schwingungen

4) P =2 (I, cosin n bt II, sin nbt),
(%) U= 2(2, cosinnat+ Q,sinnat),

und analog fiir V und W, wo nun 17, und II; der Gleichung
(G) A2 I[n + n* ]jn =0
genfigen miissen, und ebenso 2, 2, der Gleichung
(7) A* O, +n* Q, = 0.

Sollen die Schwingungen innerhalh und ausserhalb eines
durch ein Ellipsoid begrenzten Korpers untersucht werden, so
wird man elliptische Koordinaten einfithren. Wir setzen also,

indem wir uns in der Bezeichnungsweise an IHeine!) an-
schliessen:
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sein soll, so dass die Gleichungen
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) Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, 2. Aufl,, Bd. 1, p. 352 ff.
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bezw. ein Ellipsoid, ein einschaliges und ein zweischaliges
Hyperboloid darstellen.

Die Differentialgleichung (7) gelit dann bekanntlich itber in

920 20 *0
2yt wo_ Qe Sfm PR "
(=) 5a — (o u)a,]2 (=) 5
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gesetzt wird. Bezeichnet man ferner mit =, H, 7 Funktionen,
die bezw. nur von &, 5, { abhiingen, so wird 2, = 5, /H, 7,
eine partikulire Losung der partiellen Gleichung (12), wenn
Z, H, 7Z den folgenden gewshnlichen Differentialgleichungen
geniigen:?)

%t;:. —Zr gt A+ D=0,
5
7
(19) ((z f 4 H (b 4 A+ B) =0,
& Z

WEE At A B =,

wo A und B willkiirliche Konstante bezeichnen. Fithrt man

die urspriinglichen elliptischen Koordinaten ein, so werden diese

Gleichungen von der Form

P AN T zdz‘l 992 _ 2_2‘&‘_1

(2 — ) (2 c)(“;,—{—l[al b ch/I
Lt 4 A2+ Bl A= 0;

) Vgl. die entsprechenden Rechnungen bei Heine a.a. O., Bd. 2,
p. 164 ff. sowie Klein und Pockels: Uber die partielle Differential-
gleichung A u+4-%k%2u =0 und deren Auftreten in der mathematischen
Physik, Leipzig 1891, p. 133 {f.
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und =, H, Z sind Integrale dieser einen Gleichung, in der 4
durch s, » oder o zu ersetzen ist. Der Ubergang zu den
Variabeln £, #, { geschieht durch die Formeln

p=c-dam (I —cé&;x), v=>0-sinam(cn;x),

(16) o=c-dam(icl;x),

wo x*=-"—, #*=1—x* den Modul und den komple-

mentiiren Modul bezeichnen.

§ 17. Die eindeutigen Losungen der aufgestellten
Differentialgleichung.

Es handelt sich jetzt darum, zu untersuchen, ob die in
der Differentialgleichung (15) auftretenden Konstanten A4 und
I3 sich so bestimmen lassen, dass wenigstens eine Lisung der
Gleichung eine iiberall eindeutige Funktion von 4 wird. Is
ist das dieselbe Aufgabe, welche bei den Funktionen des ellip-
tischen Zylinder auftritt, wo es darauf ankommt, die Konstante
B in der Gleichung
TOTN i

s (W cosint g — B)E(¢) =0
(l (/20

so zu withlen, dass ecines der beiden partikuliiven Integrale
eine eindeutige periodische Funktion von ¢ wird. Diese Auf-
gabe hat bekanntlich Heine geldst, indem er diejenige trans-
scendente Gleichung aufstellte und untersuchte, welche zwischen
den Konstanten 2 und B bestehen muss, damit eine solche
tiherall eindeutige Lisung mdglich ist.

Indem ich (dem Vorgange Hermite's bei der Lamé-
schen Gleichung folgend) von der Gleichung dritter Ordnung
ausging, die durch das Produkt der beiden partikuliiren Inte-
grale von (17) befriedigt wird, habe ich gezeigt,!) wie man

) Math. Annalen Bd. 22, 1883. — Die Heineschen Funktionen
finden Dbesonders bei dem Probleme der Schwingungen elliptischer Mem-
branen ihre Anwendung, worauf Heine schon kurz hinwies (a. a. 0.,
Bd. H, p.209). Eingehender ist dasselbe auf meine Veranlassung von
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die Heinesche cindeutige Lisung als Grenzfall aus der allge-
meinen Losung, die fiir beliebige Werte von 8 und 1 giiltig
bleibt, herleiten kann, und zwar durch Anwendung funktionen-
theoretischer Schliisse, mnicht (wie es bel Ileine geschicht)
durch rechnerisches Verfahren. Kine analoge Schlussweise liisst
sich nun auch auf unsere obige Gleichung (15) anwenden, wo-
durch dann wenigstens im Prinzipe die Frage nach dem Auf-
treten eindeutiger Lisungen beantwortet ist; wenn auch die
nithere Untersuchung  der betreffenden  transscendenten Glei-
chungen noch aussteht.

Durch die Substitution
(18) ==
geht die Gleichung (15) iiber in

o* J o . 8 dj
== S 338 =262 D)
F At By =0,
4 2
n*=dn*l? A'=14 D= fz)’,w xt = ;;.L.

An der Stelle ¢ = o0 hat das Integral y der Differential-
gleichung (19) einen wesentlich singuliren Punkt, wenn 2*
von Null verschieden ist; ausserdem treten nur die Punkte
t=20, =1 und ¢{=2* als singuliire Punkte auf.

An der Stelle £ =0 lautet die Fuchssche determinierende
Fundamentalgleichung

s(s—1)+ Ls=0.

Folglich sind zwei von emander unabhiingige partikulire

(19)

Integrale durch die Ausdriicke

Joh. Schubert in seiner Inaugural-Dissertation (Uber die Tntegration
der Differentialgleichung . . .. fir Flichenstiicke, die von confocalen
Ellipsen und Hyperbeln begrenzt werden, Kénigsberg 1. P. 1886) be-
handelt worden. Dies sei als Ergiinzung zn den bei Pockels (a. a. O,
p. 117, 1891) gemachten Literaturangaben erwiihnt, wo iiberdies gezeigt
wird, dass gewisse von Schubert (und bei Parabeln von Weber) ge-
machte Beschriinkungen nicht notig sind.
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Yoo = Qoo & Gy £+ Qoo ¥ 4 -+
Yor =Vt by + Doy t -+ bpp 12+ -+ )

gegeben; die Reihen konvergieren in dem Kreise, welcher um

(20)

den Punkt £ = 0 mit dem Radius Iins geschlagen werden kann.

Tiir den Punkt # =1 ergibt sich dieselbe determinierende
I'undamentalgleichung. Fiir das Innere eines Kreises mit dem
Radius Eins und dem Mittelpunkte £ = 1 gelten also Fntwick-
lungen der Form

2
.7/m=a10+an(1 __1)+ “12(1 —f) o
2

‘.’/11=1/1 _f[.bw'l'bu(l_t)'*"bm(l "—t) -+ ]
In dem gemeinsamen Gebiete beider Kreise hestehen
zwischen den Integralen (20) und (21) Gleichungen der Form
(22) Y10 = @ Yoo T Po You

Y2 =70 Yoo T+ %o Yor
wodurch die analytische Fortsetzung der Integrale iiber das
urspriingliche Konvergenzgebiet hinaus vermittelt wird.

In dem Punkt #=2:x? endlich ergibt sich wieder dieselbe
Fundamentalgleichung, so dass auch hier zwel partikuliire
Integrale in der Form

e— -2 a2 2

Ysg == g + gy (2 — 1) 4ty (* — O + -+ -
Yn= Vi —1t [B29 1 bgy (2 — &) + Dgy (* — > 4 - -]
aufgestellt werden kinnen. Die Reihen konvergieren in einem
Kreise mit dem Radius 2* — 1 (es ist ja %x*>1) und dem
Mittelpunkte # = »*; dieser Kreis hat mit dem Konvergenz-
kreise der Reihen (21) ein Gebiet gemein, in dem Gleichungen
der Form
(24) Yo = & Yyo 1 Y

Yor = 71 Y10 1 01 Yy
bestehen und die Fortsetzung der einzelnen Reilien vermitteln,

Betrachten wir jetzt die Funktion

(25) n=aiys+ by,
1903, Sitzungsh, d. math,-phys. KI. 3
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wo @ und b Konstante seien; dieselbe bleibt nach (23) unver-
indert bel einem Umgange um den Punkt 2% Lassen wir die
Variable ¢ einen Umgang um ¢ = 1 beschreiben und bezeichnen

mit 4* den Wert, den 7 dabei annimmt, so ist nach (21)
und (24)

= (o Yy — By 00 Y — O Y1)
= a(a, Y+ B 1) + 0y vy + 0, 4y,
— 4w, By 40y 0) Yo Yr
=ayy+byn—4(@a fi+ 0y 0) Uy
=g —4(aa, B, + by, 0) Yo ¥y

Werden nun die Konstanten a, b so bestimmt, dass sie
der Bedingung

(26) aa,fy+by 6, =0

gentigen, so wird #* =15, d. h. die Funktion » lisst sich so
nach Potenzen von (* — #) entwickeln, dass die Entwicklung
in dem ganzen Kreise konvergiert, welcher in ¢ ==3? seinen
Mittelpunkt hat und durch den Punkt ¢ = 0 hindurchgeht
(also den Punkt =1 einschliesst).
Inshesondere kann 4 gleich dem Quadrate eines Integrals

y werden; dann muss entweder ¢ =0 oder b =0 sein. Ist
« =0, so folgt

71 =0 oder §, =0,
ist b =0, so folgt

a, = 0 oder i, =0.

Im Falle y, == 0 setzt sich nach (24) die Funktion #,, (bis
auf einen Faktor) direkt in y,, fort, so dass

Yo =0, Yy = V(=8 —1 [Ca0 - €21 (¢* — 1)
A Gy (=D - -]
Im Talle 6, == 0 setzt sich y,, in y,, fort, und es wird

(28) Yoy =y Ypo = Vot —t [y by, (5 — ) F by (62 — 1)t -]

(27)
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Im Falle a, = 0 ergibt sich

(29) Yoo = By Yss =V’1—_? [céo + €1 (2> — 1) + co2 (> — 1)} - ]
und im Falle g, = 0:
(B0)  #hpo == 0y Yyg = yq + gy (#* — ) + gy (x* — D> + - - .
Diese Rethen (27), (28), (29) und (30) konvergieren
siimtlich in dem Kreise mit dem Radius x»* und dem Mittel-
punkte £ =
In gleicher Weise kann man eine Funktion
B 1=y Yo+ b yh
bilden, die beim Umgange um ¢= 0 ungeiindert bleibt; zu
dem Zwecke miissen ¢, und b, der Bedingung

(32) aay fio 4 b vy 0, =0
genligen; und diese Funktion (31) wird ein vollstiindiges
Quadrat, wenn «, oder b, verschwindet, was wieder zu vier
Moglichkeiten fithrt, nimlich:

Wenn y, =0 ist, so wird
(33) ¥y =9 Yo = Vi (1—"' tr)i Lo+ et te gt 4+ )
im Falle 8, =0 haben wir
(34) Y =70 Yoo = ]/1_7': t [bm Fhut byt + -
im Falle a,=0:
(35) Y= BoYor = V' [00 + Cort 4 Cop t* -]
endlich im Falle f, = 0:
(36) Yo=Y =0+ a, A =8+ a,1 -8+

= ay [ty + g t 4 ag, >+ -+ - -]
Diese Reihenentwicklungen (33), (34), (35), (36) gelten in

einem Kreise mit dem Mittelpunkte ¢ =0 und dem Radius 2.
Jede der Gleichungen

(37) a, =0, B,=0, y,=0, =0,
(38) a, =0, fi=0, y,=0, 6,=0
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gibt eine transscendente Beziehung zwischen den Konstanten
A und B, deren Bestehen es ermiéglicht, fiir eines der parti-
kuliiren Integrale den Konvergenzbereich iiber die urspriing-
liche Grenze hinaus zu erweitern. Insbesondere aber kann
es vorlkommen, dass eine der Gleichungen (37) mit einer der
Gleichungen (38) gleichzeitig erfiillt ist; dann dehnt sich der
Konvergenzbereich iiber die ganze Ebene aus, und das Integral
y wird gleich einer ganzen transscendenten I'unktion von ¢
oder gleich dem Produkte einer solchen Funktion in einen
oder mehrere der Faktoren
1/t) ]/1 - tv 1/Z2 -

Hierbei sind folgende Fiille zu unterscheiden:

1) aqg=0 und a, = 0; die Gleichungen (29) und (35)
geben zwei von einander verschiedene partikuliire Integrale;

2) a, =0, f, = 0; die Gleichungen (30) und (35) gelten
gleichzeitig; es wird also
(39) Ay Yo = U fo Y1 = Yso = Vt - gy (&),
wenn ¢, (f) eine ganze transscendente Funktion bezeichnet;

3) ap=10, y,=0; man findet aus (27) und (35) zwel
verschiedene partikuliire Integrale;

4) ay =0, 6, =03 es wird nach (28) und (35):
40 , — N S o
(40) "1Y0 =" ﬂo.’/m_.’/m_vt(” — -9, (),
wenn ¢, (f) eine ganze transscendente Iunktion bedeutet;

5) =10, a,=0; (36) und (29) geben zwei verschiedene
partikuliire Integml(,,

6) =0, #,=20; aus (36) und (30):
(41) @y Yyo = 0y o Yoo = Yao = Yo ();

7) fy=0, y,=0: zwel verschiedene partikuliire Inte-
grale, dargestellt durch (27) und (36);

8) fo=10, 0, = 0; aus (28) und (36):
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(42) Y1¥10 = 71 % Yoo = V2o = 1/’2‘2 —t- Ys ®);
9) 7,=0, a, = 03 aus (29) und (33):

(43) B ¥ = By 04 Yor = Yoo = Vi (1 :t_)- Y (D)3
10) 7, =10, f, = 0; (30) und (33) geben zwei verschiedene
partikuliire Integrale;

11) y,=0, 7, =0; aus (27) und (33):

() 0,9 =100 =Yu = Vi (1__ t)_CT:-f) ey ()3
12) 3, =0, 0, = 0; (28) und (33) geben zwei verschiedene
partikuliive Integrale;

13) 8, =0, a, = 0; aus (34) und (29):

(45) By ¥y =Py 70 Yoo = Yoo = Vi—t. g, @3
14) 6, =0, p,=10; aus (30) und (34) erhiilt man zwei
verschiedene partikuliire Integrale;

15) 6, =0, y, =0; aus (27) und (}4):

(46) 0y Y1y = 7601 Yoo = Yoy = Vi —0G—1b Yy (1)

16y 0,=0, 6, =0; zwel verschiedenc partikuliire Inte-
grale aus den Gleichungen (28) und (34).

Bs gibt somit acht Moglichkeiten, dargestellt
durch die Gleichungen (39) bis (46), in denen sich ein
partikuliires Integral der Gleichung (19) durch eine
in der ganzen Ebene giiltige Formel derart darstellen
lisst, dass dies Integral gleich einem der folgenden
Ausdriicke wird:

9o (O, Vig, (), V1—tg, (), Var—tg, (D),
(D) V(=) G =) gy (), Vit —1 gy (8, VE(L—1) 9,5 (1),
VEL — 1) (= = 1) g3 (),
wenn mit ¢ gewisse ganze transscendente Funktionen

bezeichnet werden. Jeder dieser acht TFille ist dadurch
charakterisicrt, dass zwei von den Gleichungen (37) und (58)
































































































































































































