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§ 1. Das Kaleidoskop Ceva’scher Sätze 

In der vorausgehenden Arbeit gleichen Titels [5] wurde u. a. 
gezeigt, wie der Pascal’sche Satz der Euklidischen Geometrie in 
der hyperbolischen sich zu einem ganzen Kaleidoskop verschie- 

dener Sätze ausweitet. Ein noch umfangreicheres Kaleidoskop 
liefern, wie jetzt gezeigt werden soll, die Sätze von Ceva und Me- 

nelaos. Der Ceva-Satz lautet im einfachsten bereits in [2] § 32 be- 
wiesenen Fall so: 

Wenn drei Ecktransversalen eines Dreiecks ABC durch einen 
Punkt P gehen und wenn sie die gegenüberliegenden Seiten in den 

Punkten Alt Bx, Cx schneiden (Big. l), dann ist 

sinh (BÄ,) sinh (CJSj) sinh (AC\)   
' sinh (CA,) sinh (A £x) sinh {B Cx) 

1' 

Das Vorzeichen macht keine Schwierigkeit, da entweder alle 
drei Brüche negativ sind (wenn nämlich P im Innern des Drei- 
ecks ABC liegt) oder nur einer (wenn P im Äußern liegt). Und für 
München Ak. Sb. 1966 
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die Absolutwerte braucht man nur den Sinussatz. Nach diesem, 

angewandt auf die Dreiecke BPAX und CPAX, ist 

sinh (BAX) sin (BPAX) sinh(C/î1) sin (CPAt) 
sinh (BP) sin (BAXP) ’ sinh (CP) sin (CAXP) ’ 

woraus durch Division folgt: 

, . sinh (BAX) sinh {BP) sin (BPA-Ù sin (CAXP) 
sinh (CPd sinh (CP) sin (CPPd sin (BAXP) 

sinh (BP) sin (BPA) 
= sinh (CP) sin (CPA) ' 1- 

Durch zyklische Vertauschung ergibt sich 

. . sinh (CB,) sinh (CP) sin (CPB) 
' sinh (ABX) sinh (AP) sin (A PB) ’ 

, . sinh (A Ci) sinh (A P) sin (A PC) 
^1-3' sinh (B CJ- = sinh (PP) sin (PPC) ’ 

und durch Multiplikation der drei Formeln erhält man sofort das 

Resultat (I). 
Jetzt kommen wir zum Kaleidoskop. Zuerst behandeln wir den 

Fall, daß einer der drei Schnittpunkte, etwa Ax, ein Ende ist, 
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während Bx und C\ noch gewöhnliche Punkte sein sollen. Dazu 
verschieben wir den Punkt P ein wenig nach P' derart, daß die 
Schnittpunkte A[, B[, Cx drei gewöhnliche Punkte sind. Nach 

(I) ist dann 

sinh (BA\) sinh (CJ3[) sinh (A C[)   
sinh (CA[) sinh (A £() sinh (BC[) 1- 

Nun lassen wir P' gegen P wandern, wobei B'x und C[ gegen Bx 

und Cx wandern, während A[ dem Ende Ax zustrebt. Dabei ist 

.. sinh (BA\) .. sinh {BC + CA',) 
hm —: . . „ - = lim % � , ,-A —— smli (CAj) sinh (CAj 

= lim [sinh (BC) coth (CA[) -f- cosh (BC)] = 

= Jk sinh (BC) + cosh (BC) = exp ( ± BC), 

wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem das Ende 
Ax in der Richtung von B nach C oder von C nach B gemeint ist. 
Die Formel (I) ist also jetzt so zu modifizieren, daß der erste 
Bruch durch exp ( ± BC) ersetzt wird. 

Wenn auch der dritte Schnittpunkt Cx ein Ende ist, so muß ent- 
sprechend der dritte Bruch durch exp (± AB) ersetzt werden. 
Jetzt kann man versucht sein zu sagen, daß, falls auch Bx ein 

Ende ist, der zweite Bruch durch exp (dz CA) zu ersetzen ist. 
Aber dann wäre die linke Seite von (I) positiv, die rechte negativ, 
woraus zu schließen ist, daß dieser Fall gar nicht eintreten kann, 
was auch anschaulich ohne weiteres klar ist (Anordnungsaxiome). 

Wir kommen jetzt zum Fall, daß einer der drei Schnittpunkte, 
etwaA1( CmUberpunkt ist, also das gemeinsame Lot der Seite 
und der Transversalen PA. Den Schnittpunkt dieses Lotes mit 

BC nennen wir jetzt Ax, den mit PA nennen wir A2 (Fig. 2). Dann 
gelten wieder die Formeln (1.2) und (1.3), während (l. 1) geän- 
dert werden muß. Aus den Vierecken PBAXA2 und PCAXAS folgt 

nach dem Hilfssatz in [7], § 7, Formel (I) 

sinh (AXA2) sin (JBPAs) sinh(T1/l2) _ sin (CPAj) 
sinh (BP) cosh (BAX) ’ sinh (CP) cosh (CAX) 
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Fig. 2 

Daraus durch Division 

cosh (PAJ _ sinh (BP) sin (BPA2) _ sinh (BP) sin (BP A) 
cosh (CAP sinh (CP) sin (CPA2) sinh (CP) sin (CPA) 

Diese Formel tritt also jetzt an Stelle von (l. l), während sich an 

(1.2) und (1.3) nichts ändert. Durch Multiplikation kommt dann 
ein Resultat, das sich von (I) nur dadurch unterscheidet, daß im 

ersten Bruch die sinh durch cosh ersetzt sind und daß A1 den 

Schnittpunkt des gemeinsamen Lotes von B C und PA mit B C be- 
deutet. 

Wenn außer A1 auch noch Cx ein Uberpunkt ist, so sind auch 
im dritten Bruch von (I) die sinh durch cosh zu ersetzen und Cx 

bedeutet dann den Schnittpunkt des gemeinsamen Lotes von AB 
und PC mit AB\ ist Cx dagegen ein Ende, dann ist der dritte 

Bruch nach der Überlegung von vorhin durch exp (T AB) zu er- 
setzen. Der Schnittpunkt B1 kann jetzt nicht auch noch ein Ende 

oder Überpunkt sein, so daß wir bereits alle Möglichkeiten er- 

schöpft haben. 
Aber das Kaleidoskop geht trotzdem noch weiter, weil auch 

der Punkt P selbst ein Ende oder Überpunkt sein kann. Wenn P 
ein Ende ist, so nehmen wir auf dem Strahl A P einen Punkt P', 

wobei die Transversalen AP' (=AP), BP', CP' die Dreieck- 
seiten in A[, B[, C[ schneiden, und es gilt die Formel (I) mit den 
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besprochenen Modifikationen, wenn unter den Punkten A[, 
B[, C[ auch Enden oder Uberpunkte sind. Lassen wir nun P' 
auf seinem Strahl A P gegen das Ende P wandern, so bleiben die 
Formeln völlig ungeändert, weil ja P' gar nicht darin vorkommt; 
die darin vorkommenden A[, B[, C[ gehen aber in Alt Bx, Cx 

über. 
Wieder anders wird es aber, wenn die drei Transversalen sich 

in einem Uberpunkt schneiden, also ein gemeinsames Lot A3B3C3 

haben. Wir behandeln dann zuerst den Fall, daß Al t Bx, Cx drei 
gewöhnliche Punkte sind (Fig. 3). Aus den Vierecken BAXAZB3 

und CA1AsCa folgt dann nach dem bereits oben benutzten Hilfs- 
satz aus [7] § 7, Formel (I) 

sinh (B3A3) __ sin (BAXA3) sinh (C3A3) sin (CA1A3) 
sinh (BA-j cosh (B B3) ’ sinh (CAX) cosh (CC3) 

liier sind rechts die Winkel in den Zählern dieselben oder Supple- 

mentwinkel, die Sinus also einander gleich. Daher folgt durch 
Division 

/% � \ sinh (BAX)   sinh (£3A3) cosh (BB3) 
^ sinh (CAX) ~ sinh (C3A3) cosh (CC3) ' 

Durch zyklische Vertauschung ergibt sich ebenso 

sinh (CBP _ sinh {C3ß3) cosh (CCa) 
sinh (ABX) sinh (A3£3) cosh (AA3) ’ (i-5) 
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sinh (A Cj) 
sinh (B Cx) 
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0-6) 
sinh (A3C3) 
sinh (B3 C3) 

cosh (A A 3) 
cosh (BB3) 

Durch Multiplikation der drei Formeln erhält man, wenn man 
nachträglich auch auf das Vorzeichen achtet, wieder genau die 
Formel (I). 

Den Fall, daß etwa A1 ein Ende ist, gewinnen wir wieder durch 
Grenzprozeß. Die Formeln (1.5) und (1.6) gelten unverändert, 

während die linke Seite von (1.4) wie oben in exp (F 5C) über- 
geht. Also ist auch im Resultat (I) der erste Bruch wieder durch 
exp (± BC) zu ersetzen. Wenn etwa C3 ebenfalls ein Ende ist, 

so ist der dritte Bruch durch exp(F: AB) zu ersetzen, und Bx 

kann dann nur noch ein gewöhnlicher Punkt sein. 

Anders wird die Sache wieder, wenn Ax etwa ein Überpunkt 
ist, also das gemeinsame Lot A1A2 von BC und A3A (Fig. 4). 
Die Formeln (1.5) und (1.6) gelten dann weiter, aber an Stelle von 

(1.4) tritt eine andere. Aus den Fünfecken A3B3BA1A2 und 
A3C3C A1A2 mit vier rechten Winkeln liest man nach dem 

Hilfssatz in [7], § 5 ab: 

sin (B3BA1) cosh (BAX) = sinh (A2A3) sinh (A3B3), 

sin (CaCA1) cosh (CAX) = sinh (A2A3) sinh (A3C3), 

woraus durch Division folgt: 

cosh (BAj) __ sinh (A3B3) _ sin [C3CAÇ) _ sinh (A3B3) sin (CSCB) 
cosh (CA,) sinh(v43C3) sin (B3BAr) sinh (A3C3) sin (B3BC) 
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Nun ist aber im Viereck BSB CC3 nach dem Hilfssatz aus [7] § 7, 
Formel (I)  

sinh (B3C3) sin (C3CB) , , sin (B3BC) _ 
sinh (BC) cosh (BB3) 

LU1U duul cosh (CQ ’ 

daher ist 
sin(C3Ci?)   cosh (BB3) 

lin (B3BC) — cosh (CC3) ’ 

so daß die vorige Formel übergeht in 

cosh (BÄ-,)   sinh (A3B3) cosh (BB3) 
cosh (CA,) sinh(^43C3) cosh (CC3) 

Diese Formel tritt also jetzt an Stelle von (1.4), und durch Multi-  
plikation mit (1.5) und (1.6) ergibt sich die Formel (I)  wieder mit 

der Abänderung, daß im ersten Bruch die sinh durch cosh ersetzt 
sind und daß A1 den Schnittpunkt des gemeinsamen Lotes von 

BC und AA3 mit BC bedeutet. Wenn auch noch C1 ein Uber- 
punkt ist, dann muß auch der dritte Bruch in (I) entsprechend 
modifiziert werden, und wenn C1 ein Ende ist, muß er durch 
exp (± A B) ersetzt werden. Bx kann dann nur noch ein gewöhn- 
licher Punkt sein, so daß also genau dieselben Formeln gelten wie 

wenn P ein gewöhnlicher Punkt wäre. 

§ 2. Das Kaleidoskop Menelaos’scher Sätze 

Der hyperbolische Menelaos-Satz lautet im einfachsten bereits 
in [2] § 32 behandelten Fall so: 

Wenn die drei Seiten eines Dreiecks ABC von einer Geraden g 
in drei gewöhnlichen Punkten A1, B3, Cj geschnitten werden, 

dann ist (Big. 5) 

/ T y \ sinh (BAJ sinh (CB-,) sinh (A Cj)   
' sinh (C^j) sinh (A BJ sinh (BCj) ' 

Das Vorzeichen ist wieder klar (Anordnungsaxiome). Aus dem 

Dreieck BA1C1 liest man nach dem Sinussatz ab: 

sinh (BA 3)   sin C1 

sinh(2?C1) sin Ax ’ 
(2.1) 
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F>g- 5 

und durch zyklische Vertauschung ergibt sich auch 

. , sinh {CBp   sin^, sinh (A Cp   sin Bt 

'2'2' sinh {CAp sin Bl ’ sinh (A Bp sin C± 

Durch Multiplikation der drei Formeln kommt sofort die Be- 
hauptung (II).  

Jetzt kommen wir zum Kaleidoskop. Der Fall, daß etwa der 
Punkt A1 ein Ende ist, wird durch Grenzübergang erledigt. 
Dabei geht der erste Bruch in (II) wie im vorigen Paragraphen 

über in exp ( zh BC), während die andern Brüche bleiben. Wenn 
auch noch Cx ein Ende ist, geht der dritte Bruch entsprechend 
über in exp ( dz A B). Daß der letzte Schnittpunkt Bx dann auch 

noch ein Ende sein könnte, ist natürlich ausgeschlossen, da die 
Gerade g doch nur zwei Enden hat. 

Wenn einer der drei Punkte, etwa Alt ein Uberpunkt ist, also 
durch das gemeinsame Lot AXA2 von BC und g repräsentiert 
wird (Fig. 6), dann gilt zunächst die zweite Formel (2.2). Weiter 
aber folgt jetzt aus den Vierecken BC1A2A1 und CB1A2A1 

nach dem Flilfssatz aus [7] § 7, Formel (I) 

, . sinh (A1Ap   sin CJ sinh [AlAp sin Bx 

(2'3J sinh (BCp cosh (BAp ’ sinh (CBp cosh (CAP 

und hieraus durch Division : 

sin CJ   cosh (BAp sinh (CBP 
sin i?! cosh (CAp sinh (2? G) 
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A 

Durch Vergleich mit der noch gültigen zweiten Formel (2.2) 
kommt 

cosh(i?/I1) sinh (Ci?[) sinh (A Cj) 
cosh (CAX) sinh (A Bx) sinh (B Cx) *' 

Es sind also im ersten Bruch der Formel (II)  einfach die sinh 

durch cosh zu ersetzen. Wenn jetzt vielleicht Bx ein Ende ist, so 
muß nur noch der zweite Bruch durch Grenzübergang durch 

exp (d: CA) ersetzt werden, und wenn Cx auch noch ein Ende ist, 
der letzte Bruch durch exp (dz A B). 

Wir kommen jetzt zum Fall, daß außer Ax auch noch Bx ein 

Überpunkt ist, also durch das gemeinsame Lot BXB„ von A C 
und g repräsentiert wird. Der Leser kann dann leicht die Fig. 6 

entsprechend abändern. Dabei bleibt das Viereck B CXA2AX und 
damit die erste Formel (2.3) erhalten. Ferner folgt aus dem Vier- 
eck ACxBoBx wieder nach dem Hilfssatz aus [7] § 7, Formel (I) 

sinh (BXB2) sin Cx 

sinh (A Cx) cosh (A Bx) 

und nach Division durch die noch gültige erste Formel (2.3): 

/ \ sinh (BXB2) _ cosh (BAX) sinh (A Cx) 
^ sinh (AXA2) ~ ~côsh (A Bx) sinh (BCX) * 

Nun haben wir noch das Fünfeck CAXA2B2BX mit vier rechten 

Winkeln, aus dem nach dem Flilfssatz in [7] § 5 folgt: 

sin C • cosh (CAX) = sinh (A2B2) sinh (.BXB2), 

sin C • cosh (CBx) — sinh (B2Ao) sinh (AXA2), 
10 München Ah. Sb. 1966 
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und hieraus durch Division: 

, , cosh {CAD   sinh {BXBD 
'2'-" cosh {CBX) sinh (A1A2) 

Durch Vergleich mit (2.4) und leichte Umstellung ergibt sich 
hieraus : 

cosh {BAD cosh {CBD sinh (A C\)   
cosh {CAX) cosh {ABj sinh {BCD 1 ' 

Es sind also diesmal in den ersten beiden Brüchen der Formel 
(II)  die sinh durch cosh zu ersetzen. Wenn jetzt Cx vielleicht ein 
Ende ist, muß der letzte Bruch noch durch exp ( ± A B) ersetzt 

tu er den. 
Schließlich gibt es auch noch den Fall, daß Ax, Blt Cx alle 

drei Uberpunkte sind, also durch gewisse Lote AXA2, BXB2, 

CXC2 repräsentiert werden. Der Leser kann dann leicht die Fig. 6 
wieder entsprechend abändern, wobei die Gerade g freilich stark 
gebogen gezeichnet werden muß. Die Rechnung ist diesmal be- 

sonders einfach. Aus dem Fünfeck C AXA 2B2BX folgt wie vor- 
hin die Formel (2.5) und aus ihr durch zyklische Vertauschung 

cosh (A Bj   sintUCjQ) cosh(-SCi) sinh (AlA2) 
cosh {A Cx) sinh (BXB2) ’ cosh {BAD sinh(C1C2) 

Durch Multiplikation der drei Formeln, Übergang zum rezipro- 
ken Wert und leichte Umstellung folgt dann 

cosh {BAD cosh {CBD cosh {A CD   
cosh {CAD cosh {ABj cosh {BCD 1 

Es sind also diesmal alle sinh durch cosh zu ersetzen. 

§ 3. Die Mitteltransversalen im Dreieck 

Die Mitteltransversalen schneiden sich in einem Punkt (Um- 
kehrung des Ceva’schen Satzes), den wir Schwerpunkt nennen 
wollen. Er ist aber, nebenbei bemerkt, nur der Schwerpunkt der 
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drei gleich schweren Ecken und nicht auch wie in der Euklidi- 

schen Geometrie der Schwerpunkt der homogenen Dreiecks- 

fläche. Für diese Transversalen gelten in der Euklidischen Geo- 
metrie besonders einfache metrische Relationen, die in der hyper- 
bolischen verlorengehen. Immerhin ist bemerkenswert, was an 

ihre Stelle tritt. 
Wie üblich, seien a, b, c die Seiten und a, /3, y die Winkel des 

Dreiecks ABC (Fig. 7); 5 sei der Schwerpunkt. Die Mitteltrans- 

versale AA-j bezeichnen wir mit mlt ihren größeren Abschnitt 

AS mit m[, ihren kleineren SAj mit m'/. Nach dem ersten Co- 
sinussatz ist 

cosh c = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos y, 

cosh m-i = cosh — cosh b — sinh — sinh b cos y. 
1 2 2 ' 

A 

Setzt man den Wert von cos y aus der ersten Gleichung in die 
zweite ein, so bekommt man nach leichter Rechnung: 

(3.1) cosh mx 

Hieraus folgt weiter 

cosh b + cosh c 

2 cosh — 

(3.2) sinh2 mx — 
sinh2 b + sinh2 c + 2 (cosh b cosh e— cosh d) 

% cosh2 (T) 
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und da die Klammer im Zähler gleich sinh b sinh c cos a ist: 

, , . , „ sinh2 b 4- sinh2 c 4- 2 sinh b sinh c cos a 
(3.3) sinh'w, =  ;—; . 

4 cosh2 |y| 

Aus Fig. 7 liest man weiter nach dem Sinussatz ab: 

sin /i sinh tri' sin A sinh tri, 

sinh — sin (ASBj) sinh y 

sin n sinh a 

sin (BSAj) 

sin A sinh y 

und da die Winkel ASBx und B SAX Scheitelwinkel sind, 

sinh m 

sinh tri'  

also schließlich: 

(34) 

sinh — sin /t 

sinh 4 sin A 

sinh y sinh a 

sinh — sinh y 

sinh tri, a 
- -- 2 cosh —. 

sinh m, 

Durch den HE-Prozeß (vgl. [4], S. 160) ergibt sich hieraus die 
Formel der Euklidischen Geometrie: m\ — 2 m'l. 

Aus (3.4) folgt, da m'y — m1 — m'l ist, 

sinh mx coth ml = cosh m1 -)- 2 cosh —. 

Quadriert man und subtrahiert noch sinh2 m1( so kommt: 

sinh2 ml  

sinh2 tri'  
= sinh2 vix (coth2 m\ — 1) 

= |cosh vix -j- 2 cosh -^-j2 — sinh2 mx 

= 1 + 4 cosh2 -|- 4 cosh vix cosh-^- 

= 3+2 cosh <2 + 4 cosh m1 cosh —. 

Wenn man jetzt für cosh mx den Wert aus (3.1) einsetzt, kommt: 

(3-5) sTnh2 rn[' ~ = 3 + 2 cosh a + 2 cosh b + 2 cosh c. 
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Diese Formel zeigt, daß der Quotient sinh mjsinh m'/ für alle 
drei Mitteltransversalen derselbe ist. 

Wir wollen jetzt auch gleich die W-(= Weierstraß-)Koordina- 

ten (vgl. [1] § 21 oder [6] § 2 oder [7] S. 172 oder [8] § 1) des 
Schwerpunktes S dreier Punkte 1, 2, 3 angeben, wenn der Punkt i 

die JF-Koordinaten X;, Yit P; hat. Zunächst brauchen wir den 
Mittelpunkt der Strecke 12, die Gleichung der Verbindungs- 
geraden 12 ist 

X Y P 
Vi yx PX 

x2 Y2 P2 

also muß 

(3.6) V = gXx + aW2, Y = QY1 + aY2, P =QP1 +a P2 

sein, wobei wegen P2— X2— Y2 = 1 

(3.7) g2 -f- er2 -f- 2 go cosh (12) = 1 

ist. Jedem reellen Wertepaar g, er, das der Gleichung (3.7) genügt 
und für das g Px -f- a P2 >0 ist, entspricht vermöge (3.6) ein 

Punkt der Geraden 12, und umgekehrt. Diese Zuordnung 
„Punkt (g, er)“ ist offenbar stetig. Für a — o ist g = 1 (nicht 

— 1, weil P > o sein muß). Das liefert den Punkt 1. Für den 
Punkt 2 ist dagegen g = o, er = 1. Daher ist er im Innern der 
Strecke 12 nirgends o, am Ende aber positiv, und deshalb wegen 
der Stetigkeit im ganzen Innern positiv. Ebenso ist auch g im 
ganzen Innern der Strecke 72 positiv. 

Insbesondere im Mittelpunkt der Strecke 12 sind g und a posi- 
tiv. Der Mittelpunkt ist von 1 und 2 gleichweit entfernt, also ist 
in ihm 

PxP-XxX— Y1Y = P2P-X2X— YoY 

oder also 

(P, - P2) (QP1 + OP2) - (Xx - X2) (gXx + aX2) - 

(Fi Y2) (QYX + OY2) = 0 
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und nach Ausmultiplizieren: 

g [1 — cosh (Ti)] + a [cosh (Ti) — 1 ] = o. 

Daher ist Q = a und aus (3.7) folgt dann 

Q2 [2 -f- 2 cosh (Ti)] = 1, also Q = 
2cosh(f ) 

Der Mittelpunkt der Strecke 12 hat also die fF-Koordinaten 

Xx + IT + Yt Px + P» 
2 cosh ’ 2 cosh ’ 2 cosh 

Die Verbindungsgerade des Punktes 3 mit der Mitte von 12 hat 

daher die Gleichung 

X 
X, 

Y 

y3 

p 
Pt 

Xi + X2 Y,+ Y2 PX + P2 

— o. 

Ebenso hat die Verbindungsgerade des Punktes 1 mit der Mitte 
von 23 die Gleichung 

X Y P 

Xx Yx Px 
X2 Y X3 Yo Y Y3 P2 Y P3 

o. 

Der Schnittpunkt der beiden ist der gesuchte Schwerpunkt S. Die 
Auflösung ist offenbar 

(3.8) IX = Xx Y X2 Y X3, 1Y=YXYY2Y Y3, 

ÂP = Px Y P2 + T3, 

wobei sich der Faktor A aus der Gleichung P2 — X2 — Y2 — 1 

ergibt, also 

(3-9) A2 = 3 -j- 2 cosh (Ti) Y 2cosh(T3) + 2 cosh (23). 

A ist die positive Quadratwurzel. 
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§ 4. Was ist mit der Euler’schen Geraden? 

In der Euklidischen Elementargeometrie gibt es eine ganze 
Reihe hübscher Sätze, die aussagen, daß irgendwelche bemer- 
kenswerte Punkte auf einer Geraden oder auch auf einem Kreis 

hegen. Am bekanntesten ist wohl der Satz, daß bei einem Dreieck 

der Schnittpunkt S der Mitteltransversalen (Schwerpunkt), der 
Höhenschnittpunkt H und der Mittelpunkt M des Umkreises 

auf einer Geraden hegen {Euler'sehe Gerade). Für ein gleich- 
schenkliges Dreieck sieht man sofort, daß der Satz auch in der 
hyperbolischen Geometrie gilt; denn da liegen alle drei Punkte 
trivialerweise auf der Symmetrielinie des Dreiecks. Beim allge- 

meinen Dreieck ist der Beweis aber nicht ganz einfach, und so 
kann man fragen, wie das in der hyperbolischen Geometrie viel- 
leicht sein mag. Die wohl kaum so präzis erwartete Antwort lau- 

tet: Wenn die drei Punkte auf einer Geraden liegen, dann ist das 
Dreieck gleichschenklig4 

Zum Beweis betrachten wir ein Dreieck ABC mit den Seiten 
a, b, c und den Winkeln a, ß, y und führen IP-Koordinaten ein. 

Die Ecke B wählen wir als Nullpunkt, die positive ar-Achse 
legen wir durch C und die Ecke A nehmen wir dann auf der 
positiven y-Seite an (Fig. 8). Die Koordinaten von B sind dann 

1 Wie ich nachträglich bemerkt habe, ist der Satz nicht neu. Er findet sich 
bereits in einer Arbeit von R. Baldus (Über Eulers Dreieckssatz in der ab- 
soluten Geometrie. Sitzungsber. d. Heidelberger Akad. d. Wissenschaften, 
Math.-naturw. Klasse 1929, 11. Abhandlung), der zum Beweis das Klein’sche 
Modell der hyperbol. Geometrie heranzog. 
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Xx = o, Yx = o, Px = l, 

die von C sind 

Xo = sinh F2 = o, P3 = cosh a. 

Für die von A iiest man aus Fig. 8 ab : P3 = cosh (A B) = coshr, 
sodann Y3 = sinh (AAß) = sinh c sin ß (nach [2] § 28 Formel 

[II])  und analogX3 = sinh (AA2) = sinh c sin  ß̂ j. Also zu- 
sammenfassend : 

X3 = sinh c cos ß, Y3 = sinh c sin ß, P3 = coshc. 

Nach [2] § 28 Formel (III)  notieren wir noch 

sinh c cos ß 
tanh (BAß) = tanh c cos ß = 

cosh c 

woraus die gleich zu benutzenden Formeln folgen: 

(4-i) sinh (B Aß) 

cosh (BAß) 

sinh c cos ß 

Ÿ1 + sinh2 c sin2 ß ’ 
cosh c 

Y1 + sinh2 c sin2 ß 

Der Schnittpunkt N der Mitteltransversalen hat nach (3.7) die 
IF-Koordinaten 

X, Xx + A2 + X, „ Fr + F2 + V3 
1 4 — X p. + p% + P3 

oder also nach Einsetzen der gefundenen Werte: 

^4 = 

sinh a -(- sinh c cos ß 
V, 

sinh c sin ß 

P.= 

X > - 4 

1 + cosh a + cosh c 

wobei es auf den (übrigens in [3.9] angegebenen) genauen Wert 

von / nicht ankommen wird. 
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Um die fF-Koordinaten des Höhenschnittpunkts H zu berech- 
nen, lesen wir aus Fig. 8 nach [2] § 28, Formeln (V) und (I) sowie 
der ersten der obigen Formeln (4.1) ab: 

tanh {HAx) = sinh (BAX) tan cp = 
sinh c cos ß 

Y1 + sinh2 c sin2 ß 

cot y 
cosh a ’ 

und wenn wir im Zähler sinh c nach dem Sinussatz noch durch 
sinh b sin yjsin ß ersetzen, 

tanh (HAt) 

Daraus folgt 

sinh b cos ß cos y 
sin ß cosh sf 1+ sinh2 c sin2 ß 

sinh (/Mj)  
sinh b cos ß cos y 

U 

cosh (NAj) sin ß cosh a Y1 + sinh2 c sin2 ß 
V 

wobei U eine Quadratwurzel ist, auf deren genauen Wert es nicht 

ankommen wird. Die IF-Koordinaten von H sind nun in Fig. 8 

X5 = cosh (// A-j) sinh (B Aj), V5 = sinh (HAj), 

Pb = cosh (HB) = cosh (H A j) cosh (B Aj). 

Setzt man hier die oben gefundenen Werte ein, so kommt: 

-W = y5 = 
sin ß cosh a sinh c cos ß 

V 
sin ß cosh a cosh c 

V 

sinh b cos ß cos y 
U 

Pf> = 

Was schließlich die fF-Koordinaten W6, Fe, P6 des Mittel- 
punktes M des Umkreises angeht, dessen Radius r sei, so ergeben 
sie sich aus der Bedingung 

cosh (BM) = cosh r, cosh (CM) = cosh r, 

cosh (A M) = cosh r, 

die sich in fF-Koordinaten so schreibt: 
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Px P G — X1W6 — Yx Y6 = cosh r, 

P2P6 — X3Xg — Y2 Y6 = cosh r, 

P3 P6 — X3 Xg— Y3 Yß = cosh r, 

oder also : 

1 • P6 — o % � Xg — o • Yg = cosh r, 

cosh a % � P g — sinh a % � X6 — o % � Y6 = cosh r, 

cosh c-Pg — sinh c cos ß • Xe — sinh c sin ß % � Yg = cosh r. 

Durch sukzessive Auflösung nach P6, X6, Y6 kommt 

cosh a — 1 
P6 cosh r, XR 

YR 

sinh a 

(cosh c— l) sinh a — (cosh a— l) sinh c cos 
sinh a sinh c sin ß 

• cosh r, 

cosh r. 

Setzt man zur Vereinfachung 

. (cosh a 4- >) sinh c sin ß 
cosh r =  ÿ  

so kommt schließlich 

v   sinh a sinh c sin ß 
— ÿ > 

T7- (cosh c — l) (cosh a + l) — sinh a sinh c cos ß 
*  6 = y 

n (cosh a + l) sinh c sin ß 
Pe = ÿ > 

wobei es auf den genauen Wert von V, der sich natürlich aus 
P\—X\— Y g = 1 ergeben würde, nicht ankommen wird. Bei 

Yg ersetzen wir noch sinh a sinh c cos ß nach dem ersten Cosinus- 
satz ([2], § 30) durch cosh« cosh c — cosh b und erhalten 
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Dafür, daß die drei Punkte S, H, M auf einer Geraden liegen, 

ist jetzt notwendig und hinreichend, daß die Determinante 

x* y* p, 
x, yB p5 

^6 y« p, 

verschwindet, oder also, daß die Determinante 

sinh « sinh c sin ß 1 + cosh « 

+ sinh c cos ß : -j- cosh c 

sin ß cosh « 

%  cosh c 

sinh a cosh c — cosh« (cosh« + 1) 
• sinh c sin ß — 1 + cosh b • sinh c sin ß 

verschwindet. Um diese zu berechnen, multiplizieren wir die 
zweite Spalte mit cosh a und dividieren dafür die zweite Zeile 
durch cosh a. Sodann ziehen wir die neue zweite Zeile, noch 

durch s'm ß dividiert, von der ersten ab. Dadurch bekommen wir 

sinh« cosh « sinh c sin ß cosh « + 1 
— sinh b cot ß cos y 

sinh b cos ß cos y cosh c sin ß 

sinh« sinh c cosh c cosh« —• cosh2« (cosh« + 1) 

• sin ß — cosh « -j- cosh b cosh « • sinh c sin ß 

Tetzt ziehen wir von der letzten Spalte die mit C°S^ a + 1 multipli- 1 sinh a r 

zierte erste ab. Dann kommen in der ersten und dritten Zeile 

Nullen. In der zweiten aber kommt 

sin ß sinh c 
cos ß 

sin ß cosh « sinh b 

sinhr cos ß • cos ß cos y 
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sin ß (cosh c sinh c cos ß) 

= [cosh c sinh2 a — (cosh a -j- l) sinh a sinh c cos ß] 

= - ^2 [cosh c (cosh2«— 1)—(cosh a + 1) (cosha coshe — cosh^)] 

= ~ŝ ?~ (cosh a 1) (cosh b — cosh c). 

Dadurch zerfällt die Determinante A in zwei Faktoren AXA2, 
wobei 

= sinh*a (cosh a + ^ (Cosh C ~ C°sh b' )’  

A2 

sinh a 
cosh a sinh c sin ß 

— sinh b cot ß cos y 

sinh a sinh c cosh c cosh a — cosh2 a 
sin ß — cosh a + cosh b cosh a 

ist. In der Determinante Az ziehen wir von der zweiten Spalte die 

mit mh ^ cos mupiplizierte erste ab. In der zweiten Zeile kommt 
sinh a sin p r 

dann mit Benutzung des ersten Cosinussatzes 

coshe cosh« — cosh2« + cosh <5 cosh « — cosh « — sinh c sinh b cos oc 

= cosh c cosh « — cosh2 « + cosh b cosh « — cosh c cosh b 

= (cosh « — cosh c) (cosh b — cosh a). 

In der ersten Zeile aber kommt 

cosh « sinh c sin ß — 

= cosh « sinh c sin ß — 

= cosh a sinh b sin y — 

sinh b cos ß cos y sinh b cos a 
sin ß sin ß 

sinh b / n 1 . 
-^T/T (cos P cos Z + cos °0 
sinh b . n . , 

—5-- sin p sin y cosh a = o, 
sin ß ' ' 

wobei zuletzt noch der Sinussatz und der zweite Cosinussatz 
([2] § 30) benutzt wurden. Also ist 
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A2 = sinh a (cosh a — cosh c) (cosh b — cosh a) 
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und somit 

A = A1A2 = (cosh a + 1) W, wobei 

W = (cosh c — cosh b) (cosh a — cosh c) (cosh b — cosh a). 

Daher verschwindet A und liegen also die drei Punkte S, H, M 

auf einer Geraden dann und nur dann, wenn von den drei Seiten 

a, b, c zwei einander gleich sind, das Dreieck also gleichschenklig 
ist. W. z. b. w. 

Beim nicht gleichschenkligen Dreieck müssen die drei Punkte, 
da sie nicht auf einer Geraden liegen, auf einer echten Kreisform 
(gewöhnlicher Kreis oder Grenzkreis oder Abstandslinie) liegen. 

Aus Stetigkeitsgründen ist klar, daß bei einem „nahezu“ gleich- 
schenkligen Dreieck auch die Kreisform „nahezu“ eine Gerade 
sein muß, also eine Abstandslinie. Ob es immer so ist, vermag ich 
nicht zu sagen. Ich konnte trotz eifrigen Suchens kein Dreieck 

linden, bei dem es anders war, kann aber auch nicht beweisen, 
daß es keines gibt. 

§ 5. Uber die Krümmung ebener Kurven 

Bekanntlich gibt es in der hyperbolischen Geometrie eine 
natürliche Längeneinheit, die genau so natürlich ist wie die dem 
Anfänger als gekünstelt erscheinende, in Wahrheit aber natür- 

liche Logarithmenbasis e. Diese natürliche Längeneinheit ist 

allerdings nicht auf den unseren Augen oder gar unseren Astro- 
nauten zugänglichen winzigen „unendlich kleinen“ Teil der un- 
endlich großen Welt zugeschnitten. Sie reicht weit in die Sternen- 
welt hinein, und wir können sie nicht in Lichtjahren oder gar 

Kilometern ausdrücken. Alle in dieser und meinen früheren Ar- 
beiten vorkommenden Längen sind in dieser natürlichen Einheit 
ausgedrückt. Will  man statt dessen eine irdische Längeneinheit, 
etwa das Meter, einführen, so muß man die natürliche Längen- 
einheit etwa mit R bezeichnen, wobei R eine ungeheuer große, 
uns aber unbekannte Zahl ist, und man muß in den Formeln 
statt aller Längen a,b,... schreiben a/R, bjR, ... Wie häßlich 
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würden dann z. B. die Formeln des Ceva-Kaleidoskops aussehen. 
Trotzdem wird das vielfach so gemacht und manchmal wird der 
unschöne Faktor l {R oder sein Quadrat auch als Krümmung be- 
zeichnet. Aber das sollte man nicht tun, es ist irreführend. Ich 

erinnere mich aus meiner Studentenzeit, wie schon Ferdinand 
Lindemann in Vorlesungen davor warnte und mißbilligend aus- 

rief: „Da reden die Philosophen von krummen Räumen.“ 
Man kann im Euklidischen Raum Abbilder (Modelle) der 

hyperbolischen Ebene (oder wenigstens eines Teiles davon) an- 
geben. Das sind gewisse Flächen, z. B. die Pseudosphären, und 

auf ihnen gewisse Kurven als Bilder der hyperbolischen Geraden. 
Diese Flächen und Kurven sind als Gebilde der Euklidischen 
Geometrie gekrümmt, aber man soll die Krümmung der Bilder 
nicht als Krümmung der Originale ausgeben. Mit  demselben oder 
noch größerem Recht könnte man auch folgendes machen. Im 

hyperbolischen Raum gibt es Abbilder (Modelle) der Euklidi- 
schen Ebene (sogar der vollen Ebene, nicht nur eines Teiles). Das 
sind die Grenzkugeln, und auf ihnen gewisse Bilder der Eukli- 
dischen Geraden; das sind die Grenzkreise. Diese Flächen und 
Kurven sind als Gebilde des hyperbolischen Raumes gekrümmt, 

und nun könnte man versucht sein, die Krümmung dieser Bilder 
auch den Originalen, also den Euklidischen Ebenen und Geraden, 
anzudichten. Aber so weit hat sich wohl noch niemand verstiegen. 

Nunmehr wenden wir uns dem echten Krümmungsbegriff zu, 

und zwar bei einer ebenen Kurve. Zunächst sei daran erinnert, 
wie man es in der Euklidischen Geometrie macht. Da berechnet 
man im gegebenen Kurvenpunkt P mit Hilfe eines Nachbar- 
punktes Pv den man auf der Kurve gegen P hinwandern läßt, 
die Tangente in P und senkrecht dazu die Normale in P. Dann 
braucht man einen zweiten Nachbarpunkt P„, berechnet in die- 

sem (mit Hilfe eines weiteren gegen P2 wandernden Nachbar- 
punktes P3) die Tangente in P2 und senkrecht dazu die Normale 
in P2. Dann berechnet man den Schnittpunkt der beiden Nor- 

malen und läßt schließlich P2 gegen P hinwandern, um dann die 

Grenzlage des Normalenschnittpunktes als Krümmungsmittel- 
punkt zu definieren. Also eine ziemlich komplizierte Sache, drei 

Nachbarpunkte sind etwas reichlich; manchmal werden auch 
noch Kontingenzwinkel und Bogenelement bemüht. 
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Es geht aber auch viel einfacher. Die rechtwinkligen Koordina- 
ten x0, y0 der Kurve seien als Funktionen eines Parameters t ge- 
geben, die Gleichung des Krümmungskreises sei 

(x-a)*+(y-t>y  = r2, 

man muß a, b, r berechnen. Da der Krümmungskreis durch den 
Kurvenpunkt x0, y0 gehen soll, muß 

(5.1) Oo — à? + (y0 — b? = r2 

sein. Der Kreis soll aber auch durch den Nachbarpunkt x0-j- dx0, 
y0 -j- dy0 gehen. Statt die entsprechende Gleichung hinzuschrei- 

ben, zieht man gleich die vorige davon ab, dividiert durch dt und 
läßt dann dt nach o wandern. Das heißt einfach, man differen- 
ziert die Gleichung (5.1) nach t und erhält 

(5-2) (* 0 — a)x' 0 + (.To — b)y'0 = o. 

Der Kreis soll aber noch durch einen weiteren Nachbarpunkt 
gehen. Man differenziert also noch einmal: 

(5-3) *o2 + y'o2 + Oh, — a) xö + (y0 — b)y'0' = O. 

Aus (5.1), (5.2) und (5.3) sind a, b, r zu berechnen. Aus (5.2) 
folgt 

(5*4) *0 —a = Qy'o, y0 — b = —Qxo, 

und das in (5.3) eingesetzt ergibt: 

/III / //\ 

—yoxo) + y '2 
0 % � 

Damit hat man Q, aus (5.4) dann a und b und aus (5.1) auch r. 
Nun kommen wir zur hyperbolischen Geometrie, wo die Rech- 

nung noch einfacher ist. Da kann man gar nicht immer von 

Krümmungskreis, seinem Mittelpunkt und Radius reden. Viel- 
mehr gibt es durch irgend drei Punkte stets genau eine Kreis- 
form, die ein gewöhnlicher Kreis oder Grenzkreis oder Abstands- 
linie oder auch eine Gerade sein kann. Das gilt auch für drei un- 

endlich nahe Nachbarpunkte auf einer Kurve. Wir denken uns 
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die fF-Koordinaten X0, F0, P0 der Kurve als Funktionen eines 
Parameters t gegeben. Die Gleichung der Krümmungskreis- 
form sei 

(5.5) AX + BY+ CP + D = o. 

Wir müssen die Koeffizienten A,B,C,D berechnen. Da die 

Kreisform durch den gegebenen Kurvenpunkt X0, F0, P0 gehen 
soll, muß 

AX0 + BY0 + CP0 + D = o 

sein. Die Kreisform soll aber auch durch einen unendlich nahen 
Nachbarpunkt gehen; wir müssen also einfach nach t differen- 
zieren : 

AX{; + B K' + CP' 0 = o, 

und noch ein Nachbarpunkt verlangt nochmals Differentiation: 

AX'0' + BY'' + CP'0' = o. 

Aus den drei Gleichungen kann man das Verhältnis A :B:C:D 
berechnen und in (5.5) einsetzen, und in Determinantenform 

sieht die Krümmungskreisform einfach so aus: 

X Y P 1 

-*o Y0 P0 1 
X' 0 Y' P' o 
X'1 YQ P’’ O 

Einfacher kann man es nicht mehr verlangen. Die Krümmungs- 

kreisform ist für A~ + B2 < C2 ein gewöhnlicher Kreis, dessen 
Mittelpunkt und Radius man z. B. aus [3] Ziffer 102 ablesen 

kann; für A2 -j- B2 — C2 ist es ein Grenzkreis, dessen unendlich 
fernen Mittelpunkt man ebenfalls aus [3] Ziffer 102 entnehmen 
kann; für A2 -f- B2 > C2 ist es eine Abstandslinie, deren etwa als 

Krümmungsachse zu bezeichnende Null-Linie und deren etwa als 
Krümmungshöhe zu bezeichnender Abstand von der Null-Linie 
auch wieder aus [3] Ziffer 102 zu entnehmen sind. Für D = o 

fällt die Abstandslinie mit ihrer Null-Linie zusammen und ist ein- 
fach die Kurventangente. 
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