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Kritisch-historische Bemerkungen zur Funktionentheorie.

Von Alfred Pringsheim,

Vorgetragen in der Sitzung am 15. Dezember 1928,

I. Uber den sogenannten Vivanti-Dienes’schen Satz.

1. Im Laufe meiner langjihrigen mathematisch-literarischen
Titigkeit habe ich mir zu gelegentlicher Behandlung verschiedene
Einzelheiten aus dem Gebiete der Funktionentheorie, teils sach-
licher, teils historischer Natur angemerkt, die nach meinem Dafiir-
halten einer Berichtigung, Ergiinzung oder verbesserten Darstellung
bediirfen. Und ich michte einen Teil der Zeit, die mir zu pro-
duktiver Titigkeit noch zugemessen ist, dazu beniitzen, um vor
Toresschlufi noch einige von diesen Dingen auszuarbeiten und in
zwangloser Folge unter dem in der Uberschrift angegebenen Ge-
samttitel an dieser Stelle zu veriffentlichen. Ich beginne mit dem
gleichfalls in der Uberschrift bereits genannten Satze von Vi-
vanti-Dienes, zeige zuniichst, dal der erste Teil dieser Be-
nennung auf einem nachweisbaren Irrtum beruht, der leider schon
in die Enzyklopiidie der mathematischen Wissenschaften Eingang
gefunden hat, und kniipfe daran einige Bemerkungen prinzipieller
Natur gegen die iiberhandnehmende Unsitte, beliebige Siitze und
Sitzchen sofort mit Erfindermarken zu versehen. Gegen den zweiten
Teil der obigen Benennung wird keinerlei Einwand erhoben, je-
doch wird gezeigt, daf der Satz selbst allzu wenig leistet und
leicht durch einen wesentlich besseren ersetzt werden kann. Dieser
letztere fiihrt mich schlieflich zu einer Verallgemeinerung, die,
so nahe sie liegen mag, bisher nicht ausgesprochen zu sein scheint
und immerhin einiger Beachtung wert sein diirfte.

2. In der bekannten Monographie des Herrn Edmund
Landau: ,,Darstellung und Degriindung einiger neucrer Ergeb-
nisse der Funltionentheorie (1916) findet sich auf S, 65 als Uber-
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schrift von § 17: ,,Satz von Vievanti-Dienes'* und auf 8. 12 als
Erliuterung zu dem Vivanti’schen Anteil an dem fraglichen
Satze die Mitteilung: ,, Wie zuerst Vivanti) bemerkt Lat, ist bei
ciner Potenzreile, deren Koceffizienten > 0 sind, . . . . . der positive
Punkt des Konvergenzkreises cin singuliiver Punkt der I'unktion.*
Diese Aussage erscheint zuniichst, soweit sie von der Bedeutung
des Verbums ,.bemerkt hai abhiingt, nicht ganz eindeutig. Be-
stehen ja doch in dieser Beziehung die beiden Mdoglichkeiten:
bemerkt = angemerkt, also ausgesprochen, andererseits bemerkt =
walygenommen (ohne es auszusprechen). Glicklicher Weise hat
Herr Landau durch den ausdriicklichen Hinweis (a. a. 0. Fufin. 3)
auf eine friihere Publikation diesen Zweifel selbst aufgeklirt. Da-
selbst (Mathem. Ann. 61 [1905], S. 534) lautet die entsprechende
Aussage ganz unzweideutig folgendermatien: ,Dieser (sc. der oben
genannte) Satz wurde trotz seiner Kinfuchheit zuerst i Jakre 1893
von Herrn Vivanti®) ausgesprochen. Lin Beweis wwrde elwa gleich-
zeitiy von Herrn Pringsheim®) verdffentlicht.*

Leider beruht der erste Teil dieser Aussage auf einem frag-
losen Versehen, und der zweite bedarf infolgedessen der Kr-
ginzung dahin, dafi der genannte Satz von mir auch zuerst aus-
gesprochen wurde. Da die in FulBin. 2 angegebene Belegstelle auf
eine kleinere, wenig verbreitete und lingst eingegangene Zeit-
schrift sich bezieht, so will ich, um meine Behauptung ad oculos
zu demonstrieren, die in Frage kommende Stelle aus dem in mei-
nen Hiinden befindlichen Separatabzuge der nur drei Oktavseiten
langen Vivanti’schen Note wortlich anfiihren: )

I noto che, se lim i 1, la serie 2c,a®, dove le

n=1w OCn n- 0
¢ St suppongono reali e positivl, ¢ convergente, insieme a {utli
le sui devivate, entro in cerchio di raggio 1 col centro nell’
origine, .. ... ).

1) Mit dem Hinweise: Vivanti 1, S. 112, woselbst das in der folgen-
den FubBnote angefiihrte Zitat sich findet.

3 [ Sulle serie di potenze.* Rivista di matematica, Bd. 3 (1893) S. 112.

3) Uber Funktionen, welche in gewissen Punkten Differentialquotienten
Jeder endlichen Ordiung, aber keine Taylor'sche Reihenentwicklung besitzen.
Math Annalen, Bd. 44 (1894), S. 42.

') Die ausgelassenen Zeilen haben mit der hier vorliegenden Frage
nichts zu tun. Sie besagen lediglich, daf die Reibe auch noch fir «|=1
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D altra parte la funzione analitica di cui quella serie ¢
un elemento ha evidentemente una singolarita nel punto x = 1.
Kurz zusammengefatit:
. Cugnn . . e
Ist lim “ " ==1 und sind die ¢, recdl und positiv, so

n-- w cn
hat die Reihe Ye,a" den Konvergenzradius 1 und offenbar
(,evidentemente”) die singulire Stelle z = 1.
s Offenbart? Auf Grund der beiden Voraussetzungen:
. c 1 -
lim 21 =1 und ¢, redl 0,

n—-w  On
oder welcher von beiden? Die dltere Landausche Aussage, daB
hier irgendein bestimmter Satz ausgesprochen worden sei, scheint
mir vollig unhaltbar.

. Vorsorglichs, wie die Advokaten zu sagen pflegen, mdochte
ich indessen mit Riicksicht auf die spitere, vielleicht nicht ganz
unabsichtlich etwas eingeschrinkte Fassung ausdriicklich bemerken,
dal ein Autor durch ein solches ,,offenbar* noch keinerlei Anrecht
erwirbt, als wirklicher und alleiniger Erfinder irgend eines von ihm
verschaciegenen, aber leicht zu vermutenden und zur ausreichen-
den Begriindung jenes fragwiirdigen ,,offenbar geeigneten Satzes
patentiert zu werden®). Und der vorliegende Fall darf geradezu
als warnendes Schulbeispiel dafiir dienen, zu welch wundersamen
Konsequenzen die gegenteilige Praxis fithren kénnte. Da niimlich

unter den Vivanti’schen Voraussetzungen — iiberdies sogar als

. P | . . .

erste — die folgende: lim ikl figuriert und diese nach ei-
n- w cﬂ

nem gleichfalls leicht zu vermutenden (aber wmso schwerer zu

heweisenden) Satze unweigerlich die Singularitit der Stelle z == 1

nach sich zieht, so miite man darauf gefalit sein, auch diesen

(angeblich von Herrn Fabry bewiesenen) Satz auf den Namen

Vivanti getauft zu sehen. Damit soll keineswegs geleugnet werden,

konvergiert, wenn das Raabe’sche Kriterium: lim » (1 — ) > 1 exfullt
new

ist, und daf das gleiche fur alle derivierten Reihen gilt, wenn:
. Cn4-1
lim n(l— ) =co,

n— 0 Cn
1) Sonst miilte man =z B. denjenigen Mathematiker, der lange vor
w

Abel gefolgert hat, dafi aus: lg (1 4-a) = Nr(~ 1)"—1‘-71 ,,offenbar' sich
,

o

Cn-l-1

Cn

\ 1 . 1
ergebe: lg 2 = Yo (= 1p~1 | zum Krfinder des Abel'schen Grenzwertsatzes
y
machen. !
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daf der Wunsch, gerade die betreffende von Herrn Vivanti offen
gelassene Beweisliicke (obschon auch mehrere andere dazu ein-
luden) auszufiillen, mich zur Formulierung und zum Beweise des
fraglichen Satzes angeregt hat.

Im tibrigen wurde ja durch wortliche Mitteilung der von Herrn
Landau angegebenen Belegstelle die Existenz eines wirklichen
Versehens einwandfrei nachgewiesen — eines Versehens, das bei
der sonst geradezu vorbildlichen Gewissenhaftigkeit und Zuverliissig-
keit dieses Autors in dem bekannten ,, Dormitat quandoque bonus
Homerus* seine Erklirung und Entschuldigung finden mag.

3. Obschon dieses Versehen, das mir bel seiner ersten Publi-
kation im Jahre 1905 entgangen war, bald nach Erscheinen der
Monographie von 1916, also vor ebwa 12 Jahren mir hekannt wurde,
iiberdies seine ausdriickliche Feststellung und eventuelle Korrektur
fiir mich immerhin ein gewisses personliches Interesse haben
konnte, zog ich vor, es bis zum heutigen Tage vollstindig mit
Schweigen zu iibergehen. Und wenn ich trotzdem jetzt plotzlich
damit an die Offentlichkeit trete, so diirfte man wohl von mir
eine Angabe der Griinde erwarten, die mich zu diesem zwiefachen
Verhalten bewogen haben.

Ich hatte — gleichfalls kurz nach Krscheinen jener Mono-
graphie — in einem daran ankniipfenden Aufsatz die Unvorsich-
tigkeit begangen, mein Bedauern dariiber auszusprechen, dafi der
hartnickige und nach meinem Dafiirhalten iibertriehene Gebrauch
kleiner und grofer o's bzaw. O’s das Studium dev ,,lelirreichen und
dankenswerten Schrift auberordentlich erschwere, was den Zorn
des Verfassers wider alles Erwarten in solchem Mafie erregte,
daB er ostentativ jeden persdnlichen Verkehr mit mir abbrach. Um
den hierdurch hinlinglich gekennzeichneten Konflikt nicht noch
zu verschiirfen, vermied ich bis auf weiteres jede Erwiihnung des
ThemasVivanti. Als dann nach mehr als acht Jahren Herr Landau
meinen 75 jihrigen Geburtstag dazu beniitzte, mir durch einen
wenigstens , bedingt konvergierenden® Gliickwunsch einen Friedens-
schluf ohne Sieger und Besiegten zu ermdglichen, so war nach
der eben gemachten Erfahrung fiir mich erst recht nicht daran
zu denken, in absehbarer Zeit diese alte Streitaxt wieder auszu-
graben. Und da ich andererseits weit davon entfernt war, auf
allenfalls mir zustehende Priorititsanspriiche irgendwelchen Wert
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zu legen, so erschien es mir als das verniinftigste, die ganze Sache
in Vergessenheit geraten zu lassen, zumal ich annahm, jene ledig-
lich als Paragraphen-Uberschrift des Herrn Landau aufgetretene
FFehlbezeichnung werde ihre Geburtsstiitte niemals verlassen. Darin
hatte ich mich aber leider in einer Weise verrechnet, die mich
zwingt, meinem wohlgemeinten Vorsatz ghnzlich untreu zu werden,
was ich aufrichtig bedaure.

4. Als ich niimlich vor einiger Zeit die ,, Moderne Tunktionen-
theorie®, den im Vorjahre erschienenen 2, Band des Bieberbach-
schen Standard-Lehrbuches der Funktionentheorie zur Hand nahm,
bemerkte ich auf 8. 280 als grot gedruckte Uberschrift zu § 1
des siebenten Abschnitts: Der Satz von Vivanti-Borel-Dienes.
Abgesehen von dem Mifivergniigen, welches mir das unerhoffte
Wiederauftauchen des , Vivanti“-Satzes bereitete, befremdete mich
zuniichst das mir véllig neue Auftreten des Namens Borel in
dem obigen Zusammenbange!). Um mir hieritber nithere Auskuntt
zu verschaffen griff’ ich zu dem im grofien und ganzen ausgezeich-
neten Arvtikel: ,, /I C 4. Neuere Untersuchungen iiber I'unitionen
ciner Lomplexen Variablen™, den Herr Bieberbach in Bd. 1l, 3, 1
(1909—1921) der Enzyklopiidie versffentlicht hat. Von dem, was ich
eigentlich suchte, fand ich indessen keine Spur, dagegen auf S. 461
eine fiir mich nicht uninteressante Uberraschung, nimlich zu dem
im Texte nach der Landau’schen Terminologie angefithrten:
2Satz von Vivanti- Dienes* in der zugehrigen Fufinote 186
aufier der Belegstelle: G. Vivanti, Sulle serie di potenze, Rivista
di matematica 3 (1893), p. 111—1142)¢ die aus dem bisher Ge-
sagten inhaltlich uns wohlbekanute Bemerkung: ,Hier kommt der
Satz zuerst ohne Beweis fir positive Koeffizienten vor.“ Da ich
an die sonst sprichwortlich gewordene ,Duplizitit der Fille in
dem vorliegenden Falle nicht recht glauben kann, so michte ich

'} S.Mandelbrojt (The Rice Institute Pamphlet, Vol. X1V, Nr. 4)
bezeichnet (a. a. 0. p. 240) Hadamard als den Autor des ,Vivanti‘-Satzes
— unter Berufung auf die 2. Auflage von H.'s bekannter Schrift: La série
de Taylor [Paris, 1926]. Dieselbe ist mir leider nicht zur Hand. Aus den
Literaturangaben der ersten [1901] gebt jedoch unzweideutig hervor, dafi
H. den Satz von mir entnommen hat.

%) Diese ausfihrlichere Seitenangabe findet sich (an Stelle der auf
unserer S, 344, FuBin. 1 angegebenen) auch auf S. 108 der Landau’schen
»Monographie unter Vivanti, 1.
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vermuten, dak Herr Bieberbach nicht bei Einsicht in die (ei-
nigermaken schwer zu beschaffende) Vivanti’sche Originalnote ein
Opfer der gleichen optischen T#uschung, wie Herr Landau ge-
worden ist, vielmehr die obige wunrichtige Bemerkung von dem
letzteren tihernommen hat, woraus ihm bei dessen oben bereits
als vorbildlich bezeichneten Gewissenhaftigkeit und Zuverlissigkeit
nicht der geringste Vorwurf zu machen wiire. Wie dem auch sei,
jedenfalls ist durch thre Aufnahme in die Enzyklopiidie (einschlieB-
lich der von mir angefochtenen Satzbezeichnung) fiir mich eine
wesentlich veriinderte Situation entstanden. Besteht ja doch eine
ausdriicklich in den Plan der Enzyklopiidie aufgenommene*) Haupt-
aufgabe darin, ,,durch sorgfiltige Literaturangaben die geschichtliche
Entwicklung der mathematischen Methoden scit dem Deginn des
19. Jahrhunderts nachzuweisen. Nun glaube ich aber als einer
der iltesten Mitarbeiter der Enzyklopiidie durch meine einfithrenden
Artikel in Bd. I, 1 und II, 1, sowie durch verschiedene andere
historisch-mathematische Aufsiitze und besonders zahlreiche in
meinen iibrigen Arbeiten verstreute historische Bemerkungen nicht
nur das Recht, sondern auch die Pflicht erworben zu haben, nach
Moglichkeit dazu beizutragen, dal3 Irrtiimer wie der vorliegende
auf dem Wege itber die Enzyklopiidie nicht geradezu ,geschichts-
notorisch® werden. Aus diesem Grunde mdochte ich ausdriicklich
dafiir plidieren, dafy die oben angefiihrte Bemerkung gelegentlich
berichtigt wird und dal zwar nicht der angeblich Vivanti'sche
Satz, wohl aber diese seine Benennung wieder verschwindet?).
Wie aber soll der Satz alsdann benannt werden? Aha, ,/ine illac
lacrimae®*, wird wohl mancher freundliche Leser denken: , Vielleicht
als Pringsheim’scher Satz?“ Ach nein, ganz im Gegenteil: ich
wiirde gegen einen derartigen Miibrauch meines Namens 2 o
schiirfste protestieren. Wie also soll dann der Satz schliel

doch henannt werden? Nach meiner Meinung soll er und seines-
gleichen®) geradeso wenig, wie nach seinem Versclhuveiger, nach
seinem Lirfinder bzw. seinen Fifindern, sondern, wo es irgend angeht,

s Bd I 1, SOIX

%) Mit dem ,Dienes’schen* Satz, bei dem die Sache gerade umge-
kehrt liegt, werde ich mich weifer unten noch auseinandersetzen.

3) Damit meine ich Siitze, die nicht in irgend einem besonderen Zu-
sammenhange eine hervorragende Wichtigkeit besitzen,
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insbesondere als Uberschrift, nach seinem Inhalt benannt werden
(z. B.in dem vorliegenden Talle als ,Spezielles Singularitits-Kri-
terium® oder ausfiihrlicher als ,Hinreichende Bedingung fiir die
Singularitit der Stelle @ = 1 bzw. £ = #“) was nicht ausschliefit,
daBl nach Bedarf auch der bzw. die Erfinder, sei es 1m Text oder
in einer Fufinote, angegeben werden.

5. Ich mochte die im Anschluff an die letzte Bemerkung sich bie-
tende Gelegenheit nicht ungentitzt lassen, etwas ausfiihrlicher auf das
mir schon lingst am Herzen liegende Thema!)der schlagwortmiifigen
Benennung einzelner mathematischer Lehrsiitze durch Autorennamen
einzugehen. Ich beschriinke mich dabei, wie es der Zusammenhang
ja von selbst ergibt, auf das Gebiet der Funktionentheorie.

Wir dlteren Mathematiker — ich denke dabei naturgemiit be-
sonders an diejenigen, deren Hauptstudienzeit (nicht blof Studenten-
zeit) noch in das letzte Drittel des vorigen Jahrhunderts fiel —
pllegten die Mathematik als eine im wesentlichen ,anonyme“ Wissen-
schaft zu erlernen. In den Vorlesungen, in den Lehrbiichern (z. B.,
um nur die besten zu nennen, in den Cours und Lraités d' Analyse
von Cauchy-Moigno [1840] bis Picard [1891] und bis zu der
zweiten Auflage von Camille Jordan [18931f.]), aus denen wir
den grofiten Teil unseres mathematischen Wissens bezogen, war
das Frscheinen von Autornamen eine auferordentliche Seltenheit,
in den Originalabhandlungen trat der Meister hinter seinem Werke
zuriick, Die ausschlieiliche Benennung einzelner Sitze mit den
Namen ihrer Entdecker blieb eine bis auf wenige geradezu tri-
vial gewordene Beispiele (Pythagoreischer, Fermat’scher,
Taylor’scher Satz) beschriinkte Ausnahme?). Hie und da wurde
ein besonders wichliger Satz aufier mit einer Andeutung seines
Inhalts mit dem Namen des Verfassers gekennzeichnet. Hier
einige gliinzende Beispiele dieser Art: der Cauchy’sche Inte-
gralsatz (1814 bzw. 1825), der Abel’sche Grenzwert- (oder Ste-

lo'leItS-)SdtL tiir Potenzreihen®) (1826), der Welerstrafi’sche

1) Vgl. z. B, meine ,Vorlesungen iiber Zahlen- und Funktionenlehre® I,
3 [1921], 8. 920, Zeile "f‘f

2) Unter dlewn Ausnahimen witre etwa noch der Laurent sche Satz
zu erwiihnen.

%) Trots seiner Unscheinharkeit ein Markstein in der Entwickelungs-
geschichte der Funktionentheorie, als Ausgangspunkt fiir den Begriff der
gleichmdapigen Konvergenz. Vel. dieser Berichte Bd. 27 (1897), S. 344,
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Doppelreihensatz®) (1880), der Jordan’sche Kurvensatz (1893).
Im iibrigen war man aber auch im Gebrauche dieser ,gemischten®
Bezeichnungsweise iuberst sparsam, sofern es sich nicht um Unter-
scheidung verschiedener, einem gemeinsamen Zwecke dienender
Siitze (z. B. Konvergenzkriterien) handelte.

Die im vorstehenden geschilderte Praxis hat sich leider in
neuerer Zeit sehr zum Nachteil veriindert. Die ,Entdecker“-Siitze
ohne irgendwelche anderweitige Charakterisierung wachsen wie
die Pilze aus der Erde, gehen aus dem Tagesbetrieb der Zeit-
schriften (wo solche kurze Benennungen der Bequemlichkeit halber
ihre Berechtigung haben mdgen) in die Lehrbiicher tiber und
geben dem Studierenden, da die iilteren, schon mehr durchge-
arbeiteten und zu einem Ganzen zusammengewachsenen Partien
einen #hulichen Namenreichtum nicht aufzuweisen pflegen, ein
ganz falsches Bild von ihrer Wichtigkeit?). In dieser Hinsicht
miitte Wandel geschaffen werden, sollten unsere modernen Lehr-
biicher sich nicht ziemlich rasch zu einer Art von Eitelkeits-
markt fiir die jlingere und jiingste Generation auswachsen. Hier-
fiir bieten sich zuniichst zwei Wege: entweder durch reichlichere
und gerechtere Verteilung von Quellenangaben und Autorennamen
ein der Wahrheit niher kommendes Bild herzustellen oder zu der
anonymen Darstellungsweise fritherer Zeiten zuriickzukehren. Ich
wiirde eine Art Mittelweg oder vielmehr eine passende Kombi-
nation beider Methoden fiir das beste halten. Das erfolreiche Stu-
dium der Mathematik erfordert eine ganz hesondere Konzentration
des Denkens, der man jede Storung nach Méoglichkeit fern halten

1) Eine der Hauptgrundlagen der Weierstrafi'sche Funktionentheorie.
Vgl.z. B. meine ,,Vorlesungen iiber Zahlen- und Funktionenlehre” Bd.11, 1,
[1925]. S. 865, 372.

2) Sie liefern iibrigens ein zwar recht bequemes, aber keineswegs ein-
wandfreies Ordnungsprinzip fiir die Sachregister. Die glicklichen Satz-
besitzer werden daselbst unter dem Schlagwort ,,Satz'* der dankbaren Mit-
und Nachwelt dauernd in Lrinnerung gebracht, wiithrend die an Zahl und
Gesamtleistung infinitiir f{iberlegenen Satzlosen in dem Massengrab der
Anonymitiit ruhmlos der Vergessenheit anheimfallen.

Ein lehrreiches Beispicl der entgegengesetzten Art bietet der Satz von
Wigert (Enzyklopidie, a. a. O. 8. 467; Bieberbach, a.a. O. 8. 288, §2).
Wigert? Bisher ein in den weitesten Kreisen unbekannter Name! Jetzt
aber hat er seinen ,,Satz®, sein ,,monumentum aere perernius®,
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sollte. Deshalb miifite man nach meinem Dafiirhalten bei der Dar-
stellung mathematischer Gegenstiinde alles, was den Leser von
dem Gange der Untersuchung abziehen kinnte, aufs sorgsamste
vermeiden und, soweit seine Erwihnung wiinschenswert erscheinen
sollte, in einen Anhang am Ende des Bandes verbannen. Dahin
gehdren Quellenangaben, historische und literarische Dinge ein-
schliefilich der Hervorhebung von Autorennamen (soweit dieselben,
zur Benennung besonders wichtiger Sitze nach Art der oben an-
gefilhrten Beispiele bereits ,klassisch® geworden, nicht bereits
im Text ihren Platz gefunden haben). Dabei wiire nicht vom Text
auf eine zugehorige Stelle des Anhangs?), sondern umgekehrt vom
Anhang auf die in Betracht kommende Textstelle zu verweisen.
Ich habe diese Methode bei Herausgabe meiner in der ersten Fuf-
note S. 349 erwithnten Vorlesungen streng durchgefithrt und wiirde
es im Interesse der Sache lebhaft bedauern, wenn ich damit le-
diglich ein ,Muster ohne Wert* geschaffen haben sollte.

6. Ehe ich mich zur Betrachtung des Dienes’schen Satzes,
der Ubertragung des (ehemals) ,Vivanti'schen Satzes auf den
Fall komplexer Koeffizienten wende, méchte ich mit Riicksicht auf
eine in diesem Zusammenhange zu machende Bemerkung kurz auf
die beiden Beweise fiir jenen spezielleren auf den Fall reeller Koef-
fizienten beziiglichen Satz eingehen.

Der iltere, von mir herrtihrende Beweis (s. S. 344, FuBn. 3)

lautet folgendermaken: Es habe die Reihe P (x) = f}- a, x¥y WO
0

a, > 0 (reell), den Konvergenzradius 1. Wird 0<_£,<_ 1 ange-
nommen und x, = £ ¢ gesetzt (wo ¢ jede beliebige komplexe
Zahl mit dem Absolutwert1 bedeutet), so besteht die Transformation:

B@ =P o) =5 $0 () @ — ),

wo der Konvergenzkreis von B (z | x,) cum mindesten den Einheits-
kreis von Innen beriihrt. Da die Reihe P (x) auf dem Einheits-
kreise mindestens eine singulire Stelle besitzen muB, so muf} fiir
irgend ein a, der Konvergenzkreis von P (z |z,) wirklich den Ein-

1) Unter dieser iilteren Methode habe ich z. B. bei dem Studium der
ersten Auflage von O.Stolz’s ,Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik"
(1885/6), aus der ich viel gelernt habe, schwer gelitten.

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. Jahrg. 1928. 24
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heitskreis von innen bertihren, und das wird mit Sicherheit daon
stattfinden, wenn die Absolutwerte der Koeffizienten B (z,) ihr
Blazimwm errveichen, was offenbar fir z, = &, emntrith. Die be-
treffende Berithrung findet also im Punkte z = 1 statt, dieser
letatere ist daher, wie behauptet, eine singulire Stelle?). —

Wiihrend dieser Beweis die Kenntnis des Satzes von der Hxi-
stenz mindestens einer singuliiren Stelle auf dem Konvergenzkreise
voraussetzb, also wesentlich funktionentheoretischer Natur ist, hat
Herr Landau®)einen elementar-reihentheoretischen Beweis geliefert,
der lediglich die Kenntnis des Cauchy’schen Doppelreihensatzes
voraussetzt. Unter Beibehaltung der oben beniitzten Bezeichnungen
(wenn noch R (x) = & gesetzt wird) findet man:

BO=5r 08 =0ruE+E— g

. L, a, }_l ( )/ .f’ —/(5 o Sn)).
- \l(s 50)

und zwar geht die vorletzte Reihe?®), welche fiir & - & 1 aus
lauter nichtnegativen Bestandteilen zusammengesetzt ist, durch
blogie Umordnung in die nach Potenzen von & — &, fortschrei-
tende letzte Reihe iiber. Wiire nun & == 1 leine singulire Stelle
fiir R (&), so miike P (& &) fir gewisse £ & noch absolut
konvergieren. Diese absolute Konvergenz fiir jene & -1 miilite
dann aber auch erhalten bleiben, wenn man die Rethe (& &)
durch Riick-Umorduung in den Zustand B (£) ziiriickversetzt, was
der Voraussetzung widerspricht., —

Nach einer in der oben angefithrten Fufin. 186 des Bieber-
bach’schen Enzyklopiidie-Artikels sich findenden Bemerkung soll
erst dieser Beweis den 4nmeren Grund des (ehemals) ,Vivanti-
schen® Satzes aufdecken. Das diirfte bis zu einem gewissen Grade
Ansichtssache sein — jedenfalls bin ich der genau entgegenge-
setzten Ansicht. Ich verstehe nicht recht, wie ein indirekter, le-
diglich auf einer rechnerischen Verifikation heruhender Beweis

1) Einen noch kiirzeren, auf demselben Prinzip beruhenden Beweis s.8.858.
%) In der oben erwithnten Arbeit von 1905: Math. Ann. 61, S. 531/6.
%) Eigentlich eine unvollstiindige Doppelreihe (besser: iterierte Reile)
mit Zeilen von endlicher, fir » = o ins Unendliche wachsender (Gliederzahl.
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Sinere* Griinde aufdecken soll. Mir scheint gerade der innere
Grund in dem Satze vou der notwendigen Existenz mindestens
eciner singuliiren Stelle auf dem Konvergenzkreise zu liegen, wel-
cher ganz direkt die singulire Beschaffenheit der Stelle 2 = 1
nach sich zieht. Im tibrigen wird sich zeigen, da& gerade die
direkte Ubertragung des Landau’schen Beweises auf den Fall
komplexzer Reihen-Koeffizienten eine wichtige Aufklirung und da-
mit verbundene wesentliche Verbesserung des Dienes’schen Satzes
verhindert hat.

7. Der Dienes’sche Satz!) pflegt gewshnlich in folgender
PForm ausgesprochen zu werden:

2 .
Hat die Potenereihe B (x) =Y v a, x" den Konvergenzradius
0

1 wnd geliven die Punkte a, einem Winkelraume an von
weniger als 180° mit dem Schettel im Nullpunft, so ist die
Stelle = = 1 eine singulire.

Fiir den Beweis geniigt es, den Fall zu betrachten, daf der
fragliche Winkelraum der rechten Ialbebene angehdrt und durch
die positiv-reelle Axe halbiert wird (da ja der oben ausgesprochene
allgemeinere Fall durch Drehung um einen gewissen Winkel &,
welchen die nunmehrige Mittellinie mit der positiv-reellen Axe
bildet — arithmetisch gesprochen, durch Multiplikation der Reihe
mit e~ 7% auf diesen spezielleren zuriickgefithrt werden kann)?).
B,
des (absolut gemessen weniger als 90° betragenden) Winkels ¢,,
den der Halbstrahl 0@, mit der positiv-reellen Axe bildet, unter
einer endlichen Schranke B~ 0 bleiben muf, so lassen sich die
oben gemachten Voraussetzungen des Satzes auch folgendermaBen
formulieren:

Setzt man a, = a,  f, ¢ und beachtet, daB - als Tangens

1

Lo>0, ILlm o -pi*=1, IL |8 < B. a.?).

»— 0

1) Essal sur les singularités des fonctions analytiques®. Journ. de math,
(6), b (1909), p. 338/40.
2) Der Dienes’sche (im Gegensatz zu dem Landau’schen wesentlich
funktionentheoretische) Beweis behandelt gleich den allgemeinen Fall,
1 N
1+ 0.

%) Anders geschrieben cos ¢ >

24
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Man erkennt leicht an Beispielen einfachster Art, daf die
Bedingung III die Wirkung des Satzes sehr stark und, wie sich
zeigen wird, in ganz iiberfliissiger Weise beschrinkt. Sie verlangt
offenbar, dafy die | f,| filr » = oo hichstens von der GriBenord-
nung der a, sein diirfen; daB ferner fiir a, = 0 auch 8, == 0 sein
mubB. Hiernach wiren z. B. folgende Reihen von der Wirkung des
Satzes ausgeschlossen, wihrend sie nichtsdestoweniger die singuliire
Stelle z = 1 aufweisen:

a, == .11” pr =1 oder (— 1),

= (1 N,y 1 s
dso: ([ 4y i) =g 1 H 0

a, =1, f, = oder (— 1),

L, K A ¥ix_‘
also: }; (1 (1) m)x 1——x+(1-}-'x)2'
1
a,,:é»(l - (—=1)), d. h. a, =1, Ty, g == 0,
p» =1 oder (— 1),
also: i‘.v {é(l»k(— ) - (+ 1)"1’} a”
0 o
o @ 1 . )
—ﬁv l2v_'_‘1, VoY — R
—}6’9{' —{z%_,(il)ab 1—a* ' 1ga

Ein Blick auf diese Beispiele lehrt aber folgendes:

1. Der reelle Teil dieser Reihen besitzt jedesmal die singu-
lire Stelle z = 1.

2. Der imaginire Teil kann sie gleichfalls besitzen oder auch
nicht, ist aber in Zeinem Falle im Stande, die vom reellen Teil
herriihrende Singularitit zu zerstoren.

Wir werden nun zeigen, daB diese heiden Erscheinungen nicht
auf dem speziellen Bildungsgesetz der obigen Reihen herrithren,
vielmehr sfets auch dann eintreten, wenn die oben mit I, II, III
bezeichneten Voraussetzungen des Dienes’schen Satzes bestehen.

Da néimlich ¥ (a, |- ,i)2” den Konvergenzradius 1 haben
soll, so muf mindestens ecine der beiden Reihen Y a,z', ¥ f,a”
den Konvergenzradius 1 haben!). Das trifft dann aber in erster

1) Der Konvergenzradius der anderen Reihe kann dann noch =1 (nie-
mals < 1) sein,
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. . 1 ,
Linie die Reihe Ma, 27, da wegen: o, > |/, | der Konvergenz-
g B g

radius niemals grifer sein kann, als derjenige von Y 5, «''). An-

ders ausgesprochen: Die Bedingungen I, II, III zusammen invol-
1

vieren stets die Beziehung lim o) = 1. Nimmt man diese an Stelle

¥ = 0

der Bedingung IIl in die Voraussetzung auf, so erweist sich die
Voraussetzung der Beziehung III, also die dadurch geschaffene
Beschriinkung der f5,, als villig diberfliissig. Denn nunmehr liefert
ja die Reihe ¥ a,a” sofort die singulére Stelle xz = 1, und diese
kann, wie schon aus den oben gegebenen Belsplelen mit hin-
reichender Deutlichkeit hervorgeht, durch das Hinzutreten des
imaginédren Teils ¢ ¥, f#, 27 niemals zerstort werden.

Es diirfte einigermafien auffallen, daB die unheilvolle Wir-
kung jener Voraussetzung III bisher niemals bemerkt worden zu
sein scheint. Den Grund hiervon darf man wohl in der duBerlich
recht eleganten, aber, wie soeben gezeigt, den wahren Zusammen-
hang wverschleiernden geometrischen Fassung suchen, sodann aber
in dem Umstande, daf die Ubertragung des zuvor angefithrten
Landau’schen Beweises auf den Fall komplexer Reihenkoeffizienten
wesentlich auf der durch die Voraussetzung I eingefithrten Be-
schrinkung der a,, f, (in der Form wie in FuBn. 3, S. 353 an-
gegeben) beruht, ohne dieselbe hinfillig wird.

8. Die vorstehenden Uberlegungen haben mich zu der Uber-
zeugung gefiihrt, daB das Problem, den ehemals ,Vivanti’schen®
Satz auf den ,komplexen” Fall zu iibertragen, durch den Dienes-
schen Satz nur in sehr unzulinglicher Weise gelost wird und daB
es vielleicht einen gewissen Fortschritt bedeuten wiirde, wenn man

I 1
1) Oder auch folgendermaBen: Aus o, = 0, lim «a, -+ 27| = 1 folgt:
—_
) . V lv v @
lim «f <1, lim | 8,/* <1 in dem Sinne, dak mindestens in einer der bei-
1= 0 Y= 0
den Unrrle1chungen das Glezchhettszelchen gilt. Ande1erse1ts folgt aber aus
1
ay > B, 1, daB: hm u: >Tlim {#,]” (wegen: lim B = 1), also mit Sicher-
V= ® P =+ 0
. 1
heit: lim «” = 1.
e 2 2
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ihn durch den folgenden ersetzt und allenfalls zur Stellung eines
Corollars degradiert:

Satz: Gehiren die Punkte a, der rechten Halbebene (einschliefl-
lich der begrenzenden imaginiren Aze) an und haben die beiden

o
Polenzreihen P (x) = o a, 2, B, (@) = 2 N(a,) 2" den Konver-
0 0

genzradius 1, bestehen also die drel Vorausselzungen:
1 1
N{ae,)>0. lim N(a,) =1. hm «a, " =1
=0 =m0
anders geschricben (fiir a, = a, -+ p.i):
i 1 1
a, >0, lim a =1, lm |p, *<1,"
Pyt ® r—
so besitzt die Reihe 8 (x) die singulire Stelle x = 1.
Beweis. Wir setzen:

(D) B@ =R, @ %@ (vo also: ¥, (@) = S f, 27)

@

Wird eine positive Zahl &, 1 beliebig angenommen, so hat
man zunichst filr & & 1:
@ BO=PEIE =R E ) L IRE

Da 3, () wegen a, > 0 nach dem ehemals ,Vivanti’schen*
Satze?) die singuliire Stelle z = 1 hat, so divergiert die aus lauter
positiven Gliedern bestehende Reihe B, (&1 &) fiir £ -1 nach -,
kann also durch das Hinzutreten des rein imaginiiren Bestandteils
niemals zu einer Lonvergenten Reihe werden. Die Stelle 2 —= 1 ist
also fiir B (&) bzw. P () eine singuliire.

Zusatz, Sind die a, statt auf die ganze rechte Halbebene nur
auf einen symmetrisch zur positiv-reellen Axe liegenden, weniger
als 180° betragenden Winkelraum verteilt, so kann die Voraus-

) 1 1
1 Aus: lim (Ve —i—ﬂ;’f)" Lfolgt: im 3,” =< 1; wmgekelrt folgt aus der
»— 0 —
1

letzten Beziehung, wegen lim «) = 1, die erste. Diese darf also, wie im
il 2

Text geschehen, in dem vorliegenden Zusammenhange durch die andere er-
setzt werden.

2} Will man diesen Satz nicht als bekannt voraussetzen, so wiire an
dieser Stelle mein in der vorigen Nummer angegehener Beweis einzuschieben,
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1 1
setzung lim M (a,)” = im ol =1 als bereits von selbst erfiillt

- v o
(s. oben, insbesondere Fufin. 1, S. 355) unterbleiben.

9. Da die an Gleichung (2) ankniipfende Schlufiweise keines-
wegs auf den dort vorliegenden Fall beschriinkt ist, daB die reelle
Reihe eigentlich divergiert, vielmehr erhalten bleibt, wenn sie nur
iiberhaupt divergiert, so kann sie auch zum Beweise des folgenden
wesentlich allyemeineren und, soviel mir bekannt ist, trotzdem
er sehr nahe zu liegen scheint, niemals ausgesprochenen Satzes
dienen:

Eine notwendige und  linreichende DBedingung dafiir,
daff die mit dem Konvergenzradius 1 begabte Potenzreihe

W(x) = 2:} (a, -~ 3,2« die singuliire Slelle x =1 besitzt,

bestelt darin, daff dics zum mindesicn bei einer der beiden

]

Reihen P, (x) = Yor a, 2" und B, (x) = > Pea’ der Fall ist.
0 0

Deweis. Unter Beibehaltung der in der vorigen Nummer be-
niitzten Bezeichnungen hat man, wie dort in Gleichung (2), zu-
nichst fiie & &1

(3) BE=BE&) =P, &) 1R (8]&)

Sind nun ¥, (z), W, (x) an der Stelle z = 1 beide reguliir,
so konvergicren W (5 &), B, (&] &) noch fiir gewisse £ >1 und
liefern somit lings der reellen Axe eine analytische Fortsetzung
der Potenzreihe 3 (), die somit in diesem Falle an der Stelle 1
sich auch regulir verhiilt. Fir das Gegenteil ist also notwendiyg,
dai mindestens fiir eine der beiden Reihen B, (x), ¥, (z) die
Stelle & == 1 eine singulire sein muf.

Angenommen, dies sei fiir 3, (x) zutreffend, so divergiert
V(& &) fir £2>1. Da B, (51&), B (& &) aus lauter reellen
Gliedern bestelien, so stellt die eine den »cellen, die andere mit
dem Falktor i behaftet den imaginiren Teil der Reihe (&1&,)
vor. Die letztere ist aber infolge der Divergenz von B (& &)
gleichfalls divergent, mag P, (& &) fir & > 1 divergieren oder
lonvergicren. Die Stelle z = 1 ist also fiir 3 (x) eine singulire,
inshesondere auch dann, wenn sie es ebenfalls fiir W, () ist.
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Da ferner:
L@ = 8,0 - i%, @),
so folgt aus dem eben bewiesenen, daf die Stelle & == 1 fiir %‘E (),

also auch fiir B (x) eine singulire ist, falls sie diese Eigenschaft
fiir B, (x) besitzt. —

Sieht man die Singularitit der Stelle z = 1 fiir ¥, (z) im
Falle a, > 0 als erwiesen an, so erscheint der Satz von Nr. 8 als
eine unmittelbare Folgerung aus dem eben bewiesenen.

Der Vollstindigkeit halber sei noch bemerkt, daf man die
vorstehenden Ergebnisse (einschliefilich des ehemals ,Vivanti-
schen® Satzes) noch etwas kiirzer als hier herleiten kann aus der
bekannten?) notwendigen und hinreichenden Bedingung fiir den
singuldren Charakter einer auf dem Konvergenzkreise mit dem
Radius 1 gelegenen Stelle ¢:

1
[ 2 3
Tim 1|3 ), a, cvf"_—_ 1.
PR { U ' |

Da dieser Ausdruck immer nur <1 ausfallen kann und da
andererseits, wegen Vorhandenseins mindestens einer singuliren
Stelle fir | z| =1, der Wert 1 mindestens einmal auftreten muk,
so ist das bei reellen a,> 0 sicher der Fall fiir ¢ =1 — womit
der ehemals ,Vivanti'sche* Satz bewiesen ist.

Aus den Ungleichungen:
1

; V>l | (D

R - |2 PR |

lim § | 320 (A @ U lf

PR~ 0 ! l > lim 21 2T (;)‘ ﬁv 7.
X 0

ergibt sich daunn leicht alles weitere.

1) S. z. B. dieser Berichte Jahrgang 1912, S. 19, Gleichung (14).



