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Betrachtungen iiber Flichenabbildungen,
II. RiBmaBstab und QuerriBmaBstab.

Von Frank Lobell in Miinchen.

Vorgelegt von Herrn G. Faber am 17. Januar 1947.

Wie in einer fritheren Arbeit? sollen im folgenden die Beriihr-
ebenen ¢ und ¢ zweier einander punktweise zugeordneter reeller
Flachen r (%, v) — v (x, v) des euklidischen Raumes in ent-
sprechenden Punkten P — P’ betrachtet werden, nachdem diese
Ebenen so weit parallel verschoben sind, bis die Punkte 2 und /'
in den Bezugspunkt O fallen.

1. Wir wollen diesmal von der Frage nach den Richtungen
derjenigen Strahlen ausgehen, die wir erhalten, wenn wir den
Endpunkt jedes Vektors &y senkrecht auf die Gerade projizieren,
die durch seinen Anfangspunkt O parallel zu dem Vektor &y
lauft, dem &y entspricht. Der so erhaltene RiB von &y auf &y
ist, als Vektor betrachtet, &y - _d;;_’?, der Projektionsstrahl hat

also die Richtung

drdy

(a’v — dr 7

)-dﬁ:a’pxdgxdp. (1)

Mit Hilfe der Fundamentalgréfien 1. O. £, F, G des Koordi-
natennetzes t (%, v) und der bei fritherer Gelegenheit? eingefiihr-
ten gemischten FundamentalgréBen 1. O.

E = Iy Bu £y = Iy V9 Fo= oD G = Fy

des Fldchenpaares 1 (%, v) — v (%, v) kénnen wir, wenn wir noch
die Abkiirzung

i1+ﬁ2=2f_7

einfiihren, wegen dy = r, du 4 r,dv, dy = v, du + p,dvfiir den
Vektor (1) auch schreiben:

1 Sitz.ber. d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-nat. KI. 1946 S. 174 ff.
? Math. Zeitschr. 49 (1943) S. 428.
Miinchen Ak. Sb, 1947
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(Ey, — Er,) du® + (_Ei)v + 2 Fy,— Er,— 2 j_’—?;‘u)_a’uz dv +
(2 Fvv + Gl)u—-ZF,l'v—— Gru) du dv? + (va _." va) d'y3;

die Projektionsstrahlen sind demnach i. allg. den Mantellinien

eines Kegels 3. O. parallel, der jedoch entarten kann.

2. Interessant ist nun der Quotient, der in (1) als Faktor bei
dr steht: Bedeutet { den Winkel zwischen &y und 4y und m
den MaBstab der Abbildung r — v fiir die Richtung &1 an der
Stelle P, so ist

ii;—;l;? = m cos {. (2)
Die Zahl
7 = 2 cos { (2")

wollen wir den Rifimafstab der Abbildung 1 — y fiir die Rich-
tung &1 an der Stelle (%, v) nennen. Fiur den Abbildungs-
mafBstab 7z und den RilmaBstab 7 der inversen Abbildung y — r
fiir dasselbe Linienelementenpaar gilt

mo=1:m, n=

oder

wem =1, und = m: .
Nach dem Gesagten ist fiir die Richtung du: dv

_ Edﬂ +2qua’v—{—(;a’v G
"Edu? 42 Fdudv+ Gdo* 3)

Da stets durch eine reelle Parametertransformation — ohne
weitergehende Differenzierbarkeitsanforderungen wenigstens an
der Stelle (%, v) — F und F zugleich zum Verschwinden ge-
bracht werden kénnen, so schlieBen wir nach bekannten Ge-
dankengéngen, dal es in jeder Beriihrebene ¢ zwei reelle, zu-
einander senkrechte Richtungen gibt, fir die 7 Extrem-
werte annimmt, wenn nicht alle Werte von 7 untereinander
gleich sind; die charakteristische Bedingung fiir das Eintreten
dieser Ausnahme lautet:

E:F:GC=FE:F:G. (4)
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Speziell ordnet sich diesem Fall auch die Mdglichkeit unter,
daB fir alle Richtungen dv:du » = o ist, d. h. die Fliachen
sich an einer Stelle durch Orthogonalitdt der Linien-
elemente entsprechen, wofiir notwendig und hinreichend ist,
daB dort gilt:

E=F=G=o. (5)

Im allgemeinen tritt senkrechte Lage von &1 zu &y fiir

zwei Richtungen ein, die reell verschieden, reell zusammen-
fallend oder konjugiert imaginir sind, je nachdem gilt

EG—F=o. (6)

3. Die extremen RiBmafBstibe kénnen wir dadurch berechnen,
daB wir die allgemeingliltige, aus (3) folgende Bezichung, in der
dv: du = » gesetzt werde,

En—FE+2(Fn—F)n+(Gn—G)»t =0

bei festgehaltenem 2 und o nach x differenzieren und =, =0°
%

setzen; wir finden so fiir die Werte von %, die die Richtungen ex-
tremer Werte 7 geben:

(Fn—F)+(Gn—G)» =o.

Elimination von % aus den beiden vorstehenden Relationen
fuhrt auf die Gleichung

(En—E) (Gn—G)— (Fn—F)?=0
oder

(EG—F)n2—(EG+GE—2FF)n+EG—F*=o0 ()

fiir die Extremwerte 7, und %, von #; Elimination von 7 ergibt
die Gleichung

EF—FE+(EG—GE)»+ (FG—GF)x*=0  8)

fir die RichtungsgréBen »; und »,, die die nach dem oben Ge-
sagten zueinander senkrechten Richtungen extremer Ri3-
malstabe bestimmen. Es ist aber zu beachten, dafl (8) auch
identisch in x erfiillt sein kann, dann und nur dann nimlich,
wenn (4) gilt oder

E=\E, F=\F, G=\G )
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ist; (7) hat dann zusammenfallende Wurzeln 7, = 2, = A, und
es gehdren zu allen Richtungen &p RiBmafBstibe vom gleichen
Wert # = A,

Wenn wir die schon bei fritherer Gelegenheit eingefiihrten
Differentialinvarianten® gegeniiber der Gruppe der gemein-
samen Parametertransformationen, {;, 1s, , heranzichen und die
sechs aus ihnen gebildeten skalaren Invarianten vom Gewicht 2,
die die GroBen und Winkel der Vektoren {y, i,, { festlegen, be-
niitzen:

hi=EG— =W j? =FE G — F'% {yjs=EG—F\F,,
il'zEG—{—GE—zFF ig]' =_EG’+_G.E"—2}_;:F,,

P=EG +GE —2FF +2 EG—F®>—Fy?, ©
wenn wir ferner beachten, da die Differentialinvariante® ; =
= F;— Fjist, so kénnen wir (7) auf die Form bringen:

WPt —tiin -+ i je— 17, 2=o0 7

oder mit Hilfe des in einer fritheren Arbeit? eingefithrten vek-
toriellen Polynomes [ (&) = {; 22— { A + j, auf die Gestalt:

45,109 —j%=o. (7")

4. Wir wollen diese Verhiltnisse genauer dadurch studieren,
daB wir die Vektoren & ¢ als Einheitsvektoren, also als Radien
des Einheitskreises in ¢ um den Mittelpunkt O wihlen, so daf
die Vektoren dy die Halbmesser der Tissotschen Indikatrix® in
¢ bilden.

Sind ¢; und ¢, Einheitsvektoren von Hauptrichtungen® in e,
my ¢;' und 2, ¢,’ die ihnen entsprechenden Vektoren in ¢, wobei
my und m, die HauptmalBstibe® der Abbildung r — 9 an der
Stelle (x, v) bedeuten, so kann &t = ¢, cos ¢ - ¢, sin ¢ gesetzt

3 Sitz.ber. d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-nat. Abt., 1943, S.218 ff. Im
folgenden werden auch die absoluten Invarianten &§; = j,: W usw. beniitzt.

4 Vgl. die in Fufinote 1 zitierte Arbeit S. 177. — Auch die Bestimmungs-
‘gleichung fiir die HauptmaBstibe 7z, und 2, kann mit Hilfe des Polynoms [
auf eine einfache Form gebracht werden:

[ (m) U (—mt) —j2m?® = o;

vgl. die in FuBnote 3 angefithrte Arbeit S. 232, Gleichung (22).
5 Nachrichten aus dem Reichsvermessungsdienst, 1942, S. 301 f. u. S. 305.
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werden, und es wird dann & § = e, ¢, cos ¢ - m, ¢, sin @, also
der RiBmaBstab

7 (¢) = (¢, cOS @ + €5 5in @) (712, ¢; COS @ + M40, Sin @) = .
— g € ¢ cosT @ + (my €y € +my ¢ €) cospsing + ()
- my ¢y €y SIN? .
Hiernach ist der Ort der Punkte, in die die Punkte der Tissot-
ellipse in ¢ bei senkrechter Projektion auf die Durchmesser der
entsprechenden Punkte des Einheitskreises in e iibergehen, die
Kurve 6. O. » = # (¢), wo » und ¢ Polarkoordinaten in ¢ mit O
als Pol und e; als Nullstrahl bedeuten. Diese Kurve kénnen wir
uns aus dem Mittelpunktskegelschnitt #'2 = 1: % (¢), der auch
in ein Parallelenpaar ausarten, sogar ganz ins Unendliche riicken
kann, durch die Transformation » = 1:7'2 hervorgegangen
denken. Dies macht deutlich, dal3 es, wie wir oben schon sahen,
i. allg. genau zwei zueinander senkrechte Richtungen in e gibt,
fir die # extreme Werte annimmt, nimlich die Hauptachsen-
richtungen dieses Kegelschnittes; wir nennen diese die Haupt-
riBricktungen, die Extremwerte von # dic HauptriBma@-
stidbe an der Stelle 2. Die Asymptoten des Kegelschnitts weisen
in die Richtungen, in denen die Kurve » = # (¢) durch ihren
singuldren Punkt O hindurchgeht; das sind die Richtungen &'r,
die — wegen dy dy =ndr>= o — senkrecht zu &y sind,
die demnach symmetrisch zu den HauptriBrichtungen liegen.
Die Kurve schrumpft in den Punkt O zusammen, wenn jede
Rlchtung d p senkrecht zu ihrer entsprechenden &y ist, wenn
also Entsprechen durch Orthogonalitit der Linienelemente
‘vorliegt. :
5. Der RiBmaBstab # einer beliebigen Richtung &1 148t sich
durch die HauptriSmaBstibe 7, und #, und den Winkel y aus-
driicken, den & p mit derjenigen HauptriBrichtung bildet,
deren RiBmaBstab mit 7, bezeichnet wurde. Es seien namlich
fi und f, senkrechte Einheitsvektoren in ¢, zu denen die Werte
n = ny; und z = n, gehéren; f;’ und f,’ seien die f, und f, ent-
sprechenden Vektoren in ¢, wobei i. allg. f,’ f,’ == o ist. Es ist
dann fiir 1 = f; cos y + f,sin y

n = (frcos y + fasiny) (f cos z + f’sin y)
= fify cos® y + (fy fa) + fa fi) cos y sin x + f, o' sin?y;

2‘
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. . T .
wir erkennen, wenn wir y = o und y = 3 einsetzen, dal

fi f1' = 74, fofo = 2y

. .. . T On )
ist; da fiir y = o und fiir y = 5 5, =Osein sollte, mul3 ferner

oy

-

gelten :
fife’ + faf' = o
Hieraus folgt aber

7 == 7, cos?y + n, sin?y. (10)

Fiir die zu & ¢ senkrechte Richtung & * = —f, sin y - f, cos x
wird hiernach der RiflmaBstab

#n¥* = n, sin?y + 7, cos?y. (10")

Die RiBBmaBstibe fiir zwel zueinander senkrechte Linien-
elemente der Fliche p geniigen folglich den Bezichungen

n 4 2¥ = n; + n,, (11a)

n—n* == (1, —n,) cos 2%; (11b)
hierbei gilt vermége (7)

ny oy =110 = IS (i1c)

Fiir die Winkel y = ¢, die die Richtungen verschwindenden
RiBmaBstabes mit f; bilden, finden wir aus (10),

7y cos?iy -+ 2, 5in%) = o. (12)

Demnach bildendie Richtungen & r, die auf ihren entsprechenden
Richtungen &p senkrecht stehen, einen rechten Winkel mit-
einander, wenn #; = —, =F 0 ist; wegen (11c¢) ist dann

jli =0, (13)

was nach (7') auch in dem Fall gilt, in dem die Gleichung (12)
identisch in ¢ erfiillt ist, wenn nimlich #; = 7, = o ist.

Aus dem Begriff der Hauptrichtungen folgt somit als not-
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafl jeder Haupt-
richtung eine zu ihr senkrechte Richtung entspricht:

i1l = ff = o. (13)
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Wie die Summe 7 + #* wollen wir auch das Produkt 7 . #*
berechnen: Nach (10) und (10") wird

nn* = (ny cosy 4+ nysin?y) (s sin?y + #, cos?y)
= (#n} + #3) cos?y sin?y -+ nyn, (costy + sinty),
also

nn* = nymy - (1 —n,)? cos? y sin? y. (14)

Hiernach ist 7,7, das Minimum der Werte, die die Produkte 7z #*
je zweler zu senkrechten Richtungen d r und & p* gehériger Ri3-
maBstibe an der Stelle P annehmen konnen, wihrend das

. ny +n9\% . T .
Maximum von z z*, (~——2——— , far y = &+ Z angenommen wird

und ersichtlich nie negativ ist.

6. Die in (14) auftretende Funktion (3, —#,)2 im wesent-
lichen die Diskriminante der Gleichung (7) oder (7'), fiir die wir
also

(ny —ng)? = J2 4 (313)% —4 313 ‘ (15)

erhalten, 140t sich noch mit einer anderen geometrischen Gréfen-
art in Zusammenhang bringen, die wir folgendermalen ein-
fithren:

Es sei dr ein Einheitsvektor in e, 4y der ihm entsprechende
Vektor in ¢'; wie wir den RiflmaBstab als Projektion von Jy
auf &y erklarten, so bilden wir jetzt die Projektion von &y auf
den aus &y durch Stiirzen in & hervorgehenden Einheitsvektor
dr* = ¢ X dr, wobei ¢ = J, der Normalvektor der Fliche r in
Pist. Das Skalarprodukt &g* 'y, das wir somit betrachten wollen,
oder, wenn wir bei &1 beliebige Linge zulassen, diet GréBe

_ dr*dy - cdrdy
1T i T T ap

(16)

nennen wir den zur Richtung &y gehérenden Querrifimafistab
der Abbildung ¢ — ¢ an der Stelle P; er ergibt sich zu

(EFy— FE)di? + (EG— GE — FF, + FFy) dudv + (FG — GFy) do*

W(Edwr +2Fdudy + Gdo?) (16"

Damit hat eine zu den bisher vorwiegend gebrauchten Grund-
formen eines Flichenpaares hinzutretende Differentialform, die
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schon friiher® in einem speziellen Fall in Erscheinung trat, ihre
anschauliche Deutung gefunden.

7. Wir wollen die QuerriBrﬁaBstébc flir die beiden senkrechten
Einheitsvektoren &r = f; cos 3 + fysin y und Jp* = —f; sin %
+ f, cos y berechnen, wobei f; und f, die gleiche Bedeutung wie
in Abschnitt 5 haben sollen:

g = (—fisiny + fycos x) (fi' cos y + f,' sin y)

= (fofo’ —fif1") cos y sin y + fofy  cos?y "‘f1fé sin® y
und

g* = (—fy cos 3 —fa sin ) (—f; sin 7 + f cos )
= (fif1 —fafz) cos y sin 3 + fof,’ sin? y —f,f cos?y.

Da, wie wir oben (in Abschnitt 5) sahen,
fifi = 71, fofs' =7, fifs’ = —fafy,

ferner wegen i} = (f; X fy)? = 1 per definitionem f,f, —f,f; = J
ist, so erhalten wir

g = (1, —mny) cos y sin y —; /. (17)

: . . ™ " g -
Hiernach nimmt ¢ fiir y = p und fiir y = — A Extremwerte an:

90 = ; (ny— ny—]) und g = ; (ny—mny—/).  (Q7)
Berechnen wir nach (17) auch ¢*, so finden wir

7+ q*=—], ) (182)

g —q* = (ny—mn;) sin 2y. (18b)

Damit haben wir eine neue Deutung der Schiefe / gewonnen:
ihr negativer Wert ist nach (18a) das Doppelte des ,,mittleren
QuerriBmalstabes*’.

. . T
Ferner erkennen wir, wenn wir in (18b) y =0 und y = .

setzen, die Giiltigkeit des Satzes:

Die QuerriBmaBstibeder HauptriBrichtungen sind
einander gleich.

Die aus (18a) und (18b) folgende Bezichung

8 Vgl. Math. Zeitschr. 49 (1943) S. 434, Gleichungen (14) und (14).
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g ¢* = (J*— (rg—np)sin® 2 y) (18)
zeigt, daB gg* scinen Maximalwert ; /* fiir die HauptriBrich-
tungen, seinen Minimalwert} (/2 — (12, —79)% = §,35— ; (3;,3)?
firr die Winkelhalbierenden der Hauptriirichtungen annimmt.?

8. RiBmaBstabund QuerriBmafBstab sind Verallgemeine-
rungen geldufiger Begriffe der Fliachentheorie: Ist p die
Einheitskugel um O, auf die y nach dem Prinzip gleichgerichteter
Normalen abgebildet sei, so ist # die Biegung (Normalkriim-
mung) und ¢ die negative Drillung (geoditische Windung) der
Fliche 1 in der Richtung &y an der Stelle 238 ist namlich a der
Einheitsvektor von 41, ds = adzund b = ¢ X a, wo ¢ der Ein-
heitsvektor der Normalen von x in P ist, so dall y = ¢ (%, v) ist,

dc A
so ist bekanntlich® & = a oy die Biegung und ¢ = —5b R die
Drillung.
Erinnern wir uns ferner, dall @ e* + 4 6* das VVolbungsmaB

(Kriimmungsmaf) der Fliche ¢ an der Stelle P ist, so regt dies
—_o*\2
dazu an, die Funktion!® z #* + g ¢* = »,72, + (q ” 7 ) +gg*=

nyny + 1 7% d. h. gemiB (7) die GréBe

313, als Verallgemeinerung des Kriimmungsmales

und dhnlich die GréBe
7y + 7y

2
anzusehen.

; 3.3 als Verallgemeinerung der mittleren Krimmung

Die Lehre von den Flichenkrimmungen ist demnach zum
Teil in der Theorie der Flichenabbildungen enthalten.

7 Aus (11b) und (18b) folgt (s — #*)2 + (g — ¢*)2 = (n, —:nz)g.

8 Zu diesen Bezeichnungen vgl. man Jahresber, d. DMV 53 (1943), 2. Abt.,
S. 33.

% Siehe J ahresber. d. DMV 39 (1930) S. 174, Gleichungen (14) und (15);
die oben angegebenen Ausdriicke fiir & = N und @ = 7 ergeben sich, wenn

. . . - . dc
(14) skalar mit b = { und mit a = t multipliziert und g = ¢ x = (GL (15))
s

eingesetzt wird.,

1 Man vergleiche (14) und (18b), ferner (18a).



