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In einer Arbeit, welche in die Abhandlungen der Akademie (XV. Band
II. Abtheil. Seite 331 ff) aufgenommen wurde, habe ich die kanonischen
Perioden der Abel’schen Functionen mit Benutzung der Riemann’schen
Fliche abgeleitet.!) HEs schien mir jedoch interessant zu versuchen, ob
nicht auch ohne dieses Hilfsmittel es moglich wire, jene Perioden zu
finden, in #hnlicher Weise wie dies Clebsch und Gordan gethan haben,
indem sie einfache Verzweigungspunkte voraussetzten. In der folgenden
Arbeit erlaube ich mir meine Resultate darzulegen. Ueber die algebraische
Gleichung, welche der Betrachtung zu Grunde liegt, sind gar keine
speciellen Annahmen gemacht, 8o dass die Verzweigungspunkte einfache
oder mehrfache sein konnen. Geometrische Betrachtungen habe ich mog-
lichst vermieden und die Riemann’sche Fliche durch eine ,,Verzweigungs-
tafel ersetzt, so dass die Resultate, die man sonst wohl (auch in meiner
fritheren Arbeit) aus der Betrachtung von Linienziigen herleitet, hier aus
Reihen von Buchstaben abgelesen werden. Besonders gilt dies vom § 10,
in welchem gezeigt wird, dass und wie man sich das Hinschreiben der
langen Buchstabenreihen ersparen und dieselben nur auf die nothwendige
Lange beschrinken kann. Wenn auch die Arbeit grosstentheils eine
Uebersetzung meiner fritheren ist, so habe ich doch geglaubt mit Riick-
sicht auf die ungewohnten Betrachtungen etwas ausfithrlicher sein zu
diirfen. Ich habe mich dabei auf Integrale erster Gattung beschrankt,

1) Zu den Literaturnachweisen ist noch nachzutragen: Casorati, Annali di matem. II. Ser.
Tom. ITIL Seite 1, wo eine Vereinfachung des 4. Kap. von Clebsch und Gordan gegeben wird. Auch
das Diagramm, dessen ich mich in meiner fritheren Arbeit bediente, findet sich schon in einer
Tussnote zur Seite 123 des Werkes Teorica delle funzioni- di variabili complesse, Bd. I, Pavia 1868,
von Casorati angedeutet.
26 *
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einmal weil die andern sich leicht dem gegebenen Schema einfiigen und
dann weil die Ableitung der Gleichungen, welche an die Stelle von
Gl. XVI treten, Erorterungen iiber die Normirung der Integrale zweiter
und dritter Gattung nothig gemacht héatte, welche nur in einer ausfithr-
lichen Theorie der Abel’'schen Functionen ihre passende Stelle finden
konnen.

81

Es sei f(xy) = o eine algebraische, irreducibele Gleichung zwischen
den beiden complexen Variabeln x und y, von welchen x, wie gebriuch-
lich, durch einen Punkt in einer Ebene dargestellt werde.

Die durch jene Gleichung definirte Function y von x habe o Ver-
zwelgungspunkte w, w,,..w, von welchen auch einer im Unendlichen
liegen kann. Fir einen Werth x, von x, der keinem Verzweigungspunkt
entspricht, gibt es, wenn f(xy) in Bezug auf y vom »** Grade ist,
v Potenzreihen y,, y,, ...y, die nach ganzen positiven Potenzen von x—x,
fortschreiten und fir y gesetzt die Gleichung f(x y) = o erfiillen.

Wenn man eines dieser Functionselemente von x, auf einem
Wege fortsetzt nach x, zuriick, der in seinem Innern keinen der Punkte
W

sie alle einschliesst, so kommt man in x, mit demselben Functionsele-

einschliesst oder, wenn alle Verzweigungspunkte im Endlichen liegen,
7 D o o ?

mente an, mit dem man ausgegangen war. Wenn aber der Weg nicht
jene Bedingungen erfiillt, so kann man zwar mit demselben Element in
X, ankommen mit dem man ausgegangen war, aber es braucht nicht der
Fall zu sein. Da man irgend einen Weg von x, nach x, zuriick, ohne
das Element mit dem man ankommt zu #dndern, aus Wegen zusammen-
setzen kann, die je nur einen Verzweigungspunkt umschliessen, so braucht
man nur zu wissen wie die Functionselemente sich verindern, wenn sie
tiber einen solch’ einfacheren Weg fortgesetzt werden. Dies gilt auch
dann, wenn einer der Verzweigungspunkte im Unendlichen liegt. Man
hat dann nur unter dem Wege, der diesen Verzweigungspunkt allein um-
schliesst, einen Weg zu verstehen, der alle endlichen Verzweigungspunkte
in seinem Innern enthalt. Fir unseren Zweck kann aber ein Weg, der
nur einen Verzweigungspunkt w, umschliesst, ohne Schaden wieder zu-
sammengezogen werden auaf eine Schleife, d. h. einen Weg der von

—y
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X, bis in die Nihe von w,; lings einer, sich selbst nicht schneidenden,
Curve verlauft, dann w, in einem kleinen Kreise umgibt, der keinen
andern Verzweigungspunkt enthalt, und schliesslich wieder lings der
schon beniitzten Curve zuriick nach x, fihrt. Kntspricht w; dem Werthe
w von x, so besteht die Schleife aus einer von x, ausgehenden Curve
und einem an ihr sitzenden Kreise von solchem Radius, dass er alle end-
lichen Verzweigungspunkte einschliesst.

Setzt man nun die simmtlichen Elemente y,, y,, .y, tiber eine be-
stimmte Schleife von x, fort bis nach x, zuriick, so findet man bei der
Riickkehr, der Reihe nach entsprechend, die Elemente yo yap- .. Yoy, WO-
bei o, a, .., eine Permutation der Zahlen 1 2...» ist. Die entsprech-
ende Substitution kann man immer in eine Reihe von Cyklen zerlegen

balics Bithime o 11 =y

so dass durch jene Fortsetzung y, in y, y; in y, .. schliesslich y;, wieder
in y, iibergeht; dass ferner y; in y,, .. y. in-y; tibergeht u. s. w. Natiir-
lich konnen auch einige Elemente in sich selbst iibergefithrt werden.
Die Reihenfolge ¢, e,...«, hingt aber auch von dem Sinne ab, in
welchem man den Kreis der Schleife durchliuft. Wir wollen bei emnem
endlichen oder unendlichen Verzweigungspunkt die Umlaufsrichtung als
positiv oder vorwirts bezeichnen, welche den Punkt zur Rechten hat,
die entgegengesetzte aber negativ oder riickwirts nennen, indem wir
annehmen in der x-Ebene liege die positive Axe des Imagindren rechts
von der positiven Axe des Reellen. Liefert dann ein positiver Umlauf
die Cyklen
(aebisd B (b el

so liefert ein negativer die Cyklen

G ba) do. . oml e o

Zu jedem Verzweigungspunkte gehoren ein oder mehrere Cyklen.
Die Gesammtzahl aller Cyklen aller Verzweigungspunkte
sel mit 7 bezeichnet.

Die Zahl ¢ der Verzweigungspunkte muss mindestens = 2 sein.
Denn giibe es nur einen, so wiirde eine ihn umschliessende Schleife ge-
wisse Vertauschungen von Elementen hervorbringen und andererseits
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doch, weil sie alle Verzweigungspunkte umschlosse, keine Aenderungen
hervorbringen konnen.

Wir wollen zwischen Curven und Wegen unterscheiden. Jede
auf der x-Ebene gezogene Linie ist eine Curve. Hat sie einen Anfang
in x, oder geht sie, wenn sie geschlossen ist, durch x,, so kann man sie
mit jedem  der Elemente y,y,..y, durchlaufen, oder jedes dieser Ele-
mente lings ihr fortsetzen und jede solche Fortsetzung wollen wir einen
Weg nennen. Zu jeder Curve gehoren also » Wege, dagegen zu jedem
Wege nur eine Curve. Wenn ein Weg in x;, beginnt und endigt, so
wollen wir das Anfangselement und das Endelement durch dem Namen
des Weges angehingte Zeiger 1 bez. 2 andeuten. Dagegen soll allge-
mein ein dem Namen des Weges beigesetzter Accent bezeichnen, dass der
Weg riickwirts durchlaufen werden soll. Somit ist, unter A einen Weg
verstanden, der in X, mit y, beginnt und mit y, endigt, A, = y,, A,
= v, A =73, Ay =y, Ein Weg ist geschlossen, wenn die zuge-
hérige Curve geschlossen ist und wenn bei ihm Kndelement und Anfangs-
element iibereinstimmen. KEs kann sein, dass eine geschlossene Curve nur
dann einen geschlossenen Weg liefert, wenn man bestimmte Elemente
iiber sie fortsetzt, dass dagegen bei andern Elementen das Anfangs- vom
Endelement. verschieden ist. Hienach gehoren zu jeder Schleife, wenn
man sie im positiven Sinn beschrieben annimmt, » Wege, die wir als
Ueberginge bezeichnen wollen. Sind die Cyklen des Punktes w; die
oben Seite 5 angefithrten, so ist also ein Uebergang derjenige Weg,
welcher liangs der Schleife y, in y, fortsetzt, indem er die Schleife positiv
umlauft; ein zweiter Uebergang fihrt yg in y,, ... einer y; in y, iiber
u. 8. w. Wenn man die Schleife, mit y, beginnend, rackwarts durchliuft,
go kommt man wieder mit y, in x, an. Wir wollen dann sagen der
Uebergang fithre vorwarts von y, zu y, und rickwirts von y, zu y,.
Durchlauft man die Schleife rickwarts mit y,, so kommt man zu y,.
daher ein Uebergang vorwirts von y; zu y, und rickwirts von y, zu y,
filhrt. Zu jeder Schleife gehoren somit » Uebergénge, so
dass es deren im Ganzen »o gibt. Zu jedem Uebergange gehoren
zwei Functionselemente, die aber nicht verschieden zu sein brauchen.

Jeder Uebergang sei mit einem Buchstaben (hier kleine lateinische
oder zuweilen deutsche) bezeichnet. Fiahrt der Uebergang a von y,
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zu y,, so fihrt a’ von y, zu y, und entsprechend der obigen Festsetzung
istlann B, = sy e eealiieagg

[Beispiel: Es sei v = 7, 0 = 3. Zu den 3 nach w, w, w; gehen-
den Schleifen mogen bez. die folgenden Substitutionen der Indices der
Elemente gehoren

Wy W, W
(1?3%567) (1234567) (1234567)
1325674 5346721 6532174
mit den Cyklen

1(231(4567) (1567)(2346) 3(167425)

so dass v = 7 ist.
Die hier auftretenden 3.7 Uebergange seien wie folgt bezeichnet:

|
bei wy Wy i w3
Yiya 8 Yui¥or: Davds Yol L0
Y2¥s b Yo Vie by Warhs i
Ys¥2 © ok B L v oan
Ya¥s d JaFa. T Ly 8
Vo6 & WY T e Y
Yoyr f Vey: 1 ‘ YeJ7 1
Ji¥s & To T 0ot e Pr i

Die Schleife um w, ist hier zwar wie alle Schleifen eine geschlossene
Curve, aber nur, wenn man sie mit dem Element y, durchlauft ein ge-
schlossener Weg, weil nur y, sich langs ihr wieder zu y, fortsetzt. Durch-
lauft man sie zweimal indem man y, fortsetzt, so kommt man wieder
nach y, zuriick und hat wieder einen geschlossenen Weg; eine zweimalige
Umlaufung mit y, dagegen liefert keinen geschlossenen Weg, sondern
hiezu ist eine viermalige Umkreisung néthig.]

Irgend einen geschlossenen oder ungeschlossenen Weg, der in x,
beginnt und endet, kann man, ohne das Endelement zu &ndern, auf Um-
kreisungen von Schleifen, also auf das Durchlaufen von Uebergingen
reduciren und dann durch Angabe der Namen der Ueberginge vollstindig
beschreiben.
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Ist abe..m in dieser Bezeichnungsweise ein Weg, so muss des Zu-
sammenhanges wegen a mit dem Element endigen, mit dem b beginnt,
dessen Endelement wieder das Anfangselement von c¢ sein muss u. s. w.
Ist der Weg geschlossen, so muss das Endelement von m mit dem An-
fangselement von a tbereinstimmen, oder in Zeichen es muss

e T e
sein.

[So sind die am Schlusse des Beispiels angefithrten Wege beziehlich
a, be, de, defg.]

Wir denken uns nun von x, aus die Schleifen nach den einzelnen
Verzweigungspunkten so gezogen, dass sie sich gegenseitig nicht treffen.
Legt man dann eine geschlossene Curve C,, die keine Schleife schneidet,
also alle Verzweigungspunkte einschliesst wenn sie alle endlich sind, und
sie alle ausschliesst wenn einer dem x = o entspricht, so ist diese Curve
fiir jedes Element ein geschlossener Weg. Man kann sie umformen in
die Folge der Schleifen, die eine mnach der andern, in der Reihenfolge
wie sie beim positiven Umkreisen von x, aufeinanderfolgen, durchlaufen
werden. In dieser reducirten Gestalt ist sie immer noch fiir jedes der
v Elemente ein geschlossener Weg, der sich durch eine Reihe von Ueber-
gangen beschreiben lasst. Jeder dieser » Wege heisse ein Umgang.!)
Wenn sich die Schleifen um x, in der Ordnung w, w,..w, folgen, so
findet man einen Umgang also: man durchlauft die zu w, gehorige
Schleife mit y, und komme durch den Uebergang a nach y,, dann hat
man wmit y, die Schleife von w, zu umkreisen und kommt zu y,. Der
Uebergang y,y, von w, heisse b. Mit y; begonnen liefert die Schleife
w, als Endelement y. durch den Uebergang ¢ u. s. w. Dann ist abec...
der Umgang. Macht man dieselbe Operation indem man mit y,y,...y,
ausgeht, so erhalt man die ibrigen »—1 Umginge.

Jeder Uebergang kommt in einem, aber auch nur in
einem Umgang vor. Denn handelt es sich um einen Uebergang m,
der zu w; gehort und von y, zu y, fihrt, so durchlaufe man riickwirts
gehend mit dem KElement y, die Schleifen w, ,, w, ,,...w,, w,. Man
kommt dann am Anfang von w, mit einem gewissen Elemente y, an.

1) Clebsch und Gordan. Abel'sche Functionen Seite 84.
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Geht man umgekehrt mit diesem aus um die vorher beschriebene
Operation zu machen, so kommt man nach Durchlaufung von w,_; in x,
mit y, an und hat nun w, von y; zu y, zu umkreisen d. h. den Ueber-
gang m zu machen. Somit gehért dann m zum o** Umgange.

Andererseits gehore zu einer Schleife der Cyklus y,y. y,.. Yy, so dass
die Elemente y,, ys, ¥;..y, der Reihe nach in einander tibergehen, wenn
man die Schleife positiv umliuft. Seien die Ueberginge y,ys, ¥ ¥, ...
Y, Y. resp. mit p, q, ...z bezeichnet, so ist der durch wiederholte Um-
kreisung der Schleife entstandene geschlossene Weg durch pqr..z be-
schrieben. Wir nennen ihn ebenfalls einen Cyklus.

[Im Beispiel hat man die 7 Umgénge aht, bks, cir, dmv, enq,
fop, glu und die 7 Cyklen a, be, defg, hmo, ikln, puvsqt, 1]

§ 2

Wenn man aus allen Uebergiéingen eine Gruppe G, von méglichst
wenig Uebergingen herausnimmt, die so beschaffen sind, dass man mit
ihrer Hilfe von jedem Element zu jedem anderen gelangen kann, so
gelten tiber sie folgende Sitze:?)

I) Man kann nicht aus Uebergéngen der Gruppe G, einen
geschlossenen Weg so herstellen, dass ein Uebergang nur
einmal gebraucht wird. Gesetzt die Ueberginge a, b, ¢, ... m von
G,, die nicht alle verschieden zu sein brauchen, bildeten in dieser Reihen-
folge einen geschlossenen Weg und einer von ihnen, f, komme nur ein-
mal vor. Fihrt f von y, zu y,, so muss der Weg gh..mab...e mit
Y, beginnen und mit y, enden, weil ja der ganze Weg abc.efg..m
geschlossen sein soll. Da aber f nur einmal auftreten soll, kommt es in
g..ma...e nicht mehr vor und man kann also, ohne f zu beniitzen,
von y, zu y, kommen und somit f auch aus G, fortlassen und doch
noch von jedem Element zu jedem andern gelangen. Dies geht nicht,
weil G, moglichst wenig Uebergéinge enthalten soll. Folglich ist der
obige Satz bewiesen.

II) Es muss mindestens ein Element geben, zu welchem
von -den Uebergingen in G, nur ein einziger fiihrt. Denn

1) Diese bekannten Siitze werden hier des Folgenden wegen noch einmal abgeleitet.

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVI. Bd. I. Abth. 27
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wire dies nicht der Fall und trite jedes Element in zwei Uebergiingen
aus G, auf, so wiirde ein Uebergang n von y, zu y, fithren; dann gibe

es einen o der von y, zu y, leitete, dann wieder einen p der y, mit y, |
verbinde u. s. w. Wenn man so fortginge, so miisste man dann einmal =N
zu einem Uebergange t gelangen, der nicht- zu einem neuen, sondern zu :
einem schon benutzten Elemente, etwa zu y, fithrte. Dann bildeten aber

die von einander verschiedenen Uebergiinge p, q,..t den geschlossenen
Weg p q...t, was nach dem ersten Satze nicht angeht.
Ist ¢, die Zahl der Ueberginge in G, und sind diese abec..z so

ity

sei jetzt y, das Element oder eines der Elemente, welche nur bei einem
Uebergange a auftreten, dagegen bei den andern bc...z nicht, und a
verbinde y, mit y,; dann werden die g,—1 Uebergiinge b c..z hinreichen,

1 Elemente y; ...y, zu jedem andern iiberzugehen,

o 1

um von jedem der »
da ja a nur gebraucht wurde, um zu y, zu gelangen. Andererseits kann
man auch von den Uebergiingen b c...z keinen fortlassen, weil man den
betreffenden sonst auch aus G, ohne Schaden fortlassen kénnte. Die
Gruppe be...z besteht also aus der Minimalzahl von Uebergingen die
man braucht, um »—1 Elemente zu verbinden, also aus ¢, ,. Somit ist

0o = 0, + 1. Da aber g, = 1 ist, folgt ¢, = v—1.

L v—1 Uebergiange, welche so beschaffen sind, dass man mit ihrer
i i Hilfe von jedem Element zu jedem anderen kommen kann, sollen funda-
\3%'@3 mentale heissen. Es ist noch zu zeigen, dass man solche immer finden
] kann. Mindestens ein Uebergang muss existiren, der y, mit einem andern

,Ji Element verbindet. Denn gibe es keinen, so wiirde jede Schleifenum- \

kreisung y, wieder in y, verwandeln, man kénnte also das Element y,
in der ganzen Ebene eindeutig fortsetzen und die so definirte Function
wére, well sie nur eine endliche Zahl von ausserwesentlichen singuliren
Punkten enthalten kann, rational = g(x); dann hiitte f(xy) den rationalen

i Factor y — g(x) und wire, unserer Annahme entgegen, reducibel. Somit

muss ein Uebergang existiren, der y, in ein anderes Element y, ver-
wandelt. Wenn nun kein Uebergang y, oder y, mit einem andern Ele-
entweder unveriandert

!
i | . . -
'.*Jn ‘ ment verbidnde, so wiirde jeder Weg y; und y,
ith lassen oder nur unter sich vertauschen, die Functionselemente y y, und
i i / J1 Ja
Y1 Ya lieferten dann rationale Functionen h(x) und k(x) von x und f(xy)

| hitte den Factor y2 — yh(x) + k(x) und wire reducibel. Also muss ein

»
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Uebergang vorhanden sein, der entweder y, oder y, mit einem dritten
Element y, verbindet. Und so kann man weiter schliessen, bis alle
v Elemente erschopft und dabei »—1 Uebergiinge gewonnen sind. Die
Elemente werden hier in gewisser Weise geordnet y,y,y;.... und zwar
kann man von jedem gelangen zu einem der links von ihm stehenden
und schliesslich zu y,, folglich auch, wie es verlangt war, von jedem zu
Jedem anderen. [Im Beispiel sind bdpstu fundamentale Ueberginge].
Betrachten wir nun geschlossene Wege, die nur aus fundamen-
talen Uebergingen bestehen. Sei a ein solcher Uebergang. Dann muss
er nach dem ersten Satze (Seite 205) mehr als einmal auftreten.
Beginnt man den Weg mit a, so moge dann eine Reihe anderer
Ueberginge kommen, deren Gesammtheit ein Weg B sein mége, dann
komme wieder a. Dieses kann aber jetzt vorwirts oder riickwirts durch-
laufen werden miissen. Dann kann wieder eine Reihe von Uebergiangen
kommen, die auch noch a oder a’ enthalten kann, und deren Gesammt-
heit der Weg @ sei. Also ist der ganze geschlossene Weg entweder
aBa@ oder aBa' 6 zu schreiben, wobei, wie erwiahnt, in B der Buch-
stabe a nicht mehr vorkémmt. Im ersten Falle wire a, = B,, daher Ba
ein geschlossener, aus lauter fundamentalen Uebergingen bestehender
Weg, der a nur einmal enthielte, was nicht moglich ist. Also kann nur
die Form aBa' @ vorkommen. Da a, — B, B, —a —a b Wit B
selbst wieder ein geschlossener Weg. Ferner ist, weil a, — a, — 6, und
6, = a,, auch @ ein geschlossener Weg und muss also, wenn er a noch
enthilt, entweder die Form haben Ca’'Da® oder CaDa’ P, wobei C
und D das a nicht mehr enthalten sollen. Im ersten Falle wiare, weil
G =6, —a — 3, der Weg Ca geschlossen und enthielte a nur einmal.
Also muss @ die Form haben CaDa'®. Von D schliesst man dann
dhnlich u. s. w. Man kann also den ganzen geschlossenen Weg schreiben
aBaCab i B N IT1
wobei die geschlossenen Wege B, C, D,...M, die auch zum Theil fehlen
koénnen, a oder a’ nicht mehr enthalten.

§ 3.

Das Integral einer rationalen Function von x und y ist durch An-
gabe des Weges (im obigen Sinne) vollstindig bestimmt, weil man in
Pl
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jedem Punkte des Weges den anzuwendenden Werth von y kennt. Wir
betrachten hier nur Integrale erster Gattung, die allent-
halben endlich bleiben. Solche sind unbestimmt um Perioden,
d. h. um Integrale, die iiber geschlossene Wege genommen sind. Wenn
die dem geschlossenen Wege entsprechende Curve sich auf einen Punkt
zusammenziehen lisst, ohne einen Verzweigungspunkt zu tiberschreiten,
so gibt sie dem iiber sie erstreckten Integrale den Werth Null. Andern-
falls kann man sie auf Schleifen bez. den W eg auf Ueberginge reduciren,
so dass das Integral iilber den geschlossenen W eg gleich ist einer Summe
von Integralen, die iiber Ueberginge erstreckt sind, welche sich zu einem
geschlossenen Wege zusammenschliessen. Sei abec..m dieser Weg. Ist
a kein fundamentaler Uebergang und fithrt von Y, zu y,, so kann man
aus fundamentalen Uebergingen einen andern W eg A, die Ergénzung
von a, zusammenstellen, der von y, zu ¥, fuhrt, so dass aA ein geschlos-
sener Weg ist. Ist aber a ein fundamentaler Uebergang, so sei unter
seiner Erganzung der umgekehrt durchlaufene Uebergang, a’, verstanden
Aehnlich seien zu b, ¢,...m die Ergianzungen B, C..... M gefunden. Ein
iiber einen Weg W genommenes Integral sei hier, wo es nur auf den
Weg ankommt, mit (W) bezeichnet. Weil Integraltheile sich aufheben,
deren Wege sich nur durch die tichtung unterscheiden, ist dann

(@be... m) =(@AA'bc..m) = (ad) - (bc...m) + (A/)
(be...m) = (bBBc....m) = (B) -+ bB) I (c.. m)

abes smy — (.a \) —"r.(b B) 4..+mM)
SEA ) S s g,

. 7 i
Weil aber A,’ = A, = a, = b, = B, — B, 18t daaA bBund abe..
- - = - o8 R 5 s g S . EY

geschlossene zusammenhingende Wege sind, so schliesst der Anfang von
B’ an das Ende von A’ an u. s. w. und schliesslich das Ende von M’ an

> . C ’
den Anfang von A’ und daher ist der Wege A B .. M geschlossen. Er
besteht aber nur aus fundamentalen Ueberoin en. Ist b derjenige funda-

te)

mentale Uebergang mit dun er beginnt, so ist nach dem auf Seite 207
gefundenen Resultate (III), der Weg — =pPpQ, wo P und Q selbst ge-

schlossene Wege sind. I)ahor ist

1 AB .. M) =@PpQ=pp)+® 4@ = @) + Q.

oy ot e

iy
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Die Wege P und Q haben die niamliche Figenschaft, wie der ur-
spriingliche Weg, somit fallt aus jedem wieder ein Buchstabe fort, so
dass man schliesslich Null als Werth des Integrales (A'B'... M) findet.
Da aber

BB My s By (M)
ist, so setzt sich also die betrachtete Periode durch Addition und Sub-
traction aus Integralen wie (aA), (bB)... zusammen. Ist a ein funda-
mentaler Uebergang, so ist die Ergéinzung A = a/, daher (a A) = (aa’) = o;
und es bleiben also als Perioden nur Integrale, genommen
iber die vo—(r—1) Wege, welcher jeder aus einem nicht-
fundamentalen Uebergang und seiner Erganzung besteht.

IV) Den eben gemachten Schluss, dass (A’ B’ ... M) = o ist, kann man
auf jeden geschlossenen nur aus fundamentalen Usber-
géngen bestehenden Weg anwenden, so dass ein iiber einen
solchen Weg genommenes Integral stets gleich Null ist. )

Man kann ein Verfahren angeben, wie man diese Ergénzungen in
systematischer Weise finden kann. Zu diesem Zwecke stellt man sich
aus den fundamentalen Uecbergiingen einen geschlossenen Weg W her,
auf dem man in x, zu simmtlichen » Functionselementen gelangt. Um
nun die Erginzung eines Ueberganges a zu finden, der von y, zu y, fihrt,
theilt man W so in 3 Theile, 9, B, €, dass A, = B, = Yoy By =0, =¥
ist. Dann ist der Weg €9 die gesuchte Erginzung A, indem er von Vs
zu y, fihrt. Da nun auch %’ von y, zu ¥, fihrt, konnte man auch %’
als Ergénzung wihlen; weil aber der Weg W ganz aus fundamentalen
Uebergiingen besteht, ist nach dem vorhin bewiesenen Satze IV (W)
= (UBE) = o und somit ist die Periode (a B') der (a € A) gleich. Mog-

1) Bei dem Beweise des entsprechenden Satzes meiner ersten Abhandlung (Bd. XV dieser
Abhandlungen, II. Abth. auf S. 3837 und 838) ist ein Versehen vorgekommen, auf das mich Herr
Nother aufmerksam machte. In dem Falle der Figur 4 daselbst ist das Integral itber C nicht
gleich dem ttber PQURSVP. Aber eine Curve wie die in Figur 4 ist nicht méglich. Denn sind
in den dortigen Figuren PR und QS zwei Schnittpunkte von € mit s, welche unmittelbar auf-
einanderfolgen, wenn man C durchlauft, so dass auf dem Stiicke PV S von C kein Schnittpunkt
mit s mehr liegt, so wire im Falle der Figur 4 PVSQP eine geschlossene nur fundamentale
Uebergiinge iiberschreitende Curve, die s nur in cinem Punkt (QS) trife, was nicht moglich 1st
(Seite 338 oben). Bei Figur 5 ist aber das Integral iiber C gleich der Summe der iiber PV QP
und RSUR genommen, von welchen jede mit s zwei Schnittpunkte weniger hat als ¢ u. s. w.
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licherweise lisst sich eine Ergiinzung auf verschiedene Arten herstellen.
Ist nun A eine zweite, von 9 verschiedene Ergéanzung von a, so ist A%[/
ein geschlossener, nur aus fundamentalen Uebergiingen bestehender Weg
daher (A9') = o und (A) = (), so dass die Perioden (a A) und (a 521) >
gleich werden.
Um die Willkiir in der Wahl von W und der Aufsuchung der Er-
ganzungen zu vermeiden, wollen wir die Anordnung des geschlossenen
Wegs und die Em{ugunw der nicht-fundamentalen Uebergiinge zwischen
die fundamentalen in eine bestimmte Regel bringen, die uns zugleich
leicht gewisse Schliisse erlauben wird, was sonst mcht der Fall ware.

§ 4.

Zuerst stelle man sich eine Tafel her, die Ve rzweigungstafel,
die fir jede Schleife eine Reihe und fir jedes Element eine Zeile hat.
Die Schleifen sollen dabei in der Reihenfolge stehen wie sie sich um den
Punkt x, folgen, also in der w, w,.. w,. Wenn nun ein Uebergang a

der zur Schleife w;, gehort, positiv durchlaufen, von Yy, zu y, fihrt, so
dass a, = y,, a, = y, ist, so werde in die Reihe w; und die p* Zeile a,, .
in die Reihe w; und die qg* Zeile a, gesetzt, das erstere links, das zweite
rechts um anzudeuten, dass man die Schleife von links nach rechts,
durchlaufen miisse um von Yp zu y, zu gelangen. So wie mit a verfihrt
man mit allen Uebergingen.
[In unserem Beispiel ist die Tafel
” Wy ‘ Wo | Wg
B L S ST SR -
f V4 ay g oy 0 P+ 1,
Yo b, Co 1 ngy q4 Sy
| ¥s Cq by ‘ ky iy T4 Ty
i Ya dy gyl ky Sy Va
{ F Vo , ey d, ! my h; t, qs
| \i; i | Ye ‘l f es { ny 1y Uy P2
! i, yr | 81 T o my Vi 15}
};\'.f I J o
,‘ i I : 5 : g : &
i 1 ’ wobei die fetten Buchstaben sich auf die fundamentalen Uebergiinge
| .
| Sl beziehen].
il
1
e
t
i o
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Wir bilden nun zuerst eine gewisse Buchstabenreihe Ry, die so zu
sagen als Wegweiser fir den Weg W dienen soll, den wir Jetzt mit W,
bezeichnen wollen.

In der Zeile y, steht der Name mindestens eines fundamentalen
Ueberganges. Ist derselbe, oder wenn mehrere da sind, einer von ihnen,
a und steht a, in der ersten Zeile, so beginnen wir R, mit a, a’, fet 20T
oder . =p s a;); das a', sel mit y, identisch. In der a'" Zeile
geht man nun von a’, nach rechts hin und notirt in R, hinter a, die
dort stehenden Buchstaben der Reihe nach, indem man dabei die Tafel
als geschlossen ansieht, so als ob hinter der Reihe w, wieder die W,
kdme, bis man wieder zu einem fundamentalen Buchstaben kommt. “Ist
dieser a’, selbst, so springt man rickwirts nach a, und notirt in R,
A, a,; ist er dagegen von a’, verschieden und bs so geht man zu b's
=y Uber (@ = 1 oder 2), notirt bs b’s und geht dann in der bt Zeile
von b’s nach rechts hin weiter, indem man in R, die Buchstaben dieser
Zeile einfigt, bis man wieder zu einem fundamentalen kommt u. s. w.

[Im Beispiel kommt so P: P;, dann schliessen sich die Buchstaben an
die in der 6%® Zeile rechts neben p. stehen, namlich f, e, n, I, u,, dann
kommt weil u fundamental ist, u, und weiter g f; 0, m, v, 0,, hierauf 1,
PePitetiqeedidi gl ks 8, b bk iyrroe by by gy, n, q, 8,8, v, d; d, m,
h, 1, t; a, a, h; o,].

Es sind jetzt einige Eigenschaften dieser Reihe zu beweisen,

Kommt man im Verlaufe des geschilderten Verfahrens zu einem
Buchstaben r, der nicht-fundamental ist, so ist der ihm vorangehende
unzweideutig bestimmt, indem es ja in der Zeile der Verzweigungstafel,
in der r, steht, der zunichst links von r, stehende ist. Ist aber r funda-
mental, so muss man wissen, welches der nachfolgende Buchstabe ist,
damit der vorhergehende unzweideutig gegeben ist. Denn folgt dem r,
in der angegebenen Operation das r',, so findet man den vorhergehenden,
indem man von r, wie eben beschrieben links geht; folgt aber dem r,
ein anderer Buchsabe s, so ist der vorhergehende r’,. Also bestimmt
eine Gruppe von zwei aufeinanderfolgenden Buchstaben den vorhergehen-
den unzweideutig und damit auch alle vorhergehenden und ebenso auch

die nachfolgenden.
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Wenn man nun wie vorhin beschrieben die Reihe a,a’, bse,dst k,
I m, n, ... bildet, so muss man, wegen der endlichen Anzahl von Buch-
staben, einmal zu einer Gruppe von zwei Buchstaben kommen m,n, die
schon da war, indem z B. m, = bg, n, = ¢, ist. Dann muss aber nach
dem eben bewiesenen auch 1, = a/,, k, = a, sein, so dass also die Reihe
von k,1,... an eine blosse Wiederholung von a, 8,bg-... 1, und. diese
Reihe, die wir nun allein mit R, bezeichnen wollen, geschlossen ist.

V) Die Reihe R, hat, wie jetzt gezeigt werden soll, die Eigen-
schaft, dass wenn a ein fundamentaler Buchstabe ist, in ihr
einmal a, a, und einmal a,a,, wenn a nicht-fundamental ist,
einmal a, und einmal a, auftritt. Wenden wir die geschilderte
Operation an auf eine Tafel von zwei Zeilen, die durch einen fundamen-
talen Uebergang a verbunden sind. In der ersten Zeile stehe a, und die
andern Buchstaben der Zeile von a, aus nach rechts gezdhlt moégen eine
Reihe A bilden. In der zweiten Zeile stehe ag und die andern Buch-
staben bilden die Reihe B. Dann ist R, = a, ag B ag a, A und diese hat
die angefithrten Eigenschaften. Gesetzt es sei bewiesen, dass die aus
v—1 Zeilen mit »—2 fundamentalen Uebergingen zu bildende Reihe R
die fraglichen Eigenschaften hat. Nun gibt es nach Satz II Seite 205
stets ein Element, etwa y,, zu dem nur ein fundamentaler Uebergang a

/

filhrt. Es sei a, = y,, a, = y,. Die in der ersten Zeile neben a, rechts
stehenden Buchstaben mogen die Reihe C geben. Wenn man nun auf
diejenige Tafel, die aus der 2% 3%" . _n'" Zeile der gegebenen gebildet
ist, die Regel anwendet, indemn man a’, nicht als fundamental ansieht,
so entsteht eine Reihe von der Form Da', E, weil ja a', einmal vor-
kommen muss, wobei D und E Gruppen sind, welche die zu beweisenden
Eigenschaften haben. Bildet man nun R,, indem man mit dem ersten
Buchstaben von D anfingt, so hat man von ay zZu a, zu springen, dann
die Buchstaben von C hinzuschreiben, dann wieder a,, nach a', zu
springen, an das sich die Gruppe E anschliesst, so dass R, = Da'ya,
Ca,a’, E ist und demnach ebenfalls die gewiinschten Eigenschaften besitzt.

Aus R, entsteht nun die Beschreibung des Weges W,, wenn man
aus R, die nicht fundamentalen Buchstaben fortliasst, je ein Paar funda-
mentale die nebeneinanderstehen, wie a, a, durch den Uebergang a,, er-

setzt und dabei a,, mit a, a, mit a identificirt. Da. nun, wie vorhin
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bewiesen wurde, in R, a, a, und a,a, auftritt, so kommt in W, a und
a’ vor.

VI) Der Weg W, ist geschlossen und da er nur aus funda-
mentalen Uebergéingen besteht, ertheilt er einem t@ber ihn
genommenen Integral den Werth Null

Der Bequemlichkeit wegen werde aus R, noch eine zweite geschlossene
Buchstabenreihe S, dadurch abgeleitet, dass man aus R, die fundamentalen
Buchstaben fortlisst.

[In unserem Beispiel ist

W, =pulplidsbbeil
und

St eil g hon vqeol kkim Ty € C1 Ny Vo, hy a,8,h, 0,].

§ 5.

Ankniipfend an die Reihe S, wollen wir nun den Weg W, durch
»liinfiigung® oder ,Er6ffnung“ neuer Ueberginge abandern. In
S, sind entweder keine ,Trennungen® vorhanden, d. h. es kommt
nicht vor, dass zwei gleiche Buchstaben durch zwei andere gleiche ge-
trennt werden oder dies kommt vor. [In der obigen Reihe sind die
beiden f durch die beiden n getrennt, dagegen sind die beiden 1 durch
die beiden g nicht getrennt.] Wenn S, keine Trennungen hat, so sind,
wie spiter (§ 7) bewiesen werden wird, alle Perioden Null. Wenn aber
Trennungen vorkommen, indem die beiden a durch die beiden b getrennt
werden, so sind auch in R, die beiden a durch die beiden b getrennt
und R, hat die Form

Ro=A2aBb, Ca Db,

wo ¢ und 4, sowie » und « Eins und Zwei sind und A B ¢ D Gruppen
von Buchstaben bezeichnen, die zum Theil auch fehlen kénnen.
Aus der Reihe R, werde nun die neue Reihe

R, =Wa,a, Db, b, Cazra Bb, b,

abgeleitet. Diese entsteht auch, wenn man die zur Bildung von R, be-
folgte Regel auf die Verzweigungstafel anwendet und dabei nicht nur bei

den fundamentalen Uebergingen sondern auch bei den a und b in eine
Abh. d. II. CL. d. k. Ak. d. Wiss. XVI. Bd. [. Abth. 28
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andere Zeile springt. Dann hat man namlich von a, zu a; zu springen,
an dieses schliesst sich ® an mit b, von diesem springt man zu b,,
durchlauft ¢ u. s. w.

Man sieht, dass R, die Eigenschaften, die oben Seite 212 fiir R, be-
wiesen wurden, ebenfalls besitzt, insbesondere dass die Namen aller
Uebergiange in R, vorkommen.

Aus R, werde abgeleitet die Buchstabenreihe S, durch Fortlassung
der fundamentalen Buchstaben und der a, b; und ferner der Weg W,
indem man wieder ein Paar ncbunemandu5tohendur gleicher Bu(‘hs’taben
selen sie fundamental oder die a, b, durch den betreffenden Uebergang
ersetzt, ahnlich wie dies geschah, um W, aus R, abzuleiten. In W,
werden also die Ueberginge a und b durchlaufen, so dass sie ausser den
fundamentalen nun erlaubt sind.

Sei u irgend ein nicht fundamentaler Uebergang und U die Er-
ganzung desselben. Mit Hilfe von R, kann man sie wie folgt finden.
Zwischen u, und u,, indem man von u, etwa nach rechts hin geht, stehe
die Buchstabengruppe . Wenn man dann auf 11 die Regel anwendet,
die W, aus R, hervorgehen lasst, so entsteht U. Denn ist e 3.
U, = y,, so fihren die in 1l vorkommenden fundamentalen Ueberg&no
die zusammen U bilden, von y, zu Yy, Wie es verlangt wird. Geht man
nach links von w, zu u,, so sind um 1 zu bilden natiirlich die Buch-
staben in der Reihe zu schreiben, wie man sie nun antrifft.

[So ist im Belsplel Seite 211 die Ergénzung zu 1 gegeben durch u u’
p t'd oder durch pPtdshbb s, je nachdem man nach rechts oder
links geht.]

Man findet nun auch in R, zwischen u, und u, eine Buchstaben-
gruppe U, und kann mit Anwendung der Regel zur Ableitung von W,
aus R,, daraus einen Weg U, ableiten. Es soll ermittelt werden, wie sich
U und U, unterscheiden. Die Differenz wird davon abhangen, in welchen
der 4 Buchstabengruppen % 8 @ ® sich u, und u, befinden. Seien nun
P qrs 4 Buchstaben bez. aus 9 B ¢ D5l A =FpG, B =9Hq, € = Krg,
D = MsN, so wird

By =3pGa HqIb, Krla; MsNb,
dagegen
R, =FpGaa; MsNb,b, Rraza, HqIb, s
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Bezeichnen wir die aus den Buchstabengruppen 9 ...% nach der oft
erwihnten Regel hervorgehenden Wege mit A ... N, so geben die beiden
Reihen, in welchen die Klammern Integrale bezeichnen,

PGH) qIK)r(LM)s(NF) p (1)
pEL g ilia 1 (KK b, uN) s (M a3, G p (2)Y)
eine Uebersicht tiber die zwischen den einzelnen der 4 Buchstaben pqrs
liegenden Wegtheile und die iiber sie erstreckten Integrale. Die Inte-
grale in der zweiten Reihe sind aber gleich denjenigen in der Reihe
P (GH) [bus] q (JE) [az] r(LM)[b,,] s(NF)[a;,]p (3)
in welcher

[ous] = bux H' I G’ F) = (b, B A)

[0p] = (b K' L' M'N') = (b, €' D) = — [b,,]
al=Ga ] HE L) (a0 C)
[a1.] = (a1, G F"M' N) = (a, A’ D) = — [a. 1]

gesetzt ist. In der Reihe (3) stehen zwischen je zweien der pqrs die
Integrale iiber dieselben Wegtheile wie in der Reihe (1), abgesehen von
den in eckige Klammern gesetzten Grossen.

Weil aber der Weg B A" die Erginzung von Dot A'D’ die von ay,
ist, sind jene Grossen die Perioden, die zu den Uebergingen b, , und a,
gehoren, und diesen entgegensetzt sind die zu b, mnd 5, gehorigen
Perioden. Aus der Vergleichung der Reihen (3) und (1) entsteht somit
das Resultat: das Integral (U) iber U, ist gleich dem (U) iiber U ge-
nommen plus der Summe der Perioden, welche zu den in R, zwischen
u, und u, stehenden Uebergingen a oder b gehéren. Addiren wir das
Integral iiber u, so entsteht in (uU) die Periode [u] und in (uU,) eine
neue, auf W, beziigliche Periode, die [u], sei, und es ist [u]; gleich [u]
plus der Summe derjenigen Perioden B o
deren Uebergéinge a,a;, aja,, b, b., b, b, in R, zwischen u, und u,
stehen.

Setzt man also [a;,] = [a], [bu.] = [b], so ist

[u] = [u], + & [a] + ¢ [b]

wo J und ¢ 0, 1 oder — 1 sind.

1) Die Reihe (2) entsteht aus Ry, indem man nach links geht.

28 *
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Wenn nun die Reihe S, keine Trennungen mehr enthilt, so sind die
[u],, wie gezeigt werden wird (§ 7), alle = 0. Sind aber noch Trenn-
ungen da, so seien ¢ und d zwei sich trennende Buchstaben. Dann kann
man durch ein Verfahren, das dem ganz analog ist, durch welches R,
und W, aus R, und W, hergeleitet wurden, indem man noch die Ueber-
gange ¢ und d Offnet, R, und W, aus R, und W, ableiten und findet dann

ul, = [u]y + Efc], + & [d];
wobei [u], ein Integral bezeichnet iiber u plus dem iiber einen Weg U,
der aus R, gerade so abgeleitet ist, wie U; aus R,; und wo die Zahlen
& & nur 1, — 1, oder 0 sein kénnen.

Wenn nothig kann man auf diese Art weiter gehen bis zu einem
Wege W,, fir den die zugehorigen Reihen R, oder S, keine Trennungen
mehr enthalten. Sind dabei nach und nach dle Uebergénge a, b, c...m
gedffnet worden, so driicken sich die Perioden alle linear und aanzmhh(r

aus durch 2 ¢ Integrale [a], [b], [c],, L s e [m], ; und durch
v o — (v—1) — 2 ¢ Grossen, die sich auf rhqenwen Uebergiinge beziehen,
deren Namen in S, noch vorkommen. Ist u einer von ihnen, so ist die
betreffende Grosse [uj,, gleich dem iiber den Uebergang u genomimenen
Integral plus dem Integrale iiber einen Weg U,, der aus der Buchstaben-
gruppe U, zwischen u, und u, in R, entsteht, indem man nur die in
W, gedffneten und durchlaufenen Ueberginge beriicksichtigt. Es wird
gezeigt werden (§ 7), dass diese [u], alle gleich Null sind. (Satz VIL)

Da (W) = (ABCD) und (W) = (Aa,y Dbu,Ca;,Bb,,) ist, so ist
auch (W;) = 0 und folglich ist auch weiter (W) =29 Wy ety

[In unserem Beispiel sind f und n in R, getrennt. Somit wird zu-
nichst [f] = (fu’), [n] = mbb's’dtpun) = (ns'dtp) und

R =pm Pe fi £, 0, m, v, WU PP tetigoe dyd, g1 ky 8,8, b b, —
Eilgrrie b b o1, Lo Luug ffen, N;q; 88 v, d, dy —
== m-h b boin . h o

worin die gedffneten Ueberginge fett gedruckt sind. Diese Reihe enthilt
keine Trennungen mehr, so dass die Operation beendet ist. Es findet
sich hier z. B.

la]: = [ b ]

[b]l ] S [ll]:l
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§ 6.

In der Reihe R, kommen alle »o Buchstaben, die Namen simmt-
licher Uebergiinge vor, daher in S, noch die vo — (»—1), welche nicht
fundamental sind; in S, fehlen noch a und b, in S, weiter ¢ und d,...
bis in S,, das keine Trennungen mehr enthilt, die 2 ¢ Buchstaben a, b,
... L, m fehlen, und also nur noch »o — (»—1) — 2 ¢ vorkommen. Man
kénnte denken beim Fortschreiten von So zu 8, verschwiinden einmal
sammtliche Uebergiinge eines Cyklus oder eines Umganges aus einer
der Reihen S. Fs soll jetzt gezeigt werden, dass dies nicht der Fall ist.
Da die Ueberginge eines Cyklus oder eines Umganges einen geschlossenen
Weg bilden, in dem jeder Uebergang nur einmal vorkommt, so kénnen
nicht alle Uebergéinge eines Cyklus oder eines Umganges fundamental
sein (siehe den Satz I auf Seite 205) und also in S, fehlen. Gesetzt es
sel bewiesen, dass von jedem Cyklus und von Jedem Umgange in S, S,
S, ..S, mindestens ein Uebergang vorkomme. Wenn nun in Sripea. 010
sémmtlichen Uebergiinge eines Cyklus fehlten, so koénnte, da beim Fort-
schreiten von S, zu S. 41 zwei Buchstaben fortfallen, in S, entweder nur
ein oder hochstens zwei Buchstaben aus Jenem Cyklus vorhanden ge-
wesen sein. Wenn in S, nur einer p vorkémmt und es ist PO 27
der geschlossene Weg des Cyklus, von dem die Ueberginge qr...yz in
W.. schon geoffnet sind, so stehen in unserer Verzweigungstafel, in der
Reihe, welche den Cyklus enthilt, in den Zeilen, abgesehen von der Ord-
nung die folgenden Gruppen von je zwei Buchstaben: p, z, g, Piatitg:
< Y1 Xy 4y Yo

Beginnt man die Herstellung von R, bei p, so kommt man nach
der Regel des § 4 Seite 211 zu z,, springt zu z,, rechts davon steht Yoo
das einen Sprung nach y, veranlasst. Zu dessen Rechten steht X
schliesslich kommt man zu q, springt nach ¢, neben dem rechts ps sich
findet. Also sieht der betreffende Theil von R, so aus: R .

92 91 Pe-
Wenn man hieraus S, bildet, so sind die offenen Ueberginge qr...
y z fortzulassen und es bleibt S, = ... Py b

Weil hier die beiden p ungetrennt neben einander stehen, kdnnen
sie durch den Fortschritt zu S, +1 und den weiteren Reihen auch nicht
fortfallen.
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Sind aber in S, noch zwei Uebergéinge p und t aus dem Cyklus
vorhanden und ist er pq..stu... Y 2, so stehen in der Verzweigungs-
tafel in den einzelnen Zeilen, von der Ordnung abgesehen, die Gruppen
PR g o s e e Beginnt man mit P, so wird
man zuerst erhalten p, z,z y,y,.. u, uy 6, weil die Uebergiinge u. .. y z
schon gedffnet sind. Von t, kommt man dann durch eine Reihe anderer
Buchstaben auch sicher einmal zu t; und dann folgt die Reihe tas 881
««+.0aq; Psy 80 dass
R.=p 22 Vi e e a0
und :

Pe=ipte o cbipia 1

wird. Da die beiden Buchstaben p und t sich also in S, nicht trennen,
kénnen sie auch aus S, 1, nicht verschwunden sein. Wenn es sich statt
um einen Cyklus um den Umgang pq..stu...yz handelte, so stiinden
in unserer Tafel in Je einer Zeile, abgesehen von der Ordnung, die
Grappen ., o6 L e e e T P:q;, indem z B. q, in einem
Fach rechts und in dem néchstfolgenden derselben Zeile r, links steht

u. s. w. Wenn nun alle Uebergiinge des Umganges bis auf p geodffnet
sind, so wird

B diganr . Bedy byl il v 0, p L
e Bnr s
Ist aber auch t noch nicht geoffnet, so wird

Rx__pgqlq_,_,..slsgtl...tgulug..z)zgp,....
Sx:pgtl...tgpl....

und weder in diesem noch im vorigen Falle ist ein Verschwinden von
pt bez. p méglich. (VIII) Also muss Jede Reihe S,...S, von jedem

Cyklus und jedem Umgang mindestens noch einen Buch-
staben enthalten.

Man kann aus den eben gebildeten Reihen noch folgendes ent-
nehmen: Lisst man aus der Bezeichnung des Cyklus oder des Umganges
die Namen derjenigen Ueberginge fort, die in W, schon gedfinet sind,
also in S, nicht mehr vorkommen, und ist dann der Cyklus bez. Um-
gang gegeben durch pt.... so tritt in S, auf: im Falle eines Cyklus
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die Gruppe p,t,, und bei einem Umgang die p,t,. Wenn also in S, die
Gruppe p, p, oder p,p, vorhanden ist, so folgt, dass alle Ueberginge des
Cyklus bez. des Umganges, dem p angehort, schon in W, gedffnet sind,
denn andernfalls stinde neben P: bez. p, ein anderer Buchstabe als Pa
oder p,. (Satz IX.)

Wir wollen nun die z Cyklen aber (des folgenden wegen) riick-
warts durchlaufen und die » Umginge in irgend einer Ordnung als
die geschlossenen Wege T,, T,..T, bezeichnen, indem wir = + v = w
setzen. Wenn man in den Buchstabenreihen, welche diese W ege dar-
stellen, diejenigen Buchstaben fortlasst, welche in S, mnicht mehr vor-
kommen, so kann nach dem eben bewiesenen keine Reihe ganz weg-
fallen. Die so entstehenden w ,reducirten® Gruppen seien Ul e Uﬁ‘f)-
Von ihnen nehme man eine beliebige Zahl heraus, deren Gesammtheit G
sei. (X) Dann gibt es Buchstaben, die in G nur einmal vor-
kommen. Die Gruppen, welche G bilden, zerfallen in solche, die aus
Cyklen entstanden sind — ihre Gesammtheit sei G — und solche aus
Umgingen, deren Gesammtheit U sei. Weil Jeder Cyklus und jeder Um-
gang nur verschiedene Buchstaben enthilt und Jeder Uebergang nur
einem Cyklus und einem Umgang angehért, so ist der Satz bewiesen,
wenn G nur aus C oder nur aus U besteht.

Andernfalls aber kann auch in FFolge dessen ein Buchstabe nur dadurch
zweimal in G vorkommen, dass er C und U angehort. Ist also der Satz
falsch, so ist jeder in C auftretende Buchstabe auch in U und umgekehrt, und
die Gruppen C und U kénnen sich nur durch die Einordnung der Buch-
staben in die Reihen unterscheiden. Es ist zu zeigen, dass diese An-
nahme unmoglich ist. Sei p ein Buchstabe aus C und P4... der redu-
cirte Cyklus, dem er angehért. Dann beginnt S, mit p, q, nach dem
auf Seite 218 bewiesenen. Das q gehort aber auch zu U und dort zu
einem Umgange qr..,. Desswegen enthilt S, auch die Gruppe q,r;;
r gehort in C zu einem Cyklus rs. . . wesswegen S, die Gruppe r, s,
enthalten muss u. s. w. S, hat also die Form P11 8 ..., wobeli man
aus Buchstaben, die G angehoren, nicht herauskommt. Da aber nach
Art seiner Bildung S, alle die Buchstaben enthalten muss, die in den
Ul o, .UE:) auftreten, so ist ein Widerspruch vorhanden, der sich entweder
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so lost, dass G alle die U® umfasst, oder dass es in G Buchstaben gibt,
die nur einmal vorkommen.

Hievon kann man folgende Anwendung machen. In U(x) kommt kein
Buchstabe zweimal vor. Ist p einer der Buchstaben aus U, so gehért
er noch einer anderen Reihe etwa Ul) an. Die beiden U und U@ ent-
halten mindestens einen Buchstaben q nur einmal, der dann noch in einer
weiteren Reihe U(*) auftreten muss. Die drei Reihen U Ug) UG ent-
halten wieder einen Buchstaben r nur einmal, der sich dann noch in
einer Reihe U finden muss u. s. w. Schliesslich enthalten die Reihen

U(l’ﬁ) Ug"ﬂ) .. U  einen Buchstaben z nur einmal und der muss dann noch
W —1
in U vorkommen. Die Buchstaben Pq...z sind natiirlich alle ver-
i )

schieden und ihre Zahl ist w—1; sie kommen alle in den U® und folg-
lich auch in S, vor, das, wie wir sahen, » 6 — (¥—1) — 2 Buchstaben
enthilt.

Also muss, fiir # =0, 1,... 0

o — (v—1) — 24> wo—1

und besonders, fiir » = g,
XI) 205 vo

sein.

14

w4 2

§:.%,

Die Reihe S, enthalt keine Trennungen gleicher Buchstaben mehr,
daher kommt es sicher mindestens einmal vor, dass zwei gleiche Buch-
staben neben einanderstehen. Kommt in S, die Gruppe n, n, vor, so ge-
hért nach dem Resultate IX) auf Seite 218 n einem Wege T, etwa T,
an, der ein Cyklus ist; ist dagegen die Gruppe n,n,, so ist der Weg T,
ein Umgang, und zwar werden dann alle anderen Ueberginge, aus
welchen T, ausser n noch besteht, in W, schon durchlaufen. Ist Se

= e ool gehort n dem Cyklus an nap... f, so ist
1{Q - Q[ n, fg fl “ s Bg bl g @; Ny,

wo A und A Gruppen von Buchstaben vorstellen.
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Man leite nun eine neue Reihe ab, Ry, ;, indem man das Durch-
laufen von n jetat gestattet und also in der Tafel von n; direet zi n,
iiberspringt. Dann wird

Bopp=Un 5,

und die zugehodrige Reihe Se+1 wird, durch Weglassen von n,
S = I

Da Ule) hier einfach n war, so fillt es mit n ganz weg, wenn man
diesen Buchstaben aus den Reihen Ule) fortlisst und so neue Reihen
Ule+1) herstellt. Es wire moglich, dass mit Ule) hiebei noch eine zweite
Reihe Ule) wegfiele, die dann auch nur n sein kénnte und, weil T, ein
Cyklus sein sollte, nun einem Umgange entsprechen miisste. Dann miisste
aber nach dem Resultat IX auf Seite 218 in Se neben n, sofort wieder
n, stehen und folglich die ganze Reihe S, einfach n, n, sein. Aber in
diesem Falle kénnten neben den Reihen Ule) und Ule) keine weiteren exi-
stiren, weil ja sonst deren, von n verschiedene, Buchstaben sich in Se
finden miissten. Es gibe also dann nur einen Cyklus, was nicht angeht,
weil ja mindestens zwei Verzweigungspunkte vorhanden sein miissen.
Also kann mit n nur Ule) fortfallen, wihrend die w—1 anderen Ul in
neue Reihen Ule+1... UE&“FU iibergehen. Der Reihe R, , entspricht ein
Weg W,.,, der aus R, 4+, hervorgeht, wenn man, unter « irgend einen
der geoffneten Uebergéinge ab..lm n verstanden, fir o, o, «,, setat.

Entspricht der Gruppe 9 durch diese Substitution der Weg A, so
wird

W, == Ats b

und Wi =2 A

Weil nach unserer Annahme T, der rickwiarts durchlaufene
Cyklus sein soll, ist es = f...0 a1’ Figt man nun in W, hinter A
den Weg nn’ ein, so zerfallt Wo in W, und T,, was durch die
Gleichung

W — W <

angedeutet sei.

Gesetzt aber Ule) = n entspreche einem Umgange T, = nab ..,

80 st B, = 9naab,by..5 60, S = NAuihn,
Abh. d. 11, CL d. k. Ak. d. Wiss. XVL Bd. L. Abth. 29
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Dann folgt, wenn man n durchlaufen deplye Bong == mn 2 S5
= A und Ul fallt mit n fort. Wirde damit noch eine zweite Reihe
Ule) wegfallen, das dann einem Cyklus entspriche, so wire S, = n, n,
und es wiirde nur ein Cyklus existiren. Somit wird auch jetzt mit n
nur Ule) fortfallen, wihrend die andern w — 1 Reihen Ul in ebensoviele
Reihen Ule+1) iibergehen. Der Weg Wopr wird An', der W, = Agp.. . §
Ty =mnab..f also ist auch hier W, = Weir + T,

Die Reihe R, , entsteht aus unserer Tafel genau nach dem in § 4
Seite 211 geschilderten Verfahren, nur mit dem Unterschiede, dass micht
nur bei den Buchstaben ab..lm und den fundamentalen, sondern auch
noch bei n Spriinge stattfinden. Man kann also auf Roiis Do Wi 0
die obigen Schliisse anwenden. Besteht demnach S5t NP TauE o, 05 80
gibt es nur noch zwei Reihen Ule+1, die zwei Wegen T, und T, ent-
sprechen, von welchen der eine der riickwirts durchlaufene Cyklus om
n...p, der andere der Umgang or{...r sei, welchen beiden o ange-
hort und in welchen die mit deutschen Buchstaben bezeichneten Ueber-
ginge schon gedffnet sind.

st dann 8, == 07 05, 80 ist

Royr = 01papy...mymoyrity. . g1,
MWoa b B oer .y
=T, + T,

Bei der Annahme S,

&

+1 = 0,0, folgt fiir W, das ndmliche. Dann
1st also w = 3 und S@ enthialt nur die beiden Buchstaben n und 0.
Kommen nun in S, , ausser o noch andere Buchstaben vor, wahrend
0, 0, nebeneinander stehen, so kann man Sorre, W, o, R, ;. ableiten, in-
dem man das Durchlaufen von o gestattet. Dann fillt Ule+1) fort, es

entstehen w— 2 andere Reihen Ug9+2)...U(9+‘2) und man kann setzen
5 w

va = \Vg 42 e

In dieser Weise kann man weiter gehen, bis man zu einer Reihe
Sox kommt, die nur noch einen Buchstaben enthalt, fiir welche nur

noch zwei Reihen Ule+#) existiren und

\Vg e T‘u, =L i T/,L +2
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ist. Dann sind aus S, nach und nach « Buchstaben weggefallen, einer
ist in S, , noch iibrig geblieben, so dass sicher #—-1 in S, vorhanden
waren. Da aber w2 <w sein muss, weil ja die T,... T,;; zu den w
Wegen T gehoren, so folgt

w+1=vo—(r—1)—20<w—1
und dies gibt mit dem Resultate XI der Seite 220 die Gleichung
XII) vo —(r—1)—20p=w—1

20=v0—v—w+4+2=vo—2v—7} 2}

Bezeichnet man mit z; die Anzahl der zum Verzweigungspunkt w;

o o
gehorigen Cyklen, so ist 7= = 7; und also, da vo = = » ist,
A=1 A=1
o
XII) 2(): ?(’V—Tl)—Q(V—g).
A=1 :

Was nun die Perioden betrifft, die oben zu Ende des § 5 mit [u],
bezeichnet wurden, so ist zunichst [n], = (n) 4 (ab...H) = (ab...%n)
und dies ist = o, weil das iber einen ganzen Cyklus genommene Inte-
gral erster Gattung = o ist, da der Cyklus auf den Verzweigungspunkt
zusammengezogen werden kann. Wenn aber u von n verschieden ist, so
sel Y =Bu,Eu,® und es bezeichnen B, C, D die aus B, ¢, D ent-
stehenden Wege, wenn man die Regel anwendet, die W, aus R, entstehen
lasst. Dann hat man

[ulo =@ -+ DFf...0°a B)
=l e DaeBy- @t )
= (u) + (DnB).

Wenn man aber [u],,, aus R,,, so ableitet, wie eben [u,] aus
R, abgeleitet wurde, nur mit Anwendung der Substitutionen die R, ; in
W, 4, tiberfithren, so wird [u], ., = (1) + (DnB), d. h. es ist [u], = [ale 41
und dasselbe Resultat ergibt sich, wenn ab..fn einen Umgang darstellt.
Also ist [0], = [0],4; = 0 und indem man so weiter schliesst, zeigt
man, dass alle [u], = o sind, dass sich folglich alle Perioden eines

1) Ein anderer Beweis findet sich in § 10.
29+
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Integrales erster Gattung linear und ganzzahlig durch die
2¢ Perioden [a], [b], [¢],...[],_,, [m], , ausdriicken. (Satz XIIL)

Wenn es sich um die praktische Herstellung dieser ,normalen®
oder ,kanonischen“ Perioden handelt, so kann man folgendes be-
achten. Offenbar braucht man in die Buchstabenreihen und in die
Verzweigungstafel ausser den fundamentalen Buchstaben nur die a, b,
... 1, m aufzunehmen, denn die tibrigen liefern Perioden gleich Null.
Die Namen dieser letzteren treten allein in S, auf und kénnen wie
in § 6 zu Ende angegeben, aus den Reihen Ul abgeleitet werden,
Wenn dann n in Ule) nur einmal vorkommt, so kommt es auch in
T, nur einmal vor, dafiir aber in T, Tritt in Ule) und U@ der Buch-
stabe p nur einmal auf, so findet er sich auch in T, und T, nur einmal,
dagegen noch in T, u. s. w. Man kann nun zeigen (§ 10), dass wenn
man umgekehrt aus den T,...T, w—1 Buchstaben wie angegeben be-
stimmt, diese sich nicht zu den kanonischen Perioden eignen, sondern
nur die ibrigen, von welchen noch » — 1 die fundamentalen Uebergiinge
liefern. Man braucht also auch jene w — 1 nicht in die Verzweigungs-
tafel aufzunehmen.

In dem Beispiel von Clebsch und Gordan ist » = 4, 6 = 12, v = 36,

2

@ —1 — 59 D0 — 6. Nan reicht hier aus mit der T4l

Yillag | | e | A2 1 |

| | i
| | | | |
vy fl_,!(il | | |y ay 511 fty |
| | | | | | |
Vs Cy | [ | | Xl DE R
| | | |
Vi io, | ‘ ng | | st
[ |
1 i

womit, und mit den fundamentalen Buchstaben ace

Ry =8,8,¢,C1, v, %, ¢, Gn, ;1 t8,8,6,€,1,t,v,X, 8,6, q,
mit

w2

o =TV X;nq T bt vy x, g,
wird. n und q trennen sich, also sind zwei der kanonischen Perioden

[n] = (me'a) [q] = (qa)
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dann wird
R =q:q,rta;a, e e,n,n,q; 9,8, a0, CoTy Vi X, Gy NN, t, v, X,8, 6,
Sl VR v
Hier trennen sich r und t und liefern das zweite Periodenpaar
E 7 o ¥ = /7 /
frle=tfreme g = J6]-—«teig)
. . - . 4 0 .
Indem wir nun die Substitutionen ¢ fiir ds 9; u. 8. w. der Kiirze
wegen schon bei R, eintreten lassen, wird
) 7 / / / / 7 /
w=qrv,x;cntaenqgacrtv,x,e
Sy =iy M
woraus das letzte Periodenpaar
= o] DEET pans
fh=Ge¢qd) [xh=&Eeq

folgt und die Operation beendet ist.

S b
Wir gehen nun zur Ableitung zweier von Riemann gegebener Gleich-
ungen iiber und schicken ihr einen Satz voraus.
Es sei v das Integral einer rationalen Function Y von x und y, ¢
eine andere rationale Function von x und y und es werde pdx mit du
bezeichnet. Es werde nun f vdu genommen iiber einen zusammenhiingen-

den Weg M N, verglichen mit dem, welches iiber den ebenfalls zusammen-
hingenden Weg MP P'N genommen ist, wobei in jedem Punkte der be-
treffenden Wege fiir v derjenige Werth zu setzen ist, den man erhilt,

indem man Jﬂz/fdx tiber den Weg bis zu jenem Punkt erstreckt. Nennen
wir ; w d x iiber den zweiten Weg MPP'N, bis zu einem variabeln Punkt
erstreckt w, so ist v =w, wenn der Punkt in M oder N gelegen ist.

Somit unterscheiden sich die Integrale (‘v du und fwdu um (Wdu er-

streckt iiber PP’. Ist « ein Punkt von P, so wird er in dem Wege P P’
zweimal, in verschiedenen Richtungen, berithrt. Folgt auf o bei P der
Wegtheil Q, so kommt bei P’ vor o der Wegtheil Q. Die beiden Werthe

. g . % 0
von w 1n o unterscheiden sich also um fu.' d x genommen iiber QQ und
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sind also gleich. Da ferner du fiir den Punkt o in P einen entgegen-
gesetzten Werth hat von dem den es in demselben Punkt von P erhalt,

so 1st fwdu iiber PP’ genommen gleich Null und somit fv du dber

MN = [vdu iber MPP'N. (Satz XIV)

Indem wir jetzt wieder unter ¢ und v Integranden erster Gattung
verstehen, wollen wir rv d u tber die verschiedenen Wege W, nehmen
und die Werthe vergleichen.

Es sei Ry =% a,Bb, €a; Db, und die den Gruppen A B € D ent-
sprechenden Theile von W, bez. A BC D, dann ist W, = A B CDW,
= 4a Db, Ca  Bb,, (sche § b Seite 213). Setzen wir der Kiirze
wegen a;, = 8, b, = b, so ist ‘nv du iber W, gleich dem fiber ABVY'D
CD, wie der obige Satz lehrt; und indem man diesen Satz wiederholt
anwendet, zeigt sich, dass der Weg W, und der

V = ABb.bCaBb.bB A.bB'a'C'h .bCaBb'Aa’'D
dem [vdu denselben Werth ertheilen.
Der letate Theil bCaBb'Aa’'D ist der geschlossene Weg W,;, nur mit

anderem Anfang als vorhin, der erste Theil sei mit U bezeichnet, so dass
der ganze Weg V = UW, ist. Der Werth, den v in irgend einem unbe-

stimmten Punkte £ des Weges V hat, d. h. der Werth von {v‘wdx vom

Anfang von A bis zu § iiber jenen Weg erstreckt sei v(VZ). Er hingt
davon ab, ob € in U oder in W, liegt. Bezeichnen wir den Punkt C
fiilr den ersten Fall mit & fiir den zweiten mit #, so ist far letzteren

v (Vn) :f&/)dx iiber U plus dem iiber W, bis zum Punkte » genommen.
Der erste Theil ist Null, weil jeder Wegtheil in U zweimal in entgegen-
gesetzten Richtungen durchlaufen wird, der zweite sei mit v (W,7) be-
zeichnet, so dass also v (V%) = v (W,7) und somit

[vau = [v@UHan + [v(W,mdu = [v9du + [vdu

Wo ‘U W1 U w1

ist, wobei die den Integralen angehiingten Buchstaben die Wege angeben,

itber welche sie zu nehmen sind.
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Der Weg U enthillt die geschlossenen Wege ABb'= B’ und bCa
Bb' = 4 und ist = B'A B A, so dass das erste der obigen Integrale in
4 Theile zerfallt, die sich auf die Wege B, 4, B, und A4’ beziehen. Sind
a3y 0 4 Punkte auf diesen Wegen und sind v (), v(/3), v (y), v (J) die
entsprechenden Werthe von v (U$), du,..dus die von ¢dx, so wird

]v UHdu=[v(@du, + [v@du + [v@)du, +[v() dus

Wenn aber die Punkte «, 7 einerseits und /3, d andrerseits zu dem-
selben x gehoéren, so ist du, = — du,, dug = — dus und die rechte Seite

— [ —v@)du +[(v@) —v(@) duw

v (y) — v (o) ist J.r/,fdx genommen iiber einen Theil /' von B’, der
mit ¢ beginnt, tber 4 und den anschliessenden Theil von B bis .
Dieser ist aber /7, so dass

v(y) — v (o) :fa// dx :fdv

A A

ist. Ebenso ist
v (d) — v () :fz//dx :fdv,

so dass schliesslich

[vodu=([au)([av)+([du)([dv)

wird.

Die geschlossenen Wege 4 und B sind diejenigen, welche man
braucht, um die oben Seite 215 mit [a] und [b] bezeichneten Perioden
zu berechnen. Nennt man diese Perioden fiir die Function u wie eben
[a] und [b], die fir v dagegen [A] und [B], so ergibt sich schliesslich

{vdu = [vau — [a] [B] + [b] [A]

Wo Wi

Eine #hnliche Gleichung findet man zwischen den itber W, und W,
genommenen Integralen u. s. w. Bezeichnet man immer mit den in
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eckigen Klammern gesetzten grossen Buchstaben Perioden des Integrals

rw dx, die iiber dieselben Wege genommen sind, wie die mit kleinen

Buchstaben bezeichneten von r([»dX, so kommt schliesslich die Gleichung

[vau = — (] [A] + [a] - [B] — [d] [C], + []; D],
U A [m]e—x [L]o—1 + U]Q~1 ;LMJQ——I
- .{‘v du.

0

Der Weg W,, der geschlossen ist und nur aus fundamentalen Ueber-
gingen besteht, hat nun nach dem Resultat III des § 2 die Form a &
@ € wenn a einen fundamentalen Uebergang bezeichnet und & wie Y
geschlossene Wege sind, die a nicht mehr enthalten. Enthalten & und ¢
einen andern fundamentalen Uebergang b, so muss jeder der beiden Wege
ihn doppelt enthalten, dann kommt er aber in W, viermal vor, wahrend
er (siche V Seite 212) nur zweimal auftritt. Also kann b nur in &
oder in € auftreten. Daher sind in W, keine Trennungen gleicher Buch-
staben durch andere vorhanden und folglich muss W, die Form haben
Emm'y Der Weg 6F = W, hat dann denselben Character und nach
dem vorausgeschickten Satz XIV ist also

f Vd = ’v d u.

Wy \"v'o Y

Indem man so successive weiter schliesst, findet sich Null als Werth

.
von [ vdu.

W 0

Mit den Bezeichnungen von § 7 ist aber ‘vdu gleich demselben
Vo

Integral iiber den Weg An T, bez An' T,, also iber W, ; T, genommen.

Da f(pdx und fl/,rdx iiber W, , genommen gleich Null sind, so findet

man durch eine #hnliche Ueberlegung, wie sie vorhin bei dem Wege
V = UW, angestellt wurde

rvdu == fv du -+ ‘vd u.

W : 3

b Wo 11 Ty




229

Durch wiederholte Anwendung derselben Ueberlegung ergibt sich
endlich
rvdu == ‘}v du.

W,

0 A=1 ’I‘A

so dass man erhalt

w

XV) — = [vdu=[A}(b] —[B]la] +... +

Iy
+ Loy Mgy — Ml Loy

Entspricht nun T, einem Umgang, so umschliesst die zugehdrige Curve
C, (§ 1 Seite 204) entweder alle oder keinen Verzweigungspunkt, folg-
lich ist v ausserhalb bez. innerhalb eine einwerthige, vom Wege unab-
hingige Function des Ortes, die keinen singularen Punkt hat und desshalb
1st (v du = o. Entspricht aber T; einem Cyklus des Verzweigungspunktes

T

w;, so kann man den geschlossenen Weg ohne den Werth des Integrals
zu andern auf den wiederholt durchlaufenen Kreis um w; zusammen-
ziehen. Da aber v und u allenthalben endliche Integrale sein sollen, so
kann man in der Nahe von w; v nach positiven Potenzen von (x—w;)"®
entwickeln, du aber kann, wenn es negative enthilt. nur solche enthalten,

1 : ; : ;
deren Exponent 20} — 1 ist, wobei « die Anzahl der Ueberginge 1m

Cyklus ist. Das o mal iiber den erwihnten Kreis erstreckte Integral ver-
schwindet somit. Ist der Verzweigungspunkt x = o, so hat man nur

. fir x — w; zu setzen, um das namliche zu finden. So ergibt sich
endlich die Riemann’sche Gleichung

[A] [b] — [B] [a] + [Ch [d], — [D] [eh + ---

_, (XVI)
~+ (L — fuls [M]o—: [lg=~1 = o

§ 9.

Die Gleichung XV oben gilt nicht nur wenn ¢ und vy Inte-
granden erster Gattung sind, sondern auch dann, wenn man, x=§&-+17y
setzend, & d& -+ Pdy fir du und &,dé -+ ¥, dy fir dv schreibt, wenn

Abh. d. II. C1. d. k. Ak. d. Wiss. XVI Bd. I. Abth. 30
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nur die 4 Functionen &, ¥, &,, ¥, in den Punkten der vorkommenden
Wege eindeutig als solche Functionen des Ortes gegeben sind, dass die
iiber die Wege T,...T, genommenen Integrale der beiden Ausdriicke du
und dv Null sind. Man erkennt die Richtigkeit dieser Behauptung, wenn
man die Schliisse des vorigen § unter diesen Annahmen wiederholt.
Wir machen davon eine Anwendung, um eine zweite von Riemann
herrithrende Gleichung zu beweisen, welche fir die Convergenz der 9-
Functionen wichtig ist. Es sei der in § 8 gebrauchte Integrand erster
Gattung ¢, wenn man ihn in seinen reellen und imaginaren Theil zerlegt
— ¢, +i¢,, so ist du=¢@dx=@dé—@dn+i(pdy+@ds) = dg
1 id 9. Da ¢, und ¢, fiir jeden Punkt der x Kbene und jedes Element

nur einen Werth haben und da ’(iu = 4(1’@ 41 ’ d& iber einen der

* »

Wege T,...T, genommen Null liefert, so ist auch ’d«; und jd, 9 uber
einen solchen Weg genommen gleich Null. Die vorhin erwdhnten Be-
dingungen sind also erfiilllt und man darf in der Gl XV der vorigen
Seite fir du setzen d 9 und  fir v.

An die Stelle der Gréssen [a] und [A] treten nun ‘d.‘)- bez. fd;’
itber den Weg A genommen. Diese Integrale sind aber der Coefficient
von 1 und der reelle Theil des ’([ dx, wenn dies iitber A erstreckt wird,

d. h. es sind der Coefficient von i und der reelle Theil im Ausdruck der
Periode [a]. Setzt man somit

[a] = ¢ + ie,
so ist in der fraglichen Gleichung fiir [a] zu setzen « und o fir [A]
[st ebenso

o

[b} = {-‘)' % 1[‘))7

so treten 4 und 3’ an Stelle von [b] bez. [B]. Setzen wir weiter [c],
/ . nl . - / .

== +171f-~~-“]9—1 =4o 1 +1A’r_)— 1) |]n]g—1 =l 5y I 1y 1, SO fOl%t

hienach

I a2l =8y . Nt | nt /
o el ok §— 1 Lo e — ey

(XVII) dous > fz_:df}.

lju:l

!
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In Bezug auf r;’dﬁ' gelten nun folgende Satze:

1) Wenn der geschlossene Integrationsweg eine Curve ist, die in
ihrem Innern keinen Verzweigungspunkt enthélt, so ist in diesem Innern
¢ als einwerthige Function des Ortes zu erkliren und dann kann man
beweisen,!) dass das Integral einen positiven Werth hat, wenn man bel
der Integration die Curve so umlauft, dass das Innere zur Fortschreitungs-
richtung auf der Curve so liegt, wie die 7 Axe zur § Axe. Liegt also,
wie wir angenommen haben (§ 1), die 5 Axe rechts von der s Axe, so
hat man die Curve so zu durchlaufen, dass man das Innere der Curve
zur Rechten hat.

2) Seien 9 und B zwei geschlossene Wege, die beide in demselben
Punkt beginnen und enden. Dann ist | £d:) genommen iber den Weg

% gleich demselben Integral, wenn man es iiber den Weg U A’V nimmt.
Das letztere zerfallt in die beiden Theile, das tiber % und das tber W€ B,
Fir einen Punkt dieses letzteren Weges ist fiir { derjenige Werth zu

setzen, der folgt, wenn man | dC vom Anfang von U an iiber den Weg

¥

A AP erstreckt. Dieser Werth ist aber gleich rdZ plus dem Integral
k!

jd‘g vom Beginn von 2A’'® bis zu jenem Punkt genommen. Bezeichnen

wir diesen letzteren Werth mit (,, rdC mit &,, so wird

n

(a9 =(tas = [ta9 + [+ E)ad
‘B ‘T s % ey
= (ta9 + (tdo 45 [do.

W .mlii a'y

Dem geschlossenen Wege ' entspricht auf der x Ebene eine Curve.
Wenn im Innern derselben weder ein Verzweigungspunkt noch ein singu-
lirer Punkt liegt, so ist ‘d.‘)‘ L

B

1) Es ist mir kein anderer Beweis bekannt als der Riemann'sche (Werke Seite 124), der auf
der Umformung des Randintegrals in ein Flichenintegral beruht.

30*
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Wird diese Curve im Wege U ¥ g mal durchlaufen, so zerfallt

5d9 in eine Summe von q Integralen, von welchen sich auf jeden
1 o) .

Y

Umlauf eines bezieht. Im Anfang von U’ hat y q verschiedene Werthe
und nach diesen unterscheiden sich in den ¢ Integralen die Functionen
C, und d9. Fiir ein bestimmtes dieser Integrale ist aber, in einem be-
stimmten Punkt des Weges, der Werth von £, nicht abhiingig vom Wege
und ist also eine einwerthige Function des Ortes. Nach dem ersten Satze

oben ist also ’;; d9 >0, wenn die Durchlaufung des Weges %' %8

.
AN'B

so geschieht, dass die umlaufene Flache rechts liegt. Unter

dieser Annahme und der ‘d ¥ o i8t demnach

T
XVII f{:_d 9= fgag.
':H ”‘JI

Nehmen wir jetzt zuerst an, dass kein Verzweigungspunkt im Unend-
lichen liegt. Jeder der Wege T,...T, ist ein riickwirts durchlaufener
CUyklus oder ein Umgang. Wenn T, ein riickwirts durchlaufener Cyklus
1st, sel er pq...t, wo p, q...t die Uebergiinge bezeichnen, aus welchen er
besteht. Dann zerfallt der Weg p in drei Theile, von welchen der erste
und letzte der Curve der Schleife und der mittleren dem Kreis entspricht,
welcher um den Verzweigungspunkt gelegt ist. Diese 3 Theile seien als
P p; p; unterschieden. Ebenso sei dies bei ...t der Fall, so dass der
ganze Weg durch p,p,p;q;0:051; ... .1, 1, ts bezeichnet werden kann. Nun
beginnt g, mit demselben Element, mit dem p, endigt, und weil beide
sich auf dieselbe Curve beziehen, ist p;' = q,; ebenso ist ¢, =1r,...t; = p,
so dass nach dem Satze XIV Seite 226, der auch hier gilt, das tiber den
Weg pq...t genommene Integral gleich dem iiber p,q,..t, genommenen ist.
Der Werth von y, mit dem p, endigt, ist dem gleich, mit welchem g,
beginnt u. s. w., folglich schliessen sich die Kreiswege, p,q,..t, zu einem
geschlossenen, den Verzweigungspunkt q mal umlaufenden Kreis zusammen,
der riickwiérts. d. h. so zu durchlaufen ist, dass die Fliache links liegt.

Setztt man aber fiir Punkte in der Nahe des Verzweigungspunktes
o o

Xx=w; +r(cost 4 isint), so kann man £} 19 in eine Reihe nach

I
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1
positiven Potenzen von (x — w;)¢ entwickeln, aus der man { und d 9 ent-
nehmen kann. Die angefithrte Integration, die in Bezug auf t zwischen

den Grenzen o und — 27q auszufiithren ist, liefert dann fﬁrj'gd.‘)- eine

negative Summe von Quadraten, so dass ’.Zd d <o 1st. Ist aber T; ein
4!
Umgang, so sei im Resultat XVIII voriger Seite 3 der Weg T;, B da-
gegen derjenige, welcher aus einer vom Punkte x, ausgehenden Curve D,
einem um x, geschlagenen sehr grossen Kreise € und endlich aus © be-
steht; dabei nehmen wir an, die Wegtheile seien mit demjenigen Element
durchlaufen mit dem T; beginnt und endigt. Da im Wege T,'® die ein-
geschlossene Fliche zur Rechten des Umlaufenden liegt, ist
[tas > [tas.

8 L

NoE / . & .

Der Weg 8B ist DED; weil dI iiber B genommen, Null ist, da

der Kreis sammtliche Verzweigungspunkte einschliesst, so ist der Be-
ginn der Integration im Wege 3 ohne Kinfluss auf den Integralwerth,

J a9 :J tdg :chdl‘i

¥ DDC

so dass man

Tt

setzen kann, wobei der Kreis im positiven Sinne durchlaufen wird. Da

aber £+19 fir ¢ — o endlich bleibt und x = « kein Verzweigungs-

punkt ist, gibt es. fir x mit grossen absoluten Werthen, » nach positiven

x s : : :

Potenzen von ~ fortschreitende Potenzreithen und jedem Umgange ent-
X

spricht eine dieser Reihen.

Durch Einfithrung von Polarcoordinaten findet man leicht, dass das

J cdd 0o
e
1st und somit auch von J Cd 9 und ' £d 9 das namliche gilt. Im Ganzen
8 %Z
ist dann also auch
w

J"Qd 20,

A=1 T2
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Liegt aber einer der Verzweigungspunkte im Unendlichen, so wird
bei einem Umgange T, die eingeschlossene Flache so umlaufen, dass sie
links bleibt und, weil sie keine singuliren Punkte enthilt, ist dann das
tiber T, genommene Integral negativ. Bei einem endlichen Verzweigungs-
punkt gilt die vorhin angestellte Betrachtung. Entspricht aber T; dem
1m Unendlichen liegenden Verzweigungspunkt, so sei ein jeder Ueber-
gang in Theile zerlegt wie sie den oben benutzten Curven ®, ¢, ® ent-
sprechen. Wie bei einem endlichen Verzweigungspunkte findet sich dann,
dass nur die auf den Kreis ¢ beziiglichen Wegtheile zum Integral bei-
tragen und sich zu einem geschlossenen Weg zusammensetzen. Weil aber
in T; der Cyklus riickwirts zu durchlaufen war, ist der Kreis @ hier so

_zu durchlaufen, dass der Punkt o« links liegt. d. h. im positiven Sinne
; g1, I

und mit Hilfe einer Reihe findet sich, dass auch in diesem Falle das
Integral < o ist.

Somit ist allgemein

oB—of + v/,

Nl e n / 5
Jl ()1 o +‘ Aol gy g e g oy >0,

welches die Riemann’sche Ungleichung ist. 1)

§ 10.
Man kann die in § 4 vorgetragenen Operationen an sich und allge-
meiner betrachten.
Es sei eine Gruppe R von Buchstabenreihen gegeben. in welchen
die Buchstaben a, a,, b, b
seien in zwei Abtheilungen zerlegt: die activen und die passiven
Buchstaben. Durch Anwendung der Regel, die in § 4 angewandt wurde,
um B, aus der Verzweigungstafel abzuleiten, kann man nun aus den
Reihen R andere S herstellen, indem man nur an die Stelle der fundamen-
talen Buchstaben dort hier die activen treten lasst. Dabei soll (der Gleich-
formigkeit wegen) die Aenderung eintreten, dass wenn a ein activer Buch-
stabe ist, an Stelle der Gruppen a a, oder a,a,, die jene Regel fordern
wiirde, einfach a, bez. a, gesetzt werden soll. Wie im angefithrten Para-

graphen kann man dann zeigen. dass jede Reihe S

L®,

s, ... jeder einmal vorkommen. Die Buchstaben

die man mit irgend

1) Theorie der Abel'schen Functionen § 21 (Werke: Seite 125).
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einem Buchstaben beginnt, nothwendig geschlossen sein muss. Vielleicht
aber enthilt eine solche Reihe noch nicht alle Buchstaben der Reihen R,
dann bildet man eine zweite, dritte ... bis alle in R vorkommenden Buch-
staben erschopft sind. Die Reihen 8 sollen die abgeleiteten der Reihen R
heissen. Wie oben in § 4 folgt, dass jeder Buchstabe a, in einer, aber
auch nur einer der Reihen S auftritt.

Betrachtet man die Reihen S als gegebene, so kann man aus ithnen
wieder neue ableiten. Diese sind dann wieder die R. Denn enthalt eine
Reihe von R nur passive Buchstaben, so ist die abgeleitete ihr gleich,
und liefert als neue abgeleitete wieder die urspringliche. Enthalt sie
aber auch active Buché’tabcn,. so sel a, A bg, wo W nur passive Buch-
staben enthilt, eine Gruppe aus ihr; dann kommt in einer abgeleiteten
Reihe, wenn wir a, das a mit dem Index i nennen, die Gruppe a, A bg
vor, und deren abgeleitete enthilt wieder die Gruppe aq A bg.

[Beispiel. Die Gruppe R sei a, c,dyf;(e)), (bygieshy), ¢ fik,d ky,
a, (b, h; g,), wo die passiven Buchstaben oder Gruppen aus solchen in
Klammern gesetzt sind. Dann wird S sein: a, (b, h,g,) as ¢, f, (e)), (b, g ;hy),
cpdslend. LG |

Es soll nun untersucht werden, wie die Reihen S sich verandern,
wenn man annimmt, ein activer Buchstabe werde passiv oder umgekehrt.
Sei a ein passiver Buchstabe, der in zweien der Reihen S vorkommt, so
dass diese sind, a, A, a, B, unter A und B Gruppen von Buchstaben ver-
standen. Wird nun a activ, so andern sich die andern Reihen von S
nicht, die beiden aber verschmelzen in die eine a,? a,;®B. Denn wenn a
activ ist. so hat man nach der Regel des § 4 zu schreiben a,a,, von a,
kommt man zu der Gruppe 2 und wieder nach a,, dann springt man
nach a, und findet 8, womit die Reihe schliesst. Nach der Uebereinkunft
im Beginn dieses Paragraphen hat man aber a, fiir a;a, und a, fir a,a,
zu schreiben. Kommen die beiden a in derselben Reihe S vor, so dass
sie a, U a, B ist, so entstehen durch das Activwerden von a die beiden
Reihen a;, B und a, .

War aber a ein activer Buchstabe, der passiv wird, so mogen
zunichst die beiden a in verschiedenen Reihen, a, % und a, %, auf-
treten. Diese sind ausfithrlicher geschrieben a,a,% und a,a; 3. Wenn
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nun a passiv wird, so hat man neben a, die Buchstabengruppe zn stellen,
die auf a, folgt, ohne dass man springt und diese ist B, an dessen Ende
schliesst sich a, und von ihm aus gelangt man, wenn man ohne Sprung
weitergeht, zu 9% und zu a, zuriick. Also entstebht aus den beiden Reihen
die eine a,Ba, . Wenn aber die beiden a in einer Reihe vorkommen,
wie in a,a, W, so entstehen durch die Passivirung die beiden Reihen
a,® und a,A, wie man sieht, wenn man ausfithrlicher a,a, a,a, B
schreibt.

Sind die Buchstaben ab ..l activ, so sei die Operation der Ableitung
der Reihen S aus den R mit (ab..l) (R) bezeichnet. Dann kann man
den bewiesenen Satz in die Formeln fassen

(abe..DH(R) = (a)((be.. D(R)); (be..HR) = a(abe. - D)

Somit ist speciell (ab)(R) = (a)((b) (R)) = (b)((a) (R)), denn die linke
Seite (ab) (R) ist ein ganz bestimmtes, eindeutig definirtes Resultat. Oder
weniger umstindlich geschrieben es ist ab (R) = ba (k) = (ab) (R). Daraus
ergibt sich aber abcR = (ab)(cR) = a(b(ch)) =a telb R)) =g ¢ b{B)u:.8.w:

Diese Operationen erfilllen also das Commutations- und Associations-
princip und ausserdem ist, wie schon gezeigt, a2R = R. Die obige Ueber-
legung zeigt noch, dass wenn R aus v Reihen besteht, a (R) deren r—-1
oder r -+ 1 enthalt.

Seien nun ab...1 Buchstaben die in R vorkommen und ab...1(R) = S.
Wenn dann einer der Buchstaben ab..l z. B. a in zwei verschiedenen
der Reihen S vorkéommt, so wird a(S) =b...1(R) diese beiden Reihen
in eine verschmelzen. Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens
kann man also aus den Buchstaben ab ...l eine Anzahl « /.. . C aus-
sondern, so dass in af3..L(R) == jede Reihe jeden der Buchstaben
a3 ..C, den sie tiberhaupt enthilt, zweimal enthilt. Wenn nun in einer
Reihe von = zwei der Buchstaben o 3y ..C z. B. « 3 sich trennen, so
dass die Reihe ist o, 4 3, Ba; '3, 4, so wird «(X) aus dieser Reihe die
beiden «, I'B, 4, oy A 3, B hervorgehen lassen und die anderen nicht
andern, und in « 3 () werden ebenfalls die letzteren ungeindert ge-
blieben sein, dagegen die beiden ersteren Reihen in die eine 3, Ba; 43,
Aa, ' zusammenschmelzen, so dass dann a3 (Z) =y ... £ (R) ebensoviele
Reihen als = enthalt. Kommen in y ... (R) noch Trennungen der Buch-
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staben ¢ ...C vor, so kann man in dhnlicher Weise weitergehen, ohne
die Reihenzahl zu verandern und kann also schliesslich Buchstaben ab ¢
...p finden, so dass die Reihen abc¢..f (R) keine Trennungen der abc
.. mehr enthalten, sondern vielleicht nur von den andern Buchstaben.

[Beispiel: Es sei R: a,c,dyfre, bygiehy, ¢ fikod ki, a,b by g,
Dann ist abed(R) = a, b, g; e, hy by h; gra,0,f, ko d; £, e, und ¢, d; k;. Hie-
mit wird

abd(R) = a, b, gie,hy b hygrae,dy ke f kd; £ e

Hier sind die 3 Buchstaben abd nicht mehr getrennt.

Dagegen besteht abcdefghk (R) aus den 3 Rethen b, h,, il crduk di,
und a; b, g a,¢,f, 6, hyg, e, Dann ist abcdefgk (R) aus den beiden
Reihen f,k,c¢,d,k;d, und b, h, g, e, a,b, g a; ¢, f; e, hy zusammengesetzt
und abdefgk(R) ist die eine Reihe f,k,c, f e, hy by hy gsesa, b, gy a, ¢ d, k, d,.
Damit wird weiter

defgk(R)=f,kyc, fie hyb,g a,b h g8 C de ke dy
und ferner
deg(R) =f,e,hbygab h geacdkefkd,

wo nun zwischen den d, e, g keine Trennungen mehr existiren.]

In Bezug auf die Buchstaben ab..l sei nun R, wie wir im Folgen-
den immer annnehmen wollen, irreducibel, d. h. es sei unmdglich, R
0 in kleinere Gruppen zu theilen, dass jede alle diejenigen der Buch-
staben ab ...l die sie iiberhaupt enthilt. zweimal enthalt. Wenn dann
ab...1(R) =S reducibel ware in Bezug auf ab..l so sei T eine Gruppe,
welche z B. die Buchstaben ab..f allein und jeden zweimal enthielte.
Dann entstinde, wenn man ab..1(S) = R bildete, aus T eine Reihen-
gruppe, die auch nur die Buchstaben ab..f und jeden zweimal enthielte,
so dass R reducibel wire. Also ist ab...1(R) irreducibel

Betrachtet man nun be..1(R). Es umfasse V diejenigen Reihen
von S, welche a enthalten und W die andern, in welchen a nicht auf-
tritt. Dann besteht bec..1(R) aus den Reihen a (V) und den a (W), die
W selbst sind, weil dieses ja a nicht enthdlt. Wéare nun in Bezug auf
be..1 W reducibel, so wire es auch S; wire a (V) reducibel in Bezug
auf dieselben Grossen, so misste es aus zwei Reihen bestehen und dann

wire V nur eine Reihe; bildete aber ein Theil von a (V) mit einem von
Abh. d.IL CL d. k. Ak. d. Wiss. XVIL. Bd. L. Abth. 31
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W eine irreducibele Gruppe, und der andere Theil von a (V) mit dem
Rest von W eine zweite, so wire a (V) aus zwei Reihen zusammengesetzt
und V nur aus einer. Wenn also die beiden a in zwei verschiedenen
Reithen von S vorkommen, so ist bec..l(R) in Bezug auf be..1 irredu-
cibel. Durch wiederholte Anwendung dieses Schlusses folgt dann, dass
Z=oaf...L(R) in Bezug auf « 3..{ irreducibel sein muss. Da aber
jede Reihe von = jeden tiberhaupt in ihr auftretenden Buchstaben zwei-
mal enthalt, so kann es nur dann irreducibel sein, wenn es
nur aus einer Reihe besteht und dann besteht auch ab...H(R)
nur aus einer Reihe.

Es sei die Gruppe R r-reihig und die S s-reihig; die Zahl der
Buchstaben ab..1 sei q, die der ¢ 3..C sel q/. Da nun beim Ueber-
gang von ab..1(R) zu «B3..C(R) q—q Buchstaben fortgefallen sind,
und beim Wegfall eines jeden Buchstabens 2 Reihen in eine zusammen-
gezogen wurden, so sind auch ¢ — q" Reihen fortgefallen und da in o f3
.. C(R) eine geblieben ist, so ist s — (q—q) = 1. Ist ferner die Zahl
der Buchstaben ab..f mit q” bezeichnet, so ist die Differenz q — q”
gerade. Weil die Reihe a0..0H(R) keine Trennungen der Buchstaben
ab..h mehr enthalt, so miissen einmal zwei gleiche Buchstaben z. B. g
und a, unmittelbar neben einander stehen oder wenigstens nur durch
eine Buchstabengruppe ¥ getrennt sein, die keinen der Buchstaben b...§
enthilt, so dass

ab..hRB) = Aa, Ba, ©

186, wo die ¥ und € noch die Buchstaben 5...f{ enthalten miissen
Damit ist aber
WAa €

as B.

a; B enthilt keinen der b...H mehr, Aaq, € dagegen wird ebenfalls
keine Trennungen enthalten und folglich auf dieselbe Weise wieder An-
lass zu zwei Reihen geben u. s. w., bis man schliesslich R selbst mit
r Reihen findet. Also muss die Zahl der Buchstaben ab..5 gleich r —1
sein. Daher hat man, wenn man q —q' =4, ' —q” = 2« setat, " =
— 1 und somit

a(ab..‘g(m):b...b(u):{

A=18—1, 2u =9 —8—r1r 4 2.
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Wenn man also auch die Auswahl der Buchstaben ab..H auf ver-

schiedene Art vornehmen kann, so sind doch die Zahlen 4 und « bei den
verschiedenen Arten die némlichen.

Ist v —q A4l moimind 2= 0,+d hod =05 e 0 B ‘
folglich ist dann schon S eine einzige Reihe ohne Trennungen. [Im
ersten: der obigen Beispiele ist r — 4, q = 4,8 =2, daher 4 = 1,24 = 0, i

i zwelten ‘igt v — 4,14 =19, &= 3 und es . wird 4 =2 2u/— 4]
Es seien, um eine Anwendung zu machen, die Reihen R unsere w
Wege T,...T, von § 6 (Seite 219) mit passenden Indices. Ist namlich
abc..ik ein Cyklus, amn...z ein Umgang, so seien 2 der Reihen R '
ki e haid e L

Wenn dann alle Buchstaben activ sind, so beginnt eine der Reihen
S mit z,a,k,... und eine andere mit b, a;m,.... Nun stohen aber in

einer Zelle der Verzweigungstafel des Cyklus wegen a, k, und links neben
a, steht, wegen des Umganges, z,; ferner steht in einer andern Zelle
wegen des Cyklus b, a, und, wegen des Umganges, rechts von a, das m,.
Folglich sind die Reihen S die » Zeilen der Verzweigungstafel und s ist ‘
= ». q ist ferner = »o und somit, weil R bez. S irreducibel ist,

h=v—, 2u=v0—rv —ow-+2 =2y

\
|
|
I
!
§
wie diese Zahlen oben (XII Seite 223) gefunden waren. : :{
Wenn man bei einer irreducibelen Gruppe R von ¢ Buchstaben
ab...optu...z und r Reithen, w = q — r - 1 Buchstaben ab...p ge-
funden hat, derart, dass in Bezug auf die r—1 tbrigen tu..z
R ebenfalls irreducibel ist, so ist tu..z(R) eine Reihe P, ohne ’
Trennungen der Buchstaben tu..z durch einander. Dann ist atu..z(R)
= a (P) zweirethig. Ob aber ba (P) drei- oder einreihig ist, kann man |
nicht sagen; wir wollen annehmen, es sei (2 -} d,)-reihig, wo J, entweder i “
+ 1 oder — 1 ist, dagegen cba (P) (2 + d, + J,)-reihig, wo J, wieder : 1
-+ 1 oder — 1 ist u. s. w. Schliesslich bestehe po..cba (P) aus 2 + d, |
+ d; + ..+ J, Rethen. Esist aber po...cba(®P)=abec..ptu..z(R) :
= S und besteht somit aus s = q—r + 2 —2u = w + 1 — 2 u Reihen, (
so dass , “l
L@ e, So 3 a il 1ia 2Dy, i

sein muss. ‘
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Ist & ='o, so folgti 0,4 d, 4 .. 4 ¢
= -} 1 sein miissen. Dann ist also ba (P) 3 reihig und muss b in zwel

verschiedenen Reihen enthalten, weil sonst beim Uebergang zu a (P) eine
Reihe in zwel zerfallen, also 4 Reihen entstehen wiirden, wahrend a (P)
zweireihig ist. Ferner ist cba(P) 4-reihig und muss aus einem &hnlichen
Grund, wie der eben erwihnte, ¢ in zwei verschiedenen Reihen enthalten
u. 8. w. Man kann also aus S mit Hilfe des oben geschilderten Ver-
fahrens, indem man p (S),op (8),...abec..p(S) bildet, allmalig die Reihe
P ohne Trennungen herleiten.

Ist aber w>1, so ist w—1 —2u<<w 1, daher konnen nicht

alle J, gleich -1 sein. Es sei d,,, das erste J, welches — — 1 ist,
und es seien ab...l die ersten « der Buchstaben ab...p. Dann be-
gteht 1....ba(P) aus 2 L ¢« — 1 = ¢ -+ 1 Reihen, dagegen ist ml....
b a (P) nur a-reihig. Wenn nun in P zwischen den Buchstaben ab...lm
keine Trennungen vorkémen, so wire ml....ba(P) aus 1 4+ a 4 1

— o -+ 2 Reihen zusammengesetzt, wie man sieht, wenn man den vorhin
bei ab..H(R) gemachten Schluss wiederholt. Also miissen in P min-
destens zwei der Buchstaben ab...lm sich trennen. Seien dies die
beiden a und b, so ist a b (P) einreihig, ¢ b a (P) zweireihig und das Zu-
fiigen der Buchstaben de..p fiige nun ¢, & ..¢, Reihen hinzu (alle ¢

— -+ 1 oder — 1), so dass S aus 2 -+ & —+ & -+ .. + ¢, Reihen besteht.
Dann hat man die Gleichung

g+ 4+ ...+, =w—3 —2(u—1)

Da @ = o schon erledigt ist, kann man annehmen, es sei w= 1.
Ist wu =1, so folgt ¢, -+ ¢ ... L e, =w—3,alsosg, =¢g=... = ¢

— 1. Dann kommen also in ba (P) a und b getrennt vor, dagegen c in
cba(P) in zwel getrennten Reihen, ebenso d in decba(P) u s w, so
dass man durch Bildung von p(8), op(S)... d...op(S), cd..op(S) und
abced...op(S) die Reihe P ohne Trennungen herleiten kann. Ist aber
m>1, so kénnen nicht alle ¢ = |+ 1 sein. Ist &, das erste, das
— — 1 ist, so seien ¢d..gh die ersten 5 — 2 der Buchstaben cd...p.
Dann ist hg..cd ba (P) (3 — 2) reihig, dagegen ihg..cdba (P) (3 —3)

reihig. Desswegen miissen sich unter den Buchstaben cd...ghi immer
zwei finden, sie seien ¢ und d, so dass in ba(P) ¢ und d getrennt sind
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und dc ba (P) wieder einreihig wird. Man geht nun in der eben ge-
zeigten Art fort, bis man 2 u Buchstaben ab, cd,...kl gefunden hat,

so dass ba(P), dcba(P)... 1k...dcba(P) alle einreihig sind und in

diesen Reihen ab, bez. ¢d,...lk sich trennen. Wenn man nun die
ibrigen w — 2« — 4 Buchstaben m..p allmahlig activirt, so wird m1k
...ba (P) zweireihig, dagegen mogen bei den folgenden Buchstaben n...p,
resp. 7, ...7; Reihen hinzutreten, wo die # wieder | 1 oder — 1 sind.
Dann muss sein

7+ ..+ =w—1—2pu = 1—1,

so dass alle m gleich -+ 1 sind. Folglich enthalt mlk..ba(P) m in
zwei getrennten Reihen, .... schliesslich p...1k..ba(P) = S p in zwei
getrennten Reihen, so dass man nach der oben gegebenen Regel aus S
durch Verschmelzen von je zwei Reihen allmilig p (S)op (S)...m...op (S)
herleiten kann, wobei dies letzte aus einer einzigen Reihe besteht, in
der k und 1 getrennt sind, so dass man weiter klm..op(S) u. s. w. bis
ab...op (S) abzuleiten im Stande ist.

Wendet man dies an auf unsere w Cyklen und Umgénge T,..... i
als Reihen R, zu welchen die » Zeilen der Verzweigungstafel als S ge-
hoéren und fiir welche q—r+1=2¢4t+v—1, r—1=w—1, Ai=vr—1
ist, so folgt: wenn man 2¢ 4 »—1 Uebergange sucht, so dass in
Bezug auf die ibrigen w—1 dieT,...T, noch eine irreducibele
Gruppe bilden, so gibt es unter den 294 »—1 ersteren Ueber-
giange »—1, welche dazu dienen kénnen, um allmilig die »
Zeilen der Verzweigungstafel in eine Reihe R, zu vereinigen
und die andern 2¢ kommen dann in R, so vor, dass man die
Regeln zur Ableitung der Reihen R;, R,.. auf sie anwenden
kann, d. h. sie liefern die kanonischen Perioden.

Dies ist die Begriindung der Methode zur praktischen Herstellung
der kanonischen Perioden, welche auf Seite 224 erwahnt wurde.







