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Beispiel einer kontrahierenden biholomorphen Abbildung,
die in keine Liesche Gruppe biholomorpher Abbildungen
einbettbar ist

Von Ernst Peschl in Bonn und Ludwig Reich in Wirzburg

§ 1. Problemstellung

Die linearen Abbildungen der komplexen Ebene € der Gestalt
(1) w=pz0F1,

besitzen Einbettungen in einparametrige Liesche Gruppen von
ebensolchen Transformationen mit den gleichen Fixpunkten, die
man auf folgendem Wege erhilt: Sind die Bestimmungen von
Ino durch Ay-+2477, # & 7, gegeben, so erhalten wir diese
Liesche Gruppe in der Form

(2) z2—w(t, g) = eht 2ty
Dabei gilt

3) w(0,2) =z w(1,2) =p02z.

I/ Q

Es 148t sich leicht zeigen, daf} die zu den verschiedenen Werten
Jot-24ni gehoérigen Gruppen (2) die einzigen einparametrigen
Lieschen Gruppen lokal-biholomorpher Transformationen sind,
die (3) erfillen und den Fixpunkt z = o besitzen.

In Verallgemeinerung dieser Problemstellung kann man sich
fragen, wann sich eine lokal-bikolomorphe Abbildung des C* it
Fixpunkt x = o0:

(1) 2 — 2D = Fa® = Ax° + P(29)

mit einer nichtsinguldren, konstanten, komplexen (n, n)-Matrix A
und einem konvergenten Potenzreihenvektor V(x) einer Ordnung
> 2, so in eine lokale Liesche Gruppe, d. k. in einen Lieschen
Gruppenkeim von Transformationen
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(5) x—2(t, 2% = A@) 20 +P(z, 29

einbetten lGft, dafl fiir t = o die Identitdt, fiir t = 1 die gegebene
Abbildung entstent :

(6) x(0, 2% = 29, x(1,2%) = Fal.

Ferner kann man sich fragen, wie simtliche Einbettungen (3),
(6) gewonnen werden kénnen. Insbesondere sind diese Fragen
am ehesten zu l8sen fiir Abbildungen, fir die gegeniiber der
Gruppe der biholomorphen Koordinatentransformationen ein-
fache Normalformen existieren, denn es geniigt dann, die Frage
fiir die Normalformen zu behandeln. Eine solche Klasse von
Abbildungen (4) sind die kontrahierenden biholomorphen Ab-
bildungen, die in den Arbeiten [4] und (5] der Verfasser unter-
sucht worden sind.

Die Frage nach simtlichen Einbettungen einer kontrahieren-
den biholomorphen Abbildung (4) in eine lokale Liesche Gruppe
gemiB (5) und (6) wird eingehend behandelt in der Arbeit [6].

Wir werden nun in der vorliegenden Note die beiden ange-
schnittenen Fragen nicht in voller Allgemeinheit behandeln, son-
dern es ist unser Ziel, fiir n = 3 (in der niedrigsten Dimension,
in der es mdglick ist) Beispiele kontrahierender Abbildungen in
ihrer halbkanonischen Form zu konstruieren, die keine Finbet-
tung in eine einparametrige Liesche Gruppe gemdf (3), (6) be-
sitzen. (Fur diese Normalformen handelt es sich um Liesche
Gruppen und nicht nur um Gruppenkeime.) Diese Gegenbei-
spiele ergeben sich aus dem

Satz: Es sei o <& < 1; oy, fy seien natiirliche Zahlen mit
gr.g. T. (ay, p) = d > 1,0y = By, es seien «, f natiirliche Zark-
len mit 1 <o <oy, 1 <[BIB). Es sein =" Ferner setzen
wiy g, = 7, p, = 9%n, 0, = 008. Dann gilt: Die mit obigen
01, 02, 03 gebildete kontrakierende biholomorphe Abbildung I

©)) x(zl) = 02 ¥y
181811

x) = ogxy + 3 byafthualTo
E=0
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liegt in halbkanonischer Form vor, und es ist F in keine Liesche
Gruppe gemdfs (5), (6) einbettbar, wenn wenigstens zwei der b,
nicht Null sind.

Wir werden abschlieBend ein einfaches Beispiel fur eine solche
Abbildung (7) ohne Einbettung angeben. Der Beweis des Satzes
verliduft so: Zunidchst werden wir notwendige Bedingungen fiir
die Einbettbarkeit in Form einer Randwertaufgabe fiir ein rekur-
sives Differentialgleichungssystem gewinnen (§ 3). Dann werden
wir mit Hilfe elementarer zahlentheoretischer Uberlegungen
zeigen, daB3 die Abbildungen (7) des Satzes diese notwendigen
Bedingungen nicht erfiillen. .

Daf} die notwendigen Bedingungen bei beliebiger Dimension
und bei beliebigem ,,Relationensystem'* fiir die Eigenwerte g,
(vgl. [4])) auch hinreichend sind, wird in einer eigenen Unter-
suchung ausgefiihrt werden.

Fir die benétigten Grundlagen der Theorie der Lieschen Grup-
pen verweisen wir auf [3], fur die Matrizenexponentialfunktion
auf (1], fiir die Einzelheiten tber die Normalformen kontrahie-
render biholomorpher Abbildungen auf die Arbeiten (4] und [5]
der Verfasser.

Fir Ergebnisse iber die Einbettung von biholomorphen Ab-
bildungen mit Fixpunkt in einer Veridnderlichen sei auf die Mono-
graphie [2] von Kuczma verwiesen.

§ 2. Eine Randwertaufgabe als notwendige Bedingung
fiir die Einbettbarkeit

Im Lieschen Gruppenkeime (5), (6) sei bereits der additive
Parameter # eingefiihrt. Die Koeffizienten des Potenzreihenvek-
tors P(z, x%) sind in einer offenen zusammenhingenden Umge-
bung von ¢ = 0 holomorphe Funktionen von #, o. B.d. A. sei
¢ =1 in dieser Umgebung enthalten. (Diese Umgebung ist im
Falle der polynomialen Normalformen von (4) ganz C.) Die
Gruppencigenschaft liefert:

x(t+ 2,20 =2(t 2, 2®)) =
=A@ x(, ¥+ P, 2 (¢, #V) =

6*
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— A(D) (AE)2®) + D, 20) + B(t, A(#) 2O + P, 27) =
= A (t)A (t') pAL) + A (Z‘) SD(Z/, x(0)> + m(t,A (l") 20 2l ;D(t, x(o)».

Andererseits ist
24,20 = A+ )20+ P+, 2O

Aus diesen beiden Relationen ergibt sich durch Koeffizienten-
vergleich:

® At +1) = A AE) [= AF) A@D)]
© PE+,2N=d@OPE,29) + D40 + P, 2V,
dazu kommen die Randbedingungen

(10) A(o) = E (FE die Einheitsmatrix)
A@1) =A (A4 die Matrix der Abbildung (4))

(11) P(0, x%) = o, P(1,2%) = V().

Wir leiten aus (8), (9), (10) und (11) differentielle Relationen ab.
Zunichst fur 4(4):

lim — (At + 1) — A@) = A lim — (A(#) — E),
"0 z !0 z

somit:

d ; P \
(12) L AW (= A@) = A A@);
analog fiir P(z, x):
(13)

lim 2 ((¢ + 7, 29) — P (&, 2)) = A7) lim > (P(#', 20) —0) +
0 v
+ }'iTo % (D (2, 4 (#)x® 4 D&, 20)) — B (£, 2.
Wegen P (0, 2?) = o folgt fiir den ersten Summanden von (13):
N 0
(14) A i P(o, 29).

Um den zweiten Summanden von (13) weiter umzuformen,
beachten wir, daf3 wegen (11) gilt:
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(15) A)x? + Sp(t' 20 =
= B2 + (402 + 57 2 0,49))7 + 17, £

mit einem holomorphen Vektor r (#, ®),

(16)
P2, 29 4 2) — P, #0) = ax(o) (¢, xM) z + o (| z|1®) b (¢, 9, 2),

P o 1 8%, 2O ||
wobei -5 (¢, %) die Matrix H B r T l bedeutet und

b (2, 29, z) einen Vektor mit fiir # — o beschrinkter Norm. Also
folgt fiir den zweiten Teil der Summe (13)

(17) 255 629 (4@ + 22 (0,2%).

Aus (135), (16), (17) ergibt sich fiir (13)
(18)
0 2P R
TVt D) = AW) o5 Do, 2) + 22 (1,5) (A 0) 2 + T5 (0, ),
wobei z =*(z;, ..., z,) ein variabler Vektor ist.

Es bezeichne im Folgenden z¥ das Monom z" = 2} ... z)*,
v=>",...,v), || =v+...+v,. Der Vektor P(¢, z) hat die
Darstellung
(19) Vo) = 2 0O

mit in einem ¢ =0, ¢ = 1 enthaltenden Gebiet holomorphen
Vektoren p, (7). Fir diese p,(¢) wollen wir nun ein rekursives
lineares Differentialsystem ableiten. Dazu spezialisieren wir uns
ab jetzt auf den Fall einer Abbildung vom Typus (7), d. h. es
liege A4 in Jordanscher Normalform

J = diag (g;, 03, 03)

vor, und es sel g, == g, fur /4= 2 Wir losen das Differentialsystem
(12), indem wir zunichst 4(O) = C setzen, unter der Neben-
bedingung (10). Bekanntlich (vgl. [1]) lautet die LLésung von (12)

A@) = ~,
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wobei dann eo ipso C = 4(0) ausfillt. (10) ergibt die Be-
dingung:
(20) AQ) =€ = /.
Die allgemeine Losung von (20) ist gegeben durch
diag (A, + 2y, Ay + 2ky7t, Ay 4 2 Agmid)

mit 2, € Z und beliebigen, aber festen Bestimmungen 4, = In p
(vgl. [1]). DemgemiB erhalten wir fiir ¢

(21) A(t) — eCl o= diag<e(}.l+2k,m')l, e(x,+2k,m')t’ e(l,+21~.m‘)t).

Berticksichtigen wir nun (19) und (21) in (18), so finden wir
durch Koeffizientenvergleich beziiglich der Monome z*:
dpv n

@) L= awn+ (5 n0+ 066000,

J=1

wobei die Komponenten von q, Bilinearformen in den Kompo-
nenten der Vektoren p,(0) und p, (¢) sind mit [&] < [v], [9]| < |»],
und zwar tritt das Produkt g, (0)p, ,(¢) héchstens dann auf, wenn
& + n—v ein Einheitsvektor ist (vgl. Hilfssatz 1).

Zu diesem rekursiven linearen Differentialsystem treten die
Randbedingungen:

p,(0) =0 flur alle »;
p,1(1) = o, falls 2" kein Zusatzmonom zum Eigenwert
(23) der /-ten Zeile ist;
p, 1(1) = Koeffizient des Zusatzmonoms 2" in der /-ten
Zeile in (4) sonst.

Die Existenz von Lésungen des Systems (22) unter den Bedin-
gungen (23) untersuchen wir in

Hilfssatz 1: (i) Es mdgen die Lisungsvektoren
P8 = (201 0), £,2(0), £05(%)

von (22) und (23) fir v mit |v| =2, ..., L, existieren. Dann
gilt:

1.) 2,18 = p,.(t) = o fiir alle diese v;
2.)  p,5(8) = o hichstens dann, falls ¥ Zusatzimmonom ist.
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(ii) Unter den Voraussetzungen von (i) sei nun 2" mit |v| =L 41
Zusatzmonom. Dann gilt: Die Gleichungen (22), (23) fiir p,(f)
sind, falls 3 v;};=F 2y, genau dann lisbar, wenn der Koeffizient
des Zusatzmonoms 2" in (4), b, =o0. Falls D’ v}, =k, besteht
keine Einschrinkung fiir die Lisbarkeit. Im ersten Falle lautet
die Lisung

(24) 2,305 = DMt — e 34, D € C belichig,
im zweiten Falle lautet die Losung
(25) Dus(t) = €™ M

Beweis: Wir beschreiben die rechte Seite der Gleichung (22)
niher: Der Vektor q, in (22) ist ja der Vektor mit dem das Mo-

nom z" im Potenzrelhcmektor (t ) (o z) multipliziert ist.

Das allgemeine Glied R, der Matrix —a~z— (t, z) lautet

R'k = Z Ekpé,'(t)zf—sk, Sk == (61b’ ey 6&}’ Do .),

1¢)1=2

die 4-te Komponente des Vektors % (0, 2):

Z ﬁn,é(o)zﬂ’

Inlz2
somit
3
Rg=2, 3 2 Ex2e1(02,4(0)2"
lul=22 k=1 S+n—e=upn
Die /~te Komponente von g, lautet daher
3
(26} qvi = .24 24 El: ?nk(o)p&'(t)'
k=1 IEI Iniz L
n—eéx=vy

Wenn nun fiir die Vektoren p,(#) mit || < |»| die Annahmen
des Hilfssatzes richtig sind, und wenn sie existieren, so ist

7,() = o furalle £ =1, 2,3 und alle g, |u| < |»].

Aus [&], (9] =2, 64+ 7 — g =, |[v] = 2 folgt: |&] < |v],
In] < |v].
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Also ist fiir 7 == 1, 2: p.(¢) = 0. Bei (26) ist also nur mehr
der Fall 7 = 3 zu untersuchen. Wenn 2" kein Zusatzmonom ist,
so ist fiir alle £ = 1, 2, 3, §,, = 0. Sind 2" und z* Zusatzmonome,
so ergibt sich ja, wegen gy = p$'0%, & = 0. Also ist auch in die-
sem Fall der Beitrag zur Summe (26) Null. Somit ¢,,(¢) = o,
sofern fur u mit [u| < |v| alle p,(¢) existieren und die voraus-
gesetzten Eigenschaften haben. Wir beweisen nun die Behaup-
tungen des Hilfssatzes durch vollstindige Induktion nach ||
Wir betrachten zuerst die » mit |[v| = 2. Da es keine p,(#) mit
|v| < 2 gibt, so lauten die Gleichungen (22) hier:

(GO ;M,),, 0
at 7, =1 FAd R AN

Es sei » kein Zusatzmonom. Verwendet man die explizite Ge-
stalt von A (7):

A (#) = diag (M, ™, eM)
mit beliebigen, aber fest gewihlten Bestimmungen 4, = Ing,,

so ergibt die explizite Integration und die Verwendung der
Randbedingungen:

pvl(t>:0' ['__"‘ 1,2, 3.

Es sei nun 5 Zusatzmonom (|v| == 2). Dann ist wie eben fiir
/= 1,2: p,,(¢) = o. Die Differentialgleichung fur p,4(#) lautet

. dp, : , i .
o) o (3 ) a0
o
Es sind nun die beiden Fille zu unterscheiden:

3 3
+ D' A und = D vi.

i=1 i=1

Im ersten Falle lautet das allgemeine Integral von (27)
/)1,3(l> = -—&ﬁgg)_ - ela/ + Dc,}.".wl;l.
—

Dabei sind p,4(0) und D noch willkiirlich. Hinzu treten dic
Randbedingungen

2.3(0) = 0, p,5(1) = 4,
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Das ergibt ein inhomogenes lineares Gleichungssystem fur

und D (mit C = $,4(0)[(A — X' v,A)):

C+D=o0
ea(C+ D) = 8,
Also ist notwendigerweise 4, = o; dann ist aber € = — D

willkiirlich, und es ergibt sich die Lésung (24). Im zweiten Fall
ergibt sich ebenso die Losung (25). Wir nehmen nun an, die Be-
hauptungen seien fiir alle g, |pl < |v| gezeigt, und es mogen
jeweils die Lésungen der Randwertaufgaben existieren. Dann
zeigt uns die Uberlegung am Anfang des Beweises, daf3 ¢,,(£) =
= 0,7 =1, 2,3, daBl also auch fir dieses v die Gleichung (27)
gilt. Die Uberlegungen zur Lésung der zugehérigen Randwert-
aufgabe lauten aber in allen Fillen wie bei {v| = 2, und damit
ist Hilfssatz 1 bewiesen.

§ 3. Konstruktion des Beispiels

Wenn man nun komplexe Zahlen gy, p,, 03 mit 0 < |g;| <
< o,| <loy| <1, 0,7 0,, £F £, so konstruieren kann, daB fiir
sie das Relationensystem die im Satz verlangte Gestalt aufweist,
und dal} fiir eine geeignete Wahl der 4, die notwendigen Bedin-
gungen aus Hilfssatz 1 nicht erfiillt sind, so ist damit ein Beispiel
einer kontrahierenden biholomorphen Abbildung gewonnen, das
nicht in eine Gruppe biholomorpher Abbildungen gemi8 (5) und
(6) einbettbar ist.

Es sei 4 & R, 0 < & < 1, oy, ff; seien natiirliche Zahlen mit
1 < By <oy, gr.g. T. (aq, fy) = 6 > 1. Es sei { = ¢**”, Dann
werde gesetzt

(28) o1 = D, g = G4L.

Hilfssatz 2: Falls fiir zwei natiivliche Zahlen ¢, f o = o} gilt,
so hat man ¢ = ooy, f = ap; mit ¢ & N.

Beweis: Mit g} == pJ folgt aus (28): #/~/% = ¢/ Da nun
o<® <1, ]|l]=1,s0omuB gelten: ¢f; — fa, = 0, & =1, d. h.
Bilfs e = tay/d, f = ty/d, mit v € N. Da B, |f, ist v/d = ¢ € N,

W.z. b. w.
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Es werde ferner
(29) 05 = 07 b

gesetzt, mit 0 Ko <oy, fy <P, 0+ = 2,0, & Z. Dann ist
auch

03 == QT-Fkal Qg_bm: £=0,1,..., [ﬂ/ﬁl]’
und nur flir diese £ gilt
od-koy =0, f—kf =0, 0+ 4+ kloy—pf) = 2.

Es sind, wie wir hervorheben, mindestens zwei solche Werte von
% vorhanden.

Aus dem Hilfssatz 2 und den Hilfssidtzen 1-3 in [3] folgt, dal
1 = o%0;", 1 = g3 0%} eine Basis des Relationensystems der
von gy, 0., 03 erzeugten multiplikativen Gruppe ist. Es seien nun
202029 beliebige, aber feste Bestimmungen von In py, In gy,
In p;. Es ergibt sich

(30) 2umi = o0, MY — B39, uw = L.
G1) 2o AP = (a4 ka0 4 (B — p)ID, v, € .

Hilfssatz 3: Werden py, ps, 03 gemdf (28) und (29) bestimmt,
so gibt es keine Bestimmungen der Logarithmen 3, AP, 2D,
so dafd in (31) fiir alle k =0, 1, ..., [p[p1] v, = O ist, genauer,
bet jeder Bestimmung von 30, A0, 3D ist

K = ot b 20 4 (5 — £ 2
hichstens fiir ein k & {O, 1, . .., [ﬂ/ﬁl]} erfiillt.

Beweis: Fiir keine Bestimmung von A{, i gilt: 2 —
— B4 = 0. Denn es ist wegen (28) und (29):

MK = B log ® +20,77,
A = o, log & +-20,77 +27i]B.

Wire o, A% — B4 = o, so hieBe dies also
oy (pylog D +20,7i) — fy(o, log & H-20,m7) —27i = 0O

oder
270,00 — 10, — 1) = O.
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Die diophantische Gleichung «;6; — f;0, = 1 hat aber wegen
(o, By) = d > 1 keine Losung.

Wenn nun fiir ein 4, etwa 4, 0 < £y < [B/B1], A2, 2D, 4D
so bestimmt sind, daB AQ = (a + £y0) A + (B — £B ALY, so
folgt fiir jedes andere £ £, (— und mindestens ein weiteres zu-
lissiges existiert ja —):

(o + £a) 2D + (B — £By) i =
=(x+£ “1);(0)‘*‘ (B— #oBy) ;~(O)+ (f— ko) /‘g)) — (b= k)1 75 =
— 1+ (b — ko) (A — BID) 5 AP,

wegen o AQ — g, A0 =0, £ — £y o.

Werden daher g, 0y, 03 wic im Satz angegeben konstruiert,
und werden mindestens zwei é,=F0 gewihlt, so sind fiir die kon-
trahierende biholomorphe Abbildung die Bedingungen des Hilfs-
satzes 1 nicht erfiillt, und damit ist der Satz bewiesen.

Wir geben noch ein einfaches Beispiel einer solchen Abbil-
dung (7). Es sei # = 1/2, %, = f; = 3,2« = 0, f = 4. Es ergibt
sich gemiB (28), (29) o, = 12, 0, = €*"B|2, g, = *"B16.
Dann ist

qy !t
1y = —ux

1 7l

1 Oy

2 = £27il8 o

= 2

(1) 1 2243 3 4
Xy’ = 1—ée Xg + x] X + Xy

eine Abbildung, die nach dem Satz keine Einbettung in eine
Liesche Transformationsgruppe gemiB (3), (6) besitzt.
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