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Über eine Verallgemeinerung der Hodograpbenabbildung 

Von Robert Sauer in München 

Herrn Oskar Perron zum 90. Geburtstag gewidmet 

1. Einleitung 

In der Aerodynamik stationärer ebener Strömungen benützt 

man neben der Strömungsebene, d. h. der Ebene, in der die Strö- 

mung verläuft (xv x2-Ebene), die Hodographenebene, in der die 

Vektoren tu = (u, v) der Strömungsgeschwindigkeit vom Null- 

punkt aus aufgetragen werden ('u, »)-Ebene. Bei Strömungen mit 

einem Geschwindigkeitspotential 90 (xv x2) ist 

(1.1) tu = grad cp, also u = , v = -J^- . 

Dies gilt nicht nur für inkompressible Medien (Hydrodynamik), 

bei denen 9? einer linearen Differentialgleichung genügt, sondern 

auch für kompressible Medien (Gasdynamik) mit einer nicht- 

linearen Differentialgleichung für cp. 

In der vorliegenden Note wird die Hodographenabbildung 

(1.2) u ~ u(xv x2), v = v(xv x2) 

dadurch verallgemeinert, daß fortan <p(xv x^) nicht mehr Lösung 

einer bestimmten Differentialgleichung zu sein braucht, sondern 

eine beliebige Funktion mit stetigen zweiten Ableitungen sein 

darf. Vorausgesetzt wird aber, daß in dem in Frage kommenden 

Bereich die Abbildung umkehrbar eindeutig ist, daß also die 

Gin. (1.2) die Auflösung 

C
1
 -3) x1 = x1(u, v), x2=x2(u,v) 

zulassen. 

Die so definierte verallgemeinerte Hodographenabbildung, im 

Folgenden kurz H-Abbildung genannt, hat bemerkenswerte 

Eigenschaften. Sie werden besonders deutlich, wenn wir die u, v- 
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Ebene um im Gegensinn des Uhrzeigers drehen, so daß die 

zz-Achse gleichläufig parallel zur :r2-Achse und die v-Achse gegen- 

läufig parallel zur ,r1-Achse wird (Fig. 1). 

Wir setzen demgemäß 

(1-4) y1 = —v = 
dtp 
8x2 ’ 

y 2 = u 
8rp 

dx\ 

und benützen weiterhin statt der u, v-Ebene die yx, jy2-Ebene. 

Fig. 1 : Strömungsebene und Hodographenebene 

Weil die Abbildung (1.2) umkehrbar eindeutig sein soll, wird 

/. 8yx dy2   8y1 dy2 _ 82<p 82q>  / 6> \2 ^ 
^ 8xx 8x% dx2 8xx 8xx 8xx- \8xx 8x2 / <~ 

verlangt. Das heißt: 

Die auf der xv x^-Ebene errichtete Fläche x3 — cp (xv x2) 

' ' ' soll positives oder negatives Krümmungsmaß haben. 

2. Abbildungsgleichungen der H-Abbildung 

Wir führen die Vektoren je = (xlt x2) und X) = (yv y2) ein und 

stellen Abbildungen der xx, ar2-Ebene auf die yx, jy2-Ebene mit 

Hilfe der Parameter f, rj durch 
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(2.1) ; = *(£> v), 9 = t/j, rf) 

dar. j und >; sollen stetige Ableitungen haben. Dann ist 

/22N h = Vih + *h’ 
K ~ 9„ = vh + Vtff, . 

wobei wegen der vorausgesetzten Eindeutigkeit 

(2.3) Xv— //j//2 =|= o 

gilt. Die H-Abbildungen lassen sich dann folgendermaßen kenn- 

zeichnen : 

Eine Abbildung (2.1) ist dann und nur dann eine H-Ab- 
( 2 .4-) 

bildung, wenn in den Gin. (2.2) fix = /x2 ist. 

Für die //-Abbildungen und nur für diese spezialisieren sich also 

die Gin. (2.2) und (2.3) zu 

9; = W{ + 
(2.5) mit D = Xv — fA =)= O. 

— 9, = ns + /Tn 

Den Beweis des Satzes (2.4) zerlegen wir in folgende Schritte: 

a) Invarianz der Gin. (2.5) gegen Transformation der Parameter 

I, V 

Wir betrachten eine Parametertransformation 

(2.6) I' = £'(£> v)> V = v)> 
bei der f' und r\ Funktionen mit stetigen Ableitungen sind, die 

der Ungleichung 

(2-7) A = d(SW) 
W.v) 

o 

genügen. Eine einfache Rechnung zeigt, daß die Gin. (2.5) über- 

gehen in Gleichungen derselben Art, nämlich 

(2.8) 
9r = 

mit D'= X'v'—p’* = D = Ar—fi'f. 

— 9,/ = v'Vf + i“'9 

Dabei ist 
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A-X = hf]'s
2
 + 2(17]'^+ VTj'f, 

(2.9) A-v' =X?2+ 2^+V^, 
A-II = 

b) Einführung der speziellen Parameter |'= at!, »/= *2 

Wegen der in Abschnitt a) bewiesenen Parameterinvarianz 

können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit spezielle Para- 

meter einführen, und zwar 

(2.10) r=*i, 

Dann liefern die Gin. (2.5) 

Xn. 

py 1 
S*! = 8x1 

= A, 

(2.11) mit D 

8yi 
0*o 

^^2 
Sx, 

3(^1, ^2) 
0(*i, Ai) 

hv—n2 o. 

/' 

c) Jede H-Abbildung erfüllt die Bedingungen (2.5) 

Aus den eine 77-Abbildung definierenden Beziehungen 

8q> 8q> 
—v = —-p—, y2 = « =-^—, 

6*2 ’ 5*! ’ 

in denen 95 eine Funktion mit stetigen zweiten Ableitungen ist, 

folgt sofort 

==_ËZL== g2y _ _ 0J'2 = 
^ 0*j 0*2 0*1 0*1 0*2 0*2 

Die Gin. (2.11) sind also erfüllt. 

d) fede Abbildung, welche die Bedingungen (2.5) erfüllt, ist eine 

H-A bbildung 

Wir benützen wieder anstelle der Bedingungen (2.5) die speziel- 
ë ÿ S y 

len Bedingungen (2.11). Aus diesen folgt wegen — so- 
(J X y 0 Xt£ 

fort die Existenz eines vollständigen Differentials 

(2.12) dtp = y2dx1 —yxdx%. 

Es existiert also eine bis auf eine additive Konstante festgelegte 

Funktion cp, aus der sich 
8q> 8q> 

^ = -iî7- ^ = lïT 
ergibt. 
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3. Besondere Kurvennetze bei H-Abbildungen 

Wenn bei der Parametersubstitution (2.6) sich in den Gin. (2.8) 

entweder // = o oder X = v' = o ergibt, wenn sich also die 

Gin. (2.8) entweder zu 

(3-0 9e 
= ^ii'» — *)n- = v'h’ 

oder zu 

(3-2) 9f- = /Or» — = 

spezialisieren, nennen wir die sich entsprechenden Netze der 

Parameterkurven £' = const, 77' = const in der xv x2-~Ebene und 

der 44, j^-Ebene im ersten Fall reziprok-parallel und im zweiten 

Fall anti-parallel. Mit 

1 + = °» aIso £’t '  t'n = —
drh- d%\ für £'(ß> V) = const 

und 

y(d£2 + r)\dr\z = o, also r)'( : rj^ = —drj2: dÇ2 für ??'(£, rj) = const 

erhält man aus den Gin. (2.9) als Differentialgleichung für die 

beiden Kurvenscharen reziprok-paralleler Netze (jf = o) 

(3.3) Xd^dÇ 2 + fi(d^dr] 2 + dÇ2drjj) + vdr]1drj2 = o 

und als Differentialgleichung der Kurvenscharen eines Paares 

antiparalleler Netze (X = v' = o) 

(3.4) Xd^d£j — 2pd£d£idr\dr]i + vdrjdr7/ = O mit i — 1 und 

i = 2. 

Flieraus ergeben sich folgende Sätze: 

Bei jeder H-A bbildung gibt es unendlich viele Paare rezi- 
prok-paralleler Kurvennetze. Die eine Schar der Netz- 
kurven kann beliebig vorgegeben werden, wobei allerdings 

(3.5) die der Gl. (3.4) genügenden Tangentenrichtungen ver- 
boten sind. Die andere Kurvenschar ist dann durch die 
Differentialgleichung (3.3) fest gelegt. 

Bei H-Abbildungen mit D = Xv— /<2 < o und nur bei 
diesen gibt es anti-parallele Kurvennetze, und zwar exi- 
stiert bei jeder solchen A bbildung genau ein Paar anti-par- 

(3.6) alleler Kurvennetze. Die Netzkurven sind die Integral- 
kurven der Differentialgleichtmg (3.4). Nach den Gin. 

mit Xv' d= o 

mit fx =j= o 
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(1.5) und (2.11) ist D < o dann und nur dann erfüllt, 
wenn das Krümmungsmaß der Fläche x3 = <p(xv x2) 

negativ ist. 

Nach den Gin. (2.11) ist D < o außerdem kennzeichnend für 

gegensinnige Abbildungen, d. h. für Abbildungen, bei denen der 

Umlaufsinn einfach zusammenhängender endlicher Bereiche 

umgekehrt wird. Infolgedessen ergibt sich aus Satz (3.6): 

Bei einer FI-Abbildung existiert ein Paar anti-paral- 
(3.7) leier Ktirvennetze dann und nur dann, ivenn die Abbil- 

Satz (2.4) ist erfüllt, wenn von einer Abbildung feststeht, daß 

ein Paar reziprok-paralleler oder ein Paar anti-paralleler Kurven- 

netze existiert. Man hat also folgenden weiteren Satz: 

Eine umkehrbar eindeutige Abbildung der xx, x2-Ebene 
auf die yv y2-Ebene mit stetig dijferenzierbaren Abbil- 

(3.8) dungsfunktionen y 1(x1, x2) und yfx^, x2) ist eine H-Ab- 
bildung, wenn ein Paar reziprok-paralleler oder anti- 
paralleler Kurvennetze existiert. 

4. Geometrische Kennzeichnung der reziprok-parallelen 

und der anti-parallelen Kurvennetze 

Aus den Gin. (3.1) ergeben sich für reziprok-parallele Kurven- 

netze folgende kennzeichnenden Eigenschaften (Fig. 2): 

dung gegensinnig ist. 

Fig. 2: Reziprok-parallele Kurvennetze 
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In entsprechenden Punkten der xv x2-Ebene und der 
yv y2-Ebene sind die Tangenten der einen Kurvenschar 
(£' = const bzw. r\ = const) parallel zu den Tangenten 

(4.1) der jeweils anderen Kurvenschar (r)' = const bzw. 
£' = const). Die Tangenten längs einer Netzkurve 
(,,Längstangenterij sind also parallel zu den Tangenten 
der anderen Kurvenschar längs der entsprechenden Netz- 
kurve (,, Quertangenten'j. 

Aus den Gin. (3.2) ergeben sich für anti-parallele Kurvennetze 
folgende kennzeichnenden Eigenschaften (Fig. 3): 

In entsprechenden Punkten der x1, x2-Ebene und der 
ylt y^-Ebene sind die Tangenten beider Kurvenscharen 
(p = const bzw. r\ = const) parallel zu den Tangenten 
der jeweils entsprechenden Kurvenschar (p — const bzw. 
’!] — const). Außerdem sind die Tangenten der Diagonal- 

(4.2) kurven U = /(£') + g(rj’) = const, V =/(!') — g(ij) 
= const, wobei f(ßj undg(ff) willkürliche stetig differen- 
zierbare Funktionen sind, parallel zu den Tangenten der 
jeweils anderen Diagonalkurv en sc har V — const bzw. 
U — const. Die Diagonalkurvennetze U — const, V = 
= const sind daher reziprok-parallele Kurvennetze. 
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Den letzten Teil des Satzes (4.2) sieht man folgendermaßen ein: 

Bei der Parametersubstitution U = /(£') + g(ll')> V = /(O '— 

— transformieren sich die Gin. (3.2) wegen 

8 df j 8 . 8 \ 8 dg 18 8 \ 

~W ~ V9F + Jv] ’ ~W ~ W\3G SP/ 

in die Gleichungen 

Vu = P Tv> Vy = /4 Tu 

also einen Spezialfall der Gin. (3.1) mit X => p, v' => —p . 

5. Legendre-Transformation 

Mit Rücksicht auf die Gin. (1.4) folgt aus 

dOi y2— *2TI) = y2dx 1 — yxdx2 + dy2 — x2dyx = dcp(xlt x2) — 

— Oa^i — *1^2). 

daß auch 

ö^OI> y 2) = *2^1 — *1^2 

ein vollständiges Differential ist. Zwischen der xv ar2-Ebene und 

der yv jy2-Ebene bestehen sonach die Beziehungen der Legendrc- 

Transformation 

d<p(xi,x2) = y2dx1 — y1dx2, also y1 = --^, >'2 = -|j-) 

(5-0 2 1 

d/Xyv yi) = x2dyx — x1dy2, also xx = *2 = -^ 

und 

(5.2) 0i> *2) — x Oi. yè = xiy 2 — x2y i. 

ofern man bei cp und % über die beliebigen additiven Konstanten 

passend verfügt. 

Man kann diese Beziehungen auch im Rahmen der infinitesi- 

malen Flächenverbiegung1 deuten: Wir gehen von der Ebene in 

den Raum und setzen 

(5-3) *_= Oi. *2. °). 9 = Oi. dz, °)> T = (0, o, — <p), 
V = (o, o, —x). 

1 Vgl. z. B. R. Sauer: Projektive Liniengeometrie. Walterde Gruyter, Ber- 
lin-Leipzig, 1934, 9. Kapitel. 
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Dann bestehen die Beziehungen 

(5.4) dydy = d\)dx) = o, 

(5.5) dj — 9 X dy, dX) = y X dt). 

Hiernach sind die Deformationen 

(5.6) t* = ? + df, X)* — X) -f- t'9 mit e = const 

für e —»  o infinitesimale Verbiegungen der xv ;r2-Ebene und der 

yv jp2-Ebene. Der zugehörige Drehriß und Verschiebungsriß ist 

im ersten Fall durch X) und 9 und im zweiten Fall durch y und X ge- 

geben. 

Man beachte, daß die durch die Gin. (5.6) definierten infinitesi- 

malen Verbiegungen mit willkürlichen Funktionen cp bzw. 

% (Zn YÙ sich nicht aus Verbiegungen der xv *2-Ebene bzw. der 
yv jy2-Ebene in abwickelbare Flächen (= Tangentenflächen, Ke- 

gel, Zylinder) herleiten lassen. 


