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Uber bilineare Additionstheoreme 

Von Hermann Schmidt und Wolfgang Eichhorn in Würzburg 

Vorgelegt am 7. Juli 1967 

In einer früheren Arbeit [1] hat der jüngere von uns das System 

von Funktionalgleichungen betrachtet (vgl. in unwesentlich ab- 

weichender Bezeichnungsweise das Summar [8]) 

(1) /„(£ + »?)= H y*xMf*(ß)fx(?i) O = o, 1). 
0 <. x, A n — 1 

Hierbei sollen die Funktionen fx im Körper K — R der reellen 

oder K = C der komplexen Zahlen erklärt sein, mit Werten 

aus C oder auch im ersten Falle aus JR; die yxXlt sind gegebene 

Zahlen aus K. Faßt man das System der yxX/I als Multipli- 

kationstafel einer Algebra S' über K bezüglich der Basis ev 
n — 1 

auf (v = o, 1, 2, n — 1), und setzt man Fff) = ffj /„(£) er, so 

läßt sich (1) in der Gestalt schreiben 

(2) Fff + rf) = Fff) Fff)). 

Das Eichhornsche Ergebnis, bei dem die yxXlt beliebig gelassen 

werden, ist in Satz 2, a. a. O. [1], S. 269/270 nebst den anschlie- 

ßenden Bemerkungen enthalten. Hier beschränken wir uns aus- 

schließlich auf den Fall, daß gilt: 

(3) S assoziativ und kommutativ, e0 Einselement von S. 

Dann hat man 

Satz 1. Unter den Voraussetzungen (3) besteht jede mindestens 

einmal differenzierbare Lösung von (1) aus den Komponenten 

einer hyperkomplexen Funktion 

(4) F (ff) = b |*0 + ^ = : b exp (c£) , 
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26 Hermann Schmidt und Wolfgang Eichhorn 

wo b, c Elemente von S sind, und zwar b idempotent : b2 = b ; 

umgekehrt erfüllt bei beliebigem c und idempotentem b 

(4) die Gleichung (2), die Komponenten fv (£) daher (1). 

Für F(o) = e0 ist sogar jede bei £ = O stetige Lösung schon 

von der Form (4). 

Das ergibt sich sofort aus Satz 2 ff. a. a. O. [1], da jetzt das dor- 

tige a durch bc ersetzt werden kann, wobei wegen (3) (bcf = 
= bcv. 

Die Lösung (4) genügt der Differentialgleichung für die (hyper- 

komplexe) Unbekannte y = y if)'- 

(5 a) y = yc 

oder auch, für das System (Zeile) 9 ihrer Komponenten ge- 

schrieben : 

(5 b) 9' = 9 C, 
tl — 1 

wenn c = £ ckex (cx £ K) das Bild 
;. = o 

£ = j (o < *, fl < n — 1) 

bei der regulären Darstellung von S besitzt (vgl. [7], 2., be- 

sonders (5), (6), wobei nur jetzt e„ nicht, wie dort, zu xv speziali- 

siert zu sein braucht). Diese Zuordnung ist ein stetiger Isomor- 

phismus, und wenn dabei _y(o) = b —>  B, so gilt y Y mit 

F(o) = B\ da nach (3) e0 Einselement von S sein soll, ist ferner 

9(0) die Anfangszeile von B. Ferner ist 

(Sc) Y' = YC, Y(ß + rj) = Y(f) Y(rf), 

d. h. Y eine Matrixlösung von (5 b) und (2). 

Es wird schließlich 

(6) det B = 1 für b = e0, det B = o für b =j= e0, 

da dann b Nullteiler (bezw. Null) ist. 

Hier sei bemerkt, daß in (4) wegen (3) 

n — 1 

exp (cf) = IT exp (cv£ej) 
r = 0 

(7) 
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gesetzt werden kann. Es genügt daher, die Werte der Exponen- 

tialfunktion exp(7g„) mit t (E K für die Basiselemente ev zu ken- 

nen. Gilt ev—*£vt so braucht man also nur exp {tA) für A — 

= £y(p <v <n — l) zu bilden, wo die Parameter cx nicht auf- 

treten. Nun gilt (vgl. z. B. [5], S. 549, (5) und S. 556 oben) 

i 

exp (tA) = £ 2? A’-* 
> = 1 X = 1 

exp (Q? t) t
x 

wenn 

( tE-ATl= Z ZAiH(t-Qà- 
X = 1 X=1 

die Partialbruchzerlegung der linken Seite vorstellt. Die Lö- 

sungsfunktionen /„(£) gehören daher, in Abhängigkeit von f £ K 

und den Parametern cx, einem Ring 

C[rv f, exp (Q[
v) Cv£)] (V = o, ..., n — 1 ; A = 1, ..., /) 

an. Dieser einfache Sachverhalt ist für nichtkommutatives .S' 

nicht zu erwarten, da die für die Darstellung von exp(cf) durch 

gewöhnliche Exponentialfunktionen benötigten Eigenwerte der 

Matrix C mangels einer Zerlegung vom Typ (7) (i. a. nicht ra- 

tionale) algebraische Funktionen der cx sein werden. 

Es sei nun Y die Transponierte von Y. Dann gilt 

Es ist also B Anfangsmatrix eines Lösungssystems Z = Y von 

(8) 
dj 

= iC. 

aus über K linear Für b =|= e0 bedeutet dies nach (6), daß y, 
Zeilen ^ 

abhängigen Spalten besteht, a^so insbesondere /„(£), ..., 

f„-1 (I), die Komponenten von y = F{£), linear abhängig sind. 
Nunmehr gehen wir zu dem, vor allem durch die Beispiele in 

[6] naheliegenden Sondei-fall über, daß 

S isomorph K[t\/f(t), wo f (t) = t" + ax t" 1 + •• + a„ 
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ein normiertes Polynom über K ist. Dann wird yxXfl = cx + x ^ 
n — 1 

wo f = y cVß P (mod. f) ; für diese Beiwerte sind in [7], (i), 
v = o 

(4) Rekursionsformeln und explizite Darstellungen angegeben. 

Ferner gilt ex—*A, wo 

\o <. x <. n-— 2 
a

x„ = + an-i ,? = —<*„-? \o<fi<n—i 

nach [7], (7). 

Hier wollen wir noch folgendes beweisen: 

Satz 2. Das Funktionalgleichungssystem (1), in dem (yxXA = 

= (cx + x,ß) die Multiplikationstafel für den Restklassenring von 

K[t] nach einem normierten Polynom f(t) G K[t] bedeutet, hat 

genau eine stetige Lösung derart, daß für £ —>  O 

fo(S)=i+o(S), f,(t) = ô.1S + 0(Ç) (v = l,...,n-l). 

Diese bildet dasjenige Fundamentalsystem der linearen Diffe- 

rentialgleichung 

(9) / (fr) C = o, 

dessen Wronskische Matrix für £ = O die Einheitsmatrix ist 

(vgl. hierzu für n = 2, f(f) = P -j- 1 (trigonometrische Funk- 

tionen) Perron [4], Krafft [2]). 

Die angegebenen Bedingungen besagen ja (vgl. Satz 1 Ende 

und (5 a)), daß für eine solche Lösung eine Darstellung (4) mit 

b = e0 und c = ex besteht. Für (f — A wird aber das Differential- 

system (8) gleichwertig mit (9) für die erste Komponente £„ (Ä 

ist die „Begleitmatrix“ zu (9)); die Transponierte der Lösung p 

ist daher die 1. Spalte der hierdurch festgelegten Wronskischen 

Matrix (ff) (o < v, X < n— i), und es ist ja K(o) = £ wegen 

e0 — £. 

Im vorliegenden Falle ergeben sich nun die Idempotenten so- 

fort aus der Kongruenz in K\f] 

g(f) CK*) — 0 = 0 (mod f(t)). 
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Ist f(f) = Ç\Çz---Çk die Zerlegung in teilerfremde Primpoly- 

nompotenzen über K, so hat man nur die Einzelkongruenzen zu 

lösen g(t) = öx (mod qx), wo öx = O oder 1, für jede Auswahl 

der öx also ein System von h simultanen Kongruenzen. Die 
h 

Lösung ist g(t) = X àvVv(t), wenn man y)„ aus 
>•=1 

V,(t) = \x (mod qx) (1 < v, x < h) 

bestimmt hat. (Das sind nur h Kongruenzsysteme statt oben 2h: 

direkte Zerlegung des Restklassenrings K[t] //(t)). 

Läßt man die Fälle b — o, b = e0 (entsprechend <5„ = o bzw. 

<5P = 1 für alle v) beiseite, so ergeben sich zu jeder Wahl von c 

2h—2 Lösungen mit linear abhängigen Komponenten. 

Im Falle des Additionstheorems der zyklischen Funktionen [6] 

erhält man, wenn etwa K = R genommen wird, 

für gerades n : h = 2 + + i 

für ungerades n\ h = 1 + ——— = ” 1 

unzerlegbare Faktoren von f(i) — t"— 1. 

Die hierzu gehörigen Fälle eines Nullteilers b waren dort bei 

Satz 1 ausdrücklich ausgeschlossen (det U =}= o !). 

Stets ist natürlich die triviale Lösung /„(£) = — vorhanden, 

hier entsprechend der Lösung b = 
*0 H h <?„ 

2 gibt 

noch (bei c = o) 1-^-, —^-j . Für n = 3 begegnet erstmalig 

e1 — e2), zu dem ein weniger naheliegender Fall: b = — (2 e0 

man 

faktor 

, um einen unwesentlichen Exponential- |bci c = ex-F 

zu beseitigen j aufgrund der Bemerkungen vor (5 c) 

9= (/*(£)) = y (cos 
V3 

* - cos (Jy- f —y-). cos (KTÏ + ^T)) 

erhält. 
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Die a.a.O. [6] erwähnte (gleichfalls beschränkte) Lösung ent- 

spricht dem Falle 

ist also nicht von der hier betrachteten Art. 
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