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,.Syntaktische Abgrenzungen von formalen Systemen
der /7}-Analysis und 4;-Analysis*

von Wilfried Buchholz und Kurt Schiitte in Miinchen

Finleitung

A, sei die Arithmetik 2. Ordnung mit den Axiomen und Schlub-
regeln der klassischen Pridikatenlogik 2. Ordnung und der rekur-
siven Zahlentheorie. Wir betrachten Teilsysteme der klassischen
Analysis, die sich aus A, durch Hinzunahme von gewissen Kom-
prehensionsaxiomen oder Komprehensionsregeln mit oder ohne
Bar-Induktion ergeben,

7, sei A, mit dem Axiomenschema der /73-Komprehension:
I13-CA) IV Vx Y(x)« Fla])
fiir jede /I3-Formel Fla]. 7, sei 7y mit Bar-Induktion.

7, sei A, mit der SchluBiregel der 43-Komprehension :

A-CR Vax(ed[x]<> Blx])FIV Va (Vix)<>ed[|x])
fur _‘:i-Fr)rmvln e [a] und IT}-Formeln B [a]. T, sei 7, mit Bar-
Induktion.

7y sei A4, mit dem Axiomenschema der Aj-Komprehension:
Ny-CA Vax(ed[x]< Blx]) =TV Va (¥V(x)edx])
chenfalls fiir £3-Formeln e4[a] und I13-Formeln ‘Bla].

Als Grenzzall | T, ciner solchen Theorie 7' bezeichnen wir
die kleinste Ordinalzahl y, mit der Eigenschaft, daB3 keine rekur-
sive. Wohlordnung vom Ordnungstyp y; in 7 als wohlgcordnet
beweisbar ist. Die Grenzzahlen aller funf genannten Teilsysteme
der Analysis sind bekannt. Wir bezeichnen sie durch Ordinal-
terme des Bezeichnungssystems @(£2) (gemil [10], § 23).

Nach J. Zucker [12] hat 7 dicselbe Grenzzahl wie ein schwa-
ches System -7, von w-fach iterierten induktiven Definitionen.
Nach 5. Feferman [5] haben 73, und 77 (ebenso 7,) dieselben
Grenzzahlen wie Systeme /D, und 7D - o von w-fach und weni-
ger als o®-fach iterierten induktiven Definitionen. Nach H.
Friedman [6] hat 73 dieselbe Grenzzahl wie 7D_ o Durch
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Nachweise der Grenzzahlen fir die betreffenden Systeme induk-
tiver Definitionen ergaben sich nach [2] und [3] |7 = &(L2,, -
- ¢9)0, nach [4], [8) und [9] |7y =B¢e, . 0, |T3|=1T,| =

O Lo und (75 = 00 o. Dic diesen Grenzzahlen von 7
bis 7 entsprechenden ordinal diagrams von G. Takeuti wurden
vorher in [11] aufgewiesen.

Wir beweisen in dieser Arbeit 7. <y, fir dic betreffenden
Grenzzahlen v, direkt in syntaktischer Weise ohne Bezugnahme
auf Systeme induktiver Definitionen. Dies gelingt unter Verwen-
dung der in|2] eingefithrten £, ;-Schluiregel und far 775 unter
zusiitzlicher Verwendung einer <“-Relation zwischen Pridikaten,
wie sie in {7] fir die syntaktische Abgrenzung der schwiicheren
‘A}-CA4)-Analysis benutzt wurde.

Die Theorien 77 bis 75 formalisieren wir durch Systeme 2;C A,
GPCA, D,CR, GD,CR, D,CA in einer Weise, wie es flur dic
svantaktischen Untersuchungen technisch vorteilhaft ist.

Das formale System P,;C.4 wird cingebettet in ein halbformales
System PF, in dem sich die starken Schnitte der Herleitungen
von I1}-Formeln eliminieren lassen. Die Systeme Pf, GPCA und
GD,CR werden in cinem geschichteten halbformeln System R/}
(mit {2, -Regel) interpretiert. Hiermit ergibt sich

PCA = T, < B8R, &0
GPyCA| = |T,| < Bey, .40
D,CR = T, < GD,CR - 7, <6GL .0

Das tormale system 0,04 betten wir ein in ein halbformales
System DY, das sich aus 2} durch Hinzunahme der -“-Relation
ergibt. Hierbei wird (A3-C.4) auf ein schwaches Komprehensions-
axiom und eine X}-Reflexion zuriickgefithrt. Fiir DF wird ihn-
lich wic in [7] /fir ein schwicheres System D) ein schwacher
Schnitt-Eliminationssatz bewiesen. D5 wird interpretiert in einem
geschichteten halbformalen System RDy, das sich aus RP} durch
Hinzunahme der - -Relation ergibt. Hiermit erhélt man

DA | = |Te| < 68,0
In § 1 werden die bendtigten Eigenschaften der Ordinalterme

des Bezeichnungssystems @(LQ) zusammengestellt. In den §§ 24
werden die stirksten hier betrachteten Systeme 0,4, DY und
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RD} behandelt. Mit den hierfur bewiesenen Sitzen erhilt man
in § 5 die beweistheoretische Abgrenzung des formalen Systems
DyCA. Als gewisse Spezialfille ergeben sich in § 6 die entspre-
chenden Sitze fur 21CA,in § 7 fur GP,CA und in § 8 fir GD,CR.

§ 1. Ordinalterme des Svstems @ (£2)

Die kleinen griechischen Buchstaben «, f, v, u, v, &, 6, T (auch
mit Indizes) bezeichnen im folgenden immer Ordinalterme des
in[10], § 25 entwickelten Ordinalzahl-Bezeichnungssystems & (£2).
Mit 2, 7 bezeichnen wir natirliche Zahlen und die entsprechen-
den Ordinalterme <. Wie in [10], § 25 sind die Koeffizienten-
mengen Ky, Ky, die Stufe Sy eines Ordinalterms y und fol-
gende Verknupfungen von Ordinaltermen definiert:

v =B, ad: B, 0 o, (o), g, 2, (mit y: = 0)
sowie @afs, falls K§; o < o ist. Dabei ist

S+ ) = S(x# ) = max {Sa, SB}, So* = So»_(«) = Se, =
= So, S0 = 2 und SO = Sp

Iir beliebige Ordinalterme o, § sei («, ) wie in [1}, S. 91 de-
finiert. Entsprechend wie in [2] definieren wir

| &, wenn So <o ist,

D=1, ]
2 | (o, 2,), wenn ¢ < Su ist.

D, ist die Kollabierungsfunktion mit der Eigenschaft SD_ o < 6.
Far o << v < ¢, ergibt sich

Do, = G2,0,Dy (8, - £y) = O (8, ¢4)0, Dy = Oeq , O

Definitionen.

1. o &, p gelte genau dann, wenn o << f und K, << D, g fir
alle T > ¢ gilt.

2. a L p(aist wesentlich kleiner als p) gelte genau dann, wenn
1 Lo P gilt.

3. o < f gelte genau dann, wenn o < f oder « = § gilt.
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Aus diesen Definitionen folgt:

Lemma 1.

a) a K, pyo<1t=>a0,p

b)a << f <80, =0, f

) wapo<Tt=D0L, Dp

d) o K BLy=>a L,y

e) o pLky=>aLy

f) 6 <1 <<Se= Dy <D, (D
gaeLafpagoale, a2

ha & f=ady gy o Lol e, L6, 2, K 2,

Lemma 2. Fir o, < o <eg, (7 =1, 2), pn < 0 <gy und v < ¢
gilt
a) w, (82, +n) < L2,

[): w,, (D/l /C'("?O' + 11; :ﬁ: !")v) \\ !2(1 + @
c) w, (D,, (2, + o) H D, (2, + ay) L 2, + o

Mit 7 bezeichnen wir cine endliche, eventuell leere Folge von
Ordinaltermen. Wir setzen

J «, wenn T leer ist,

Do = - . - .

’ | D, (.. (D, @) . ..),wenn T =1y, ...,7,ist.

o < T gelte genau dann, wenn entweder 7 leer ist oder 6 <7 7,
taralles =1, ..., nim Fall T =7, ..., 7, gilt.

Definition (entsprechend wie in {2]).

g &, o gelte genau dann, wenn ¢ cine Abbildung von der
Menge aller Ordinalterme <~ 2_ | in @(£) mit folgenden Eigen-
schaften ist:

1) 2, ., K«

2/5 'Qr: 1_>(/’£/<a 1%
DE<Q, Lo ECy, DLy = Di(98) < y.

Offenbar gilt dann:
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U

Lemma 3. p <, o, 0 & =9 L ., p.

Mit id (€2, . ) bezeichnen wir die identische Abbildung aller
Ordinalterme <~ £_ | auf sich. Unter der Voraussetzung ¢ <, &
bezeichnen wir mit ¢ 3 f, o und D¢ die durch

S g 4, § e 0 und £ D, ()

definierten Abbildungen von der Menge aller Ordinalterme << {2, .|
in @(0). Dann gilt:

Lemma 4.

a) id(, pHnL, 82,
by <, ya=pHp, jadtp 0 L, o
7 Do

c)p Ly o, 0T T=Dog

§ 2. Das formale System D,CA

2.1. Die formale Sprache des Systems D,CA4

Das System 20, A hat dieselben Grundzeichen wie das in |7]
angegebene System DCA. Terme, Ziffern und Primformeln
seien wie in [,CA definiert. Nennformen werden in iblicher
Weise verwendet und mit groBen Skriptbuchstaben bezeichnet.

Induktive Definition der Formeln des Systems D,CA, des
Grades gr(F) einer Formel # und der Menge Var(F) von freien
Pridikatenvariablen, die in einer Formel /7 im Bereich eines Pri-
dikatenquantors auftreten.

1. Jede Primformel 7# ist eine Formel mit gr(#):= o und
leerer Menge Var(F).

2. sind 4 und B Formeln, so ist (4> B) einc Formel mit
gr(d —B): = max {gr(4), gr(B)} + 1 und Var(4d—B): =
= Var(4) v Var(B).

3. Ist Flo] eine Formel und x cine gebundene Zahlenvariable,
die in J nicht auftritt, so ist V x F[x] eine Formel mit gr(V x

Fla) = gr(Flo]) + 1 und Var(V x F[x]):= Var(F[o].
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4. Ist U eine freie Priadikatenvariable, F[U] eine Formel und
X eine gebundene Pridikatenvariable, die in J nicht auftritt,
so ist 3 X F[X] eine Formel. Var(3 X" F[X]) ist dann die Menge
der in F auftretenden freien Pridikatenvariablen. Der Quantor
d X der Formel 3 X F{X] ist ein schwacher Pridikatenguantor,
falls /' ¢ Var(F[U]) ist und in F[U] kein starker Pridikaten-
quantor auftritt. In diesem Fall ist gr(3 X F[X]): = o. Andern-
falls ist 3 X ein starker Pridikatengquantor der Formel 3 .Y F[X]
und gr(d X F[X]) := gr(F[U]) + 1.

Eine Formel heilBt schwack, wenn sie keinen starken Pradi-
katenquantor enthilt. Andernfalls heil3t sie stark.

Positivteile und Negativteile der Formeln, P-Formen, N-For-
men, NP-Formen, F'™-G (aus F folgt struturell ), die Gleich-
wertigkeit von Formeln, (A v B) und (A4 < B) scien entspre-
chend wie in D,;CA definiert. Wir verwenden auch die entspre-
chenden Mitteilungszeichen und lassen im allgemeinen die duBe-
ren Klammern um Formeln der Gestalt (4 — B) oder (A v B,
fort.

Induktive Definition der X1-Formeln und [13-Formeln des Sy-
stems D,CA.

1. Jede Formel vom Grad o ist cine Xl-Formel und ein
IT;-Formel.

2. Eine Formel (4 — B) ist genau dann ecinc X)-Formel
([T}-Formel), wenn A eine [I:-Formel (X)-Formel) und B eine
Zi-Formel (IT}-Formel) ist.

3. Eine Formel ¥V x F[x] ist genau dann ecine X3-Formel
(IT}-Formel), wenn J[o] eine Xi:-Formel (/T-Formel) ist.

4. Eine starke Formel 3 X F|.X] ist genau dann eine X-For-
mel, wenn F[U] eine X}-Formel ist. Sie ist keine //1-Formel.

Folgerung. Einc Formel des Systems D,CA ist genau dann
sowohl eine X}-Formel als auch eine /1}-Formel, wenn sie cine
schwache Formel ist.

Anmerkung. Die vorstehende Definition der X}-Formeln und
/I}-Formeln ist cine Verallgemeinerung der iiblichen Definition
dieser Formeln.
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2.2. Das Herleitungsverfahren des Systems D,CA
Axiome des Systems 1,04 :

‘Ax 1) ‘P|A]|, wenn A eine wahre konstante Primformel ist.
Ax 2) 9y [A4], wenn 4 cine falsche konstante Primformel ist.

Ax 3) Q[4, B], wenn 4 und B gleichwertige Formeln vom
Grad o sind.

Ax 4) Flay, - - -, a,}, wenn ay, . . ., a, paarweise verschiedene
freie Zahlenvariablen sind, die in J nicht auftreten, und JF[wme;,

o) fur je n Ziffern mey, ..., m, eines der Axiome (Ax 1)-
Ax 3) ist.

V. L) Vo Flx] — Flx'D) — (Flol >V x Jlx]
NM-CA) YV x(eA[x] <> Blx], -3 VY Vx (V(x) < eAd[x]),

wenn eA o] eine .L’._f-l’nrnu-l und ‘Bfo] eine //é-Form(’l ist.

Hauptschliisse des Systems 2,04 ¢

Sy 9y lA -~ L9y (Bl 9y 14— B,
wenn B nicht die Formel | ist.

S 2.0)P [ Flal] - P [V x Flll,
wenn ¢ nicht in der Konklusion auftritt.

S2u 9y [FIUN =9y [3.Y FIX

wenn (" nicht in der Konklusion auftritt.
S3.0) Figl - Gy [V Fixlj =9y |V o F i«
S3.1) FIO)vP[3X FIXT) - P[3X FAT.

Der bezetchnete minimale Positiv- oder Negativteil in der Kon-
klusion eines Hauptschlusses hei3t der Hawupttei/ des betreffen-
den Schlusses.

Schnitte des Svstems .0
AvEB A -~ BB

Dic mit A bezeichnete Formel in den Priamissen eines Schnittes
heil3t die Schnittformel des betreffenden Schnittes,
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Induktive Definition von 1,C 4 I F.

1. Ist & ein Axiom des Systems D,CA4, so gelte D,C A& Ffir
jede natlirliche Zahl 7.

2. Gilt D,CA4 E"—‘Fz- mit sz, <2 2 fir jede Primisse /) eines
Hauptschlusses oder Schnittes des Systems 2,04, so gelte
DyCA | F fir die zugehorige Konklusion .

3. Gilt D,CA™ Fund F G, so gelte D,CA "1 G,

Folgerung 1,C A ‘ﬂ F,om < n=D,CA = F.

Eine Formel F heilBt Lerleitbar im System D,C A, wenn es eine
natiirliche Zahl 2 gibt, so dall D,C4 = F gilt,

§ 3. Das halbformale System D}
3.1. Die formale Sprache des Systems DY

Grundzeichen des Systems 1) :

1. Die Grundzeichen des Systems D,CA unter Ausschluld der
freien Zahlenvariablen.

2. Das Symbol <.

Terme, Ziffern und Primformneln scien wie in D,CA definiert,
jedoch unter Ausschlufl der freien Zahlenvariablen. Jeder Term
des Systems 5 ist numerisch, hat also einen berechenbaren Wert
der eine Ziffer ist.

Induktive Definition der Formeln des Systems D, des Grades
gr(#) einer Formel # und der Menge Var(/) von freien Pri-
dikatenvariablen, die in eciner Formel / im Bereich eines Pri-
dikatenquantors oder des Symbols < auftreten.

1.—3. entsprechend wie fir D,C'A.

4. Sind U und V freie Pridikatenvariablen, so ist {7 <= 7 cine
Formel mit gr(U < V):=ound Var(U < V):={U, I'}.

5. Ist U eine freie Pridikatenvariable, / [U] eine Formel und
X eine gebundene Pridikatenvariable, die in J nicht auftritt,
so gelte:
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5.0, X < U F|X] ist cine Formel mit einem beschrdnkten
Pridikatenguantor 3. X und gr(3 X < U F[X]): = gr(F[U]) + 1.
Var(d X < U Jlx]) ist die Menge der in der Formel auftreten-
den freien Pridikatenvariablen.

5.2, 3 X F[X]ist eine Formel. Var(3 X J [X]) ist die Menge
der in J auftretenden freien Priddikatenvariablen. 3 X ist cin
schwacher Pridikateinguantor der Formel 3 X F[X], wenn
U & Var(J[U]) ist und in J" weder ein beschrinkter noch ein
starker Pridikatenquantor auftritt. In diesem Fall ist gr(3 X
FIX]) := o. Andernfalls ist 3 .X ein starker Pridikatenquantor
der Formel 3 X F[X]und gr(3 X F[X])):=gr(F{U]) + 1.

Eine Formel des Systems D) heifit schwach, wenn sie keinen
starken Pridikatenquantor enthilt. Andernfalls heif3t sic szark.

Induktive Definition der X3-Formeln und [1y-Formeln des Sy-
stems Dy,

1.—4. entsprechend wie fur 2,04,

5. Eine Formel 3 X <~ ¢/ F[X]ist genau dann cine X3-Formel

2 b= 2
[1}-Formel), wenn F[U] eine Xi-Formel (II3-Formel) ist.

Folgerung. Einc Formel des Systems D5 ist genau dann zu-
gleich eine X}-Formel und eine /13-Formel, wenn sie eine schwa-
che Formel ist.

Induktive Definition des Komplexititsgrades kg(F) einer For-
mel F des Systems Dy .

1. Ist £ eine Formel vom Grad o, so sei kg(F):— o.
. kg(A — B):= max{kg(4), kg(B)} + 1.

kg (¥ x Fla)): = kg(Flo)) + 1.

Ckg(@X < U FIXD = kg(F[U]) + 1.

5- Ist 3 F[X] eine Formel mit cinem starken Pridikaten-
quantor 3 X, so sei

[}

I8}

4

] o, wenn F| /] eine schwache Formel ist,
X) - kg(F[U] | 1, wenn F[U] eine starke For-

mel ist.f

kg(d X F
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Bezeichnung. Ist A eine Formel des Systems Dy, so sei A, die-
jenige Formel, die sich aus 4 ergibt, wenn jeder in A auftretende
starke Pridikatenquantor 3 X durch 3.V <= {7 ersetzt wird.
A, ist dann eine schwache Formel des Systems 0.

3.2. Das Herleitungsverfahren des Systems 1)}

Axiome des Systems D :
‘Ax 1)~ (Ax 3) entsprechend wie flr Dy A.
(W-CA)P[I YV x(Y(x)e Flx])l,

wenn J'[o] eine schwache Formel ist.
Hauptschliisse des Systems Dy
(S1), (52.1), (S3.0), (S 3.1, entsprechend wie fur 2,04,
(S 2.0%) P [ Fln]] fur jede Ziffer P [V x Flx}]
(S22 0 <V - gy [FIUN =~ 9y [3X = V FX]),

wenn (" nicht in der Konklusion auftritt.

[V

S32) U< VvP[IX ¥V FX], FlUlver|3y.
< VFXIEP3X <V FlX]]

I

SLRef) AvP[I VA = P[3 YV A,

wenn A eine X3-Formel ist (X3-Reflexion,.

Schnitte des Systems 2] entsprechend wie fir 0,04,

Der Komplexititsgrad cines Schnittes ist der Komplexitits-
grad kg(A) seiner Schnittformel A4.

Induktive Definition von D7 = /.

1. Ist & ein Axiom des Systems Dy, so gelte DF 2/ fiir jeden
Ordinalterm % aus G(£2) und jede nattrliche Zahl .

2. Gilt DF 2 £, mit o, - « fur jede Priamisse £ eines Haupt-

schlusses des Systems ) oder eines Schnittes, dessen Komplexi-

titsgrad <7 g ist, so gelte DF  F fiir die zugehorige Konklu-
- 2

sion /77,
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LR < By < n= DFELF
n

n

Folgerung. D7

3.3. Deduktive Eigenschaften des Systems I)f_f

£ - G hei3t cin schwacher Schlufl, wenn

DL F=DYEG

23

far jeden Ordinalterm o und fiir jede nattrliche Zahl 2 gilt.

Umsetzungsregel. Sind # und  gleichwertige Formeln, so ist

F— G ein schwacher Schlufl.

Substitutionsregel. f /] — ' {17} ist ein schwacher Schlull,
wenn {/ nicht in ] auftritt.
Beweise durch Herleitungsinduktion.

Inversionsregeln. Schwache Schliisse sind:

a) 9y [(A=B)=9y (4 L]
by 9y (4 B oy [B]
) PV Flx]]=P{F{]
& oy BXFIN - oy [FIU]]
o Oy [3X - P FIX O <V oy [FIUI]
Beweis durch Herleitungsinduktion unter Benutzung der Um-
setzungsregel fiir ¢) und der Substitutionsregel fiir d) und ¢ .

StrukturschluBregel. Gilt /7 = ¢/, so ist & —  cin schwacher
Schlufl.

Beweis durch Herleitungsinduktion unter Benutzung der In-
versionsregeln.

P

Tautelogiesatz. Ist / cine Formel vom Grad wm, so gilt D7 £

Q[F, F] far jede NP-Form Q.

Beweis durch Induktion nach .

Eine Formel £ heil3e endlic/i herleitbar, wenn cs 2 < o und
cine natirliche Zahl m gibt, so dal} DF = f gilt
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Beschrinkungslemma. Endlich herleitbare Formeln sind:
a) £, F, wenn £ einc XZ3-Formel ist.
by F — F,., wenn £ cine [1}-Formel ist.
€8] 2

Beweis durch Induktion nach gr(#) mit dem Tautologiesatz.

Schwacher Reduktionssatz. Aus Df 2 | /7 folgt Df 2 | F.

m -+

Beweis durch Induktion nach « (wie fiir 2F in [7]).

Schwacher Schnitt-Eliminationssatz. Gilt 2 = /, mit 2 < &, so
gibt es f <~ ¢, mit Df l% F.
Beweis mit dem schwachen Reduktionssatz durch Induktion

nach .

3.4. Einbettung von D,CA in ]):

'V.1.)-Lemma. Fir jede Formel JF'[o] des Systems DF gilt
DY gV x (Flx) — FlxY) ~ (Flo] =V Fx].
Beweis wie in {7] fur D,

‘A-CA)-Lemma. Ist oA [o] cine X5-Formel und Blo]eine /13-For-

mel, so ist die Formel
Voxledx] <> Blx)) —~3F Y Va (YVix)-red|x])
endlich herleitbar.

Beweis mit dem Beschrankungslemma, der HauptschluBiregel
Y1-Ref) und dem Axiomenschema (W-CA) entsprechend wie in
[7] fiir das (A}-CA)-Lemma des Systems Df.

Eine Formel 7* des Systems DfF heille eine numerische Spe-
sialisierung ciner Formel F des Systems £,CA, wenn F* durch
Einsetzungen von Ziffern fir freie Zahlenvariablen aus # her-
vorgeht.

Einbettungssatz. Gilt 1,04 “ F, so gibt ¢s cine natiirliche Zahl
m, so dal}

/)* [ = n /;*
2

i

fur jede numerische Spezialisierung A* von /7 gilt,
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Beweis durch Induktion nach # mit dem (V.I.)-Lemma, dem
‘Ny-CA)-Lemma und der StrukturschluBregel.

§ 4. Das geschichtete halbformale System RD;é

4.1. Die formale Sprache des Systems RDY

Grundzeichen des Systems RDY:

1. Die Grundzeichen des Systems D).

[}

. Das Symbol 2.

3. Ordinalterme des Systems @ (£2) (als obere Indizes von freien
und gebundenen Pridikatenvariablen).

Terme, Ziffern und koustante Primformeln seien wie in DY
definiert.

Induktive Definition der Formeln und Pridikatoren des Systems
RD}, des Grades gr(F) einer Formel # und der Mengen Var (/)
und Var(”) von freien Pridikatenvariablen, dic in einer For-
mel /7 und in einem Pridikator 7 im Bereich ecines Pridikaten-
quantors oder eines Symbols <~ oder 4 auftreten.

1. Jede konstante Primformel /# 1st eine Formel mit gr(#) == o
und leerer Menge Var(F).

2. Ist U/ eine freie Priadikatenvariable und ¢ aus @(82), so ist
(" cin Priadikator mit lecrer Menge Var (7).

3. Ist P ein Priadikator und # cin numerischer Term, so ist
P(#) eine Formel mit gr (P(#)):= o und Var (P(¢)):= Var(£).

4. Sind /2 und Q Pridikatoren, so ist 72 < @ eine Formel mit
gr(f < Q):==o0.Var(P < Q) ist dann die Menge der freien Pri-
dikatenvariablen, die in 2 oder Q auftreten.

5. 5ind 4 und A Formeln, so ist (4 — B) cine Formel mit
gr(d — B):=max {gr(4), gr(B)} + 1 und Var(4d —~ B): =

Var(4)  Var(B).

6. Ist F'[o] cine Formel und x eine gebundene Zahlenvariable,
diein Fnicht auftritt, so ist V x J'[x] eine Formel und 2 x F ]
cin Pridikator mit gr(V & F[x]) := gr(F[o]) + 1 und Var(V x
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F[#]):= Var(JF|o}). Var(Ax J|x]) ist dann dic Menge der in
J auftretenden freien Pridikatenvariablen.

7. Ist U eine freie Pradikatenvariable, J[U9) einc Formel,
Y eine gebundene Pridikatenvariable, die in F nicht auftritt,
und ¢ ein Ordinalterm > o aus @(£2), so ist 3 X7 F[X] ecine
Formel mit einem geschichteten Quantor 3 X° und gr(3 X° F[X])
c= gr(F[U) + 1. Var(3 X7 F[X]) ist dann die Menge der in
J7 auftretenden freien Priddikatenvariablen.

8. Ist U eine freie Prddikatenvariable, JF[U?] eine Formel,
7 ein Pridikator und XX eine gebundene Pridikatenvariable, dic
weder in 2 noch in _F auftritt, so ist 3 X << P F[.X] eine Formel
mit einem beschrdnkten Quantor 3 X und gr(3 X < P F[X)): =
= gr(F[U)+ 1. Var(3 X <= P F[X]) ist dann die Menge der
freien Pridikatenvariablen, die in 2 oder J auftreten.

9. Ist U eine freie Pridikatenvariable, F'[U°) eine Formel mit
U & Var(F[U%) und X eine gebundenc Pridikatenvariable, dic
in J nicht auftritt, so ist 3 X" F[X] eine Formel mit einem -
beschrankten Quantor 3 X und gr(3 X F[X]) :=o. Var(3.¥
JF[X]) ist dann dic Menge der in J auftretenden freien Pridi-
katenvariablen.

Wir verwenden die entsprechenden Mitteilungszeichen wie in
DY und auBerdem P, O, R fiir Pradikatoren.

Gradlemma.
a) Je zwei Formeln J|o] und J|#] haben gleichen Grad.
b) Je zwei Formeln F[U° und F[2] haben gleichen Grad.
c) 4 und B haben kleinere Grade als (A4 —~ 7.
d) F{#] hat kleineren Grad als V x F[x].
¢) F[P] hat kleineren Grad als 3 X7 F[X]und als 3. < Q F[Y].

Induktive Definition des posiziven und negativen Auftretens eines
geschichteten Quantors in ciner Formel des Systems RDj.

1. In einer Formel vom (irad o tritt kein geschichteter Quantor
positiv oder negativ auf.

2. In einer Formel (4 - &) tritt cin geschichteter Quantor
genau dann positiv (negativ) auf, wenn er in A4 negativ (positiv
oder in B positiv (negativ) auftritt.
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3. In einer Formel V a F[x] tritt cin geschichteter Quantor
genau dann positiv (negativ) auf, wenn er in _JF[o] positiv (nega-
tiv) auftritt.

4. Ineiner Formel 3 X <= 2 F[X] tritt ein geschichteter Quan-
tor genau dann positiv (negativ) auf, wenn er in F[U?] positiv
negativ) auftritr,

5. In einer Formel 3 X° F[X] tritt der geschichtete Quantor
3 .X7 positiv auf. Aullerdem tritt in dieser Formel ein geschich-
teter Quantor genau dann positiv (negativ) auf, wenn erin F[{/?]
positiv ‘negativ) auftritt.

Induktive Definition der Szufen st(F) und st(P) einer Formel /7
und eines Priadikarors £ des Systems RDJ.

1. Fiir jede konstante Primformel Fseist(/) =st(F — | )1 =o0.
2. st(U°) = st (U°(£)) = st {U°(¢) — | ):=0.
3.st(P 0 Q) == st( P Q- | ) == max {st(P), st(Q)}.
4ost(d — B) = max{st(4 -~ | ), st(B)},

st((A4 — B) — | ):= max {st(4), st(B ~ |)}.

5.8t(V v Flx]): = st(F[o],,
st(V o Fla) ~ 1) == st F[o] -~ L.
6. st(A X7 F[X]) = max{e, st(F[U))},
st(3 X F[X] — L) = max{e, st(F[U - _ ).
7.5t(3X < P F[X]) = max{st(P), st(F[U)},
st(3X P FIX] — 1) = max {st(P), st(F[U°] — | )}
8.st(3X FIX] = st(F[UY — L) + 1,
st(3X FLYY] -~ )= st(F[U — |
Q. st ().x Flxl(2)) == st(F[o] —~ L) — 1,
Shx Fla] = st(hx Fla] (F — ) st(Flo] — .
l. Stufenlemma.
a) Je zwel Formeln Flo] und Fl#] haben gleiche Stufe.
b) Tritt (7 in F[U°] auf, so ist
st(FIU]) = max{e, st F[U])].
o) Ist st(P) = o, so ist st( F[P]) < st(F[U]).
d) Ist st(P) « o, so ist st(F[P]) < st(IF X7 F[X]) und
stOFIP]— L) < st(FX° FIX]—~ ).
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e) Ist st(P) << st(Q), so ist st(F[P]) <st(FX < Q F[X])
und st(F[P)— 1) <st(X < Q F[X]— ).

f) Ist st(3X F[X]) =0 + 1, so ist
st(FIU°] — 1) = st(3 X F{X] - L) =oa.

@) Istst (Ax F[a} () =0 -+ 1, so ist
st(F[] — 1) = st(ix F[x] (&) — | ) = o.

Beweis. a)-¢) folgen induktiv aus der Definition der Stufen.

d) Aus b) folgt st(F[U°]) < st(F X7 F|X]) und
st(FIU°) — 1) < st(3 X° F[X] — ). Mit ¢) folgt dic Behaup-
tung.

) Istst(Q) = o, so folgt aus by st(F[U7]) < st(3 X << Q F[X])
und st(F[U°] — 1) <st(FX < Q F[X] — ). Mit o) folgt die
Behauptung.

) folgt aus b .

g) folgt aus a).

2. Stufenlemma. IFUr jede 2-Form P und jede V-Form _,y gilt:

a) st(PA]) = max{st(4), st(P[ L ])}

b)) st( Gy [A]) = max{st(A4 ~ [ ), st( 9y | LD}

Beweis durch Induktion nach den Lingen von P und &y . Man
beachte dabei, daBl P[A4] eine Formel A4 oder B — P [A] oder
PolAY — L) — B und Gy [A] eine Formel 4 — B oder
B — Gy ,[A4) oder (9 o[ A] — | ) — B ist.

Streichung von Negativteilen. Tritt .4 in ciner Formel / als Ne-
gativteil auf, so ist # ecine Formel P{(4 — B)]. Dann sei P[B]
dicjenige Formel, die sich aus / durch Streichung ihres Negativ-
teils 4 ergibt. In dieser Weise lassen sich in einer Formel / be-
licbig viele Negativteile streichen. Das Ergebnis solcher Strei-
chungen ist immer cine Formel 77, mit £y F.

4.2. Das Herleitungsverfahren des Systems RDY

Axiome des Systems RD}:

(Ax R1)P[A], wenn A eine wahre konstante Primformel oder
cine Formel P << Q mit st(P) < st(Q) ist.
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‘Ax R2) 9V [A], wenn A cine falsche konstante Primforme]
oder eine Formel 7 <2 @ mit st(@) < st(P) oder eine Formel
JX < P F[X] mit st(P) = o ist.

(Ax R3) Q[A, B], wenn A und B gleichwertige Formeln vom
Grad o sind.

Hauptschliisse des Systems RDj :

'S 1), (S 2.0%), (S 3.0) entsprechend wie fiir DJ.
(RS 2.1%) 9y [ F[P]] fur alle P mitst(P)<al— gy [3 X° F[X]]
‘RS 2.2%) 9y [ F[P]] fir alle P mit st(P) << st(Q)
=9 [3 X < Q F[X]], wenn st(Q) > o ist.
RS 2.3) 9Y, [FIUN) 9y [3 X FLXT),
wenn st(3X F[X]) =0+ tist, Gy [ F[U]] aus 9Y [(FIU°]]
durch Streichung aller darin auftretenden Negativteile 3 X' F[X]
hervorgeht und ¢ nicht in der Konklusion auftritt.
RS 3.1) F[P]vP[3 X" FLY[]-P[3 X° FLXT,
wenn st(P) <7 o 1st.
(RS 3.2) FIP1vP[3X = 0 FIX-P[3.Y — 0 FLY],
wenn st( ) <7 st(Q) ist.
RS 4) Gyo[FlA) -y [x Flxl ),
wenn 9Y o [ Fl#]] aus 9Y [ F[7]] durch Streichung aller darin auf-
tretenden Negativteile 1 v Fix] (/) hervorgeht.

Anmerkung. Die Invarianz dieser Hauptschlisse gegeniiber
Strukturschliissen ergibt sich fiir (S 1), (S 2.0%), (RS 2.1*) und
RS 2.2%) mit Hilfe der entsprechenden Inversionsregeln, fir
(RS 2.3) und (RS 4) durch die Wahl von Gy, anstatt ) in den
Pramissen und fiir (S 3.0), (RS 3.1) und (RS 3.2) durch die Auf-
nahnie der Hauptteile in den Primissen.

Schnitte des Systems RD¥ entsprechend wie fir D} .
Der Grad cines Sehnittes ist der Grad gr(A) seiner Schnitt-
formel A4.

3. Stufenlemma. Hat die Konklusion eines Hauptschlusses des
Systems RD% die Stufe o, so hat jede Primisse dieses Schlusses
eine Stufe < g,

Beweis mit Hilfe des 1. und 2. Stufenlemmas.

2 Minchen Ak, Sb, 1980
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Induktive Definition von RDJ % F.

1. Ist /7 ein Axiom des Systems RO, so gelie RDY % [/ fur
jeden Ordinalterm o aus @(£2) und jede natiirliche Zahl 7.

2. Gilt RDF % F.mit 2, < a fir jede Primisse /7, cines Haupt-
schlusses des Systems RDF oder cines Schnittes vom Grad < s,
so gelte RDY “ F fiir die zugehorige Konklusion 7.

3. £, ,-Regel. Voraussetzungen:

a) A seieine Formel 3 X F[X ) oder 2 v Fla] (¢) der Stufe o -+ 1.
b) ¢ <, =
o) RD¥ 2@ 4 - F.
d) Fur alle &£ <~ £, | und jede Formel £ mit st(5) < ¢ gelt
RD} 24 »B=RDY¥ZFvEB
SchluBfolgerung: RDS = F

»

Folgerung. RDY L F, 0 &, m < n => RDY = I,

Beweis mit den Lemmata 1¢) und 3.

Anmerkungen.

1. Das System RDJ hat keine Hauptschlasse zur Einfiihrung
von unbeschrinkten Ouantoren 3 X und A-Ausdriicken in Po-
sitivteilen von Formeln. Die Herleitung von Formeln

FIP — 3 X FIX) und JFlz] — 2 x Flx] ¢
erfolgt hier mit Hilfe der £, -Regel, wie im folgenden die Be-
weise der beiden Hauptsitze zeigen. Im 1. Hauptsatz kommt dic
Impridikativitdt der Pridikatenquantifizierung zum Ausdruck.
Diese wird also durch die £, -Regel gewonnen.

2. Fur die Herleitungsreduktionen hat es sich als zweckmidBig
erwiesen, in der £, ;-Regel einen Schnitt aufzunchmen, ndmlich
in folgender Weise: Die Voraussetzung d) der £, -Regel he-
deutet, dafl die Formel 4 v /7 herleitbar ist. Mit der Voraus-
sctzung c¢) folgt durch einen Schnitt die Herleitbarkeit von /-
Der in der £, ;-Regel enthaltene Schnitt wird aber formal nicht
zu den Schnitten hinzugerechnet. Er wird erst hei der Kollabie-
rung einer Herleitung zugleich mit Anwendungen der 2, -Regel
eliminiert.
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4.3. Deduktive Eigenschaften des Systems RD}

Schwache Schliisse sind entsprechend wie in D) zu verstehen.
In RD} gilt die

Umsetzungsregel entsprechend wie in D},
AuBerdem hat man hier folgende schwache SchluBregeln:

Inversionsregeln. Schwache Schlisse sind:
a)-c) wie fiir DJ.
d) oy [3X° FIX) =9y [FIP]), wenn st(P) < o ist.
e Y [EFX <0 FIXI- 9y [FIP]], wenn st(P) < st(Q) ist.

Strukturschluregel wic fiir .

Verumregel. Ist 4 eine wahre konstante Primformel oder ecine
Formel 72 = O mit st(P) < st(Q), so ist

A Fi=F

ein schwacher Schluf3.

Falsumregel. Ist .4 eine falsche konstante Primformel oder cine
Formel 2 < Q mit st(Q) <st(P) oder X < P F[X] mit
st(F) = 0, so ist

AvF=F
ein schwacher Schlub.

~~-Einfithrung. Entsteht ¢ aus einer Formel # dadurch, dal
gewisse geschichtete Quantoren 4 X7, die in # positiv oder nega-
tiv auftreten, durch 3 X <= (/% ersetzt werden, so ist /' |— G ein
schwacher Schlul3.

L-Persistenz. Entstcht & aus einer Formel # dadurch, daB
gewisse geschichtete Quantoren 4 X7, die in / positiv auftreten,
durch 3 X? mit ¢ > 7 ersetzt werden, so ist F}— G ein schwacher
Schlufs.

Die Beweise der vorstechenden Sidtze erfolgen durch Herlei-
tungsinduktion.

Substitutionsregeln.

a) FLU = F1V7] ist ein schwacher SchluB3, wenn U nicht in F
auftritt,

*
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b) Gilt RD¥ %— F LU mit &< £, ,, wobei U nicht in J auf-
tritt und O & Var(F{U7)) ist, so folgt RDJ '—f—;—F[PI fir jeden
Priadikator 2.

Beweis von a) durch Herleitungsinduktion.

Beweis von b) folgendermafien durch Induktion nach &.

1. FIO7] sei ein Axiom. Dann ist auch JF[/] ein Axiom.

2. RD} & & J[0°] seidurch cinen Hauptschlub3 erschlossen. Auf-
grund von U & Var(J|U)) folgt dann die Behauptung aus der
L. V. (Induktionsvoraussetzung).

3. RDFE = F[U?) sei durch cine £, -Regel erschlossen. Aus
E< 2, folort dann v <~ 0. Nach dem 1. Stufenlemma b) tritt
U7 in keiner Formel einer Stufe << 7 auf. Die Behauptung folgt
daher aus der 1.V,

Spezielle Inversionsregeln. Sind 3 4 F[.X| und 42 G[x] (#) For-
meln der Stufe 6 — 1, ist § = Q| und st(B) < g, so gilt

a) /eD; %3 X FIX] - B= RD} & F (U]
RD¥ chx Gx] () - B= RD} & Glt] -
Beweis von a) durch Induktion nach &.

1. 33X F[X] — B sei ein Axiom. Nach dem 2. Stufenlemima
tritt 3.X F[X] nicht als Positivteil in B auf. Daher ist auch
F[U°] — B ein Axiom.

2. RDY % 3 X F{X]— B sci durch einen Hauptschiuf} erschlos-
sen. Ist dies kein Hauptschluf3 (RS 2.3) mit Hauptteil 3 X FV],
so folgt die Behauptung aufgrund des 3. Stufenlemmas und der
strukturschluf3regel aus der [.\". Andernfalls hat man &) < &
und By = B mit RD & F[V°] — B,, wobei I weder in J noch
in B auftritt. Dann folgt die Behauptung mit der Strukturschlul3-
regel und Substitutionsregel a .

3. RD¥ 23X F[X]-> B sei durch eine £, -Regel erschlos-
sen. Aus & < 2, folgt dann 7 = 0. In diesem Fall tritt 3 X J/[.Y]
in keiner Formel einer Stufe << 7 auf. Die Behauptung folgt daher
aus der LV,

Beweis von b) entsprechend wie von a).
















































