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..Syntaktische Abgrenzungen von formalen Systemen 

der /7]-Analysis und Zlis-Analysis“  

von Wilfried Buchholz und Kurt Schütte in München 

Einleitung 

A 2 sei die Arithmetik 2. Ordnung mit den Axiomen und Schluß- 
regeln der klassischen Prädikatenlogik 2. Ordnung und der rekur- 
siven Zahlentheorie. Wir betrachten Teilsysteme der klassischen 
Analysis, die sich aus A, durch Hinzunahme von gewissen Kom- 
prehensionsaxiomen oder Komprehensionsregeln mit oder ohne 
Bar-Induktion ergeben, 

J\ sei A2 mit dem Axiomenschema der /7(-Komprehension : 

(77{-CA) ] FVr  (Y(x) *- % > /[*])  
für jede 77}-Formel JfjVJ. T2 sei 7\ mit Bar-Induktion. 

7’3 sei A2 mit der Schlußregel der dg-Komprehension : 

(A\-CK) V .r (oA [X] ® [x])  h 3 Y V .r (Y(x') *+oA [x])  
für Al-FormclnoA [0] und 77.1-Formeln CB [a], 7'4 sei Ts mit Bar- 
Induktion. 

sei A2 mit dem Axiomenschema der rig-Komprehension : 

{A\-CA) V .t (QA [X]  % «-»- fB [^r]) —^ 3 Y V x (Y (x) % «->• CLA [V))  

ebenfalls für Al-Formeln oA [a] und T7.]-Formeln 71 [a].  

Als Grenzzahl \ T{ ] einer solchen Theorie Ti bezeichnen wir 
die kleinste Ordinalzahl yi mit der Eigenschaft, daß keine rekur- 
sive Wohlordnung vom Ordnungstyp y{ in 7, als wohlgeordnet 
beweisbar ist. Die Grenzzahlen aller fünf genannten Teilsysteme 
der Analysis sind bekannt. Wir bezeichnen sie durch Ordinal- 

terme des Bezeichnungssystems 0(Q) (gemäß [10], § 25). 
Nach J. Zucker [12] hat Tx dieselbe Grenzzahl wie ein schwa- 

ches System W-IDütvon co-fach iterierten induktiven Definitionen. 
Nach S. Feferman [5] haben T2 und T3 (ebenso T4) dieselben 

Grenzzahlen wie Systeme IDm und ID. von ai-fach und weni- 
ger als («“-fach iterierten induktiven Definitionen. Nach H. 

Friedman [6] hat Ts dieselbe Grenzzahl wie ID<to. Durch 
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Nachweise der Grenzzahlen für die betreffenden Systeme induk- 
tiver Definitionen ergaben sich nach [2] und [3] | 7\ j = 0 (Qol % � 

• f0)o, nach [4], [8] und [9] \ T2 \ = deQm ,o, | 7^| = | 7^| = 
= 0Ü(umO und I 7N j = 0öfQ o. Die diesen Grenzzahlen von 7’., 
bis 7- entsprechenden ordinal diagrams von G. Takeuti wurden 
vorher in [11] aufgewiesen. 

Wir beweisen in dieser Arbeit 1 7, j < yi für die betreffenden 
Grenzzahlen yt direkt in syntaktischer Weise ohne Bezugnahme 

auf Systeme induktiver Definitionen. Dies gelingt unter Verwen- 
dung der in [2] eingeführten Qa .. i-Schlußregel und für T- unter 

zusätzlicher Verwendung einer -Relation zwischen Prädikaten, 
wie sie in [7] für die syntaktische Abgrenzung der schwächeren 

(dj-CH (-Analysis benutzt wurde. 
Die Theorien 7\ bis formalisieren wir durch Systeme PXCA, 

GPXCA, DoCR, GDjC-R, D2CA in einer Weise, wie es für die 
syntaktischen Untersuchungen technisch vorteilhaft ist. 

Das formale System PXCA wird eingebettet in ein halbformales 
System P*, in dem sich die starken Schnitte der Herleitungen 
von /Zj-Formeln eliminieren lassen. Die Systeme Pf, GPYCA und 
GD2CR werden in einem geschichteten halbformein System RP*  
(mit üa j-Regel) interpretiert. Hiermit ergibt sich 

PXCA \ = \ 7\ < % � s0)o 

GP^CA I == P., <0enm^xo 
DoCR j = 7\ < ! GD2CR - 14 j < 0 ü,„,„  o 

Das formale System D2CA betten wir ein in ein halbformales 

System Df, das sich aus Pf durch Hinzunahme der "-Relation 
ergibt. Hierbei wird (A\-CA) auf ein schwaches Komprehensions- 

axiom und eine Reflexion zurückgeführt. Für Dt wird ähn- 
lich wie in [7] (für ein schwächeres System Df) ein schwacher 
Schnitt-Eliminationssatz bewiesen. Df wird interpretiert in einem 
geschichteten halbformalen System RDf, das sich aus RPf durch 
Hinzunahme der - -Relation ergibt. Hiermit erhält man 

D%CA\ = Th < 0ß£fto 

ln § 1 werden die benötigten Eigenschaften der Ordinalterme 

des Bezcichnungssystems 0(ß) zusammengestellt. In den §§ 2- 4 
werden die stärksten hier betrachteten Systeme D2CA, Dt und 
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RD* behandelt. Mit den hierfür bewiesenen Sätzen erhält man 

in § 5 die beweistheoretische Abgrenzung des formalen Systems 
D2CA. Als gewisse Spezialfälle ergeben sich in § 6 die entspre- 
chenden Sätze für PfCA, in § 7 für GPXCA und in § 8 für GD.fCR. 

§ 1. Ordinalterme des Systems 0(ß; 

Die kleinen griechischen Buchstaben a, ß, y, fx, v, f, er, r (auch 

mit Indizes) bezeichnen im folgenden immer Ordinalterme des 

in [10], § 25 entwickelten Ordinalzahl-Bezeichnungssystems 0(Q). 
Mit m, n bezeichnen wir natürliche Zahlen und die entsprechen- 
den Ordinalterme <a>. Wie in [10], § 25 sind die Koeffizienten- 

mengen K*y, Kvy, die Stufe Sy eines Ordinalterms y und fol- 
gende Verknüpfungen von Ordinaltermen definiert: 

« + ß, oP, ojea, ßa (mit Qn : = o) 

sowie 0a/?, falls K* ß a < a ist. Dabei ist 

5(a -f- ß) = S(a#ß) — max {5a, Sß}, SoP = Sofien) = 5 ea = 

= 5a, 5Qa = a und 50a/9 = Sß. 

Für beliebige Ordinalterme a, ß sei (a, ß) wie in [1], S. 91 de- 
finiert. Entsprechend wie in [2] definieren wir 

_ I a, wenn 5a < a ist, J ) rj •   £ 
1 (a, ß„), wenn a < 5a ist. 

D„  ist die Kollabierungsfunktion mit der Eigenschaft SDa a < a. 
Für o < v < s0 ergibt sich 

DfiK. = &-Q„  o, D0 (ß„ -F £„) = 0 (ß„ • e0) o, 5>0£W o. 

Definitionen. 

1 • v- ß gelte genau dann, wenn a < ß und Kra < ßT/? für 
alle T > or gilt. 

2. u <f ß (a ist wesentlich kleiner als ß) gelte genau dann, wenn 

« «oi3 gilt. 

3. a ß gelte genau dann, wenn a ß oder a = ß gilt. 
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Aus diesen Definitionen folgt: 

Lemma 1. 

a) « <^aß> a < T => « ß 
b) a < ß < Qa r ! => a ß 

c) a <C a < T => £>r a «„ £>r/i 

d) a «a ß, ß «a y => a «0 y 
e) a</3, /i « y =;• a « y 

f) ff < T < Aa => Da(/. < Da (A>Ta) 

g) a « a # /J, a 4Ç a>“, a « fiB, a « ßa 

h) a < ß =>  a # y < ß # y, coa < o/, ea < £„, ßa < Qß 

Lemma 2. Für a, < ff- < £n (f = 
1 > 2)> /t.< ff < £0 und v < a 

gilt 

a) (ß, + ») ßa 

b) w„, (£>„ (ßCT + aa) # Û,) « + a 

c) iPß (Qa + ocj) # Dr {Sia + a2)) « Üa + ff. 

Mit f bezeichnen wir eine endliche, eventuell leere Folge von 
Ordinaltermen. Wir setzen 

I a, wenn f leer ist, / J _ (y • — / 
I öTi (. . . (A„  <*)% ••)> wenn ^ = Ti. • % � • > T„ ist. 

ff < T gelte genau dann, wenn entweder r leer ist oder er < r, 
für alle z = l, . . . , n im Fall f = tj, ,TH gilt. 

Definition (entsprechend wie in [2]). 

«„ _ ! « gelte genau dann, wenn cp eine Abbildung von der 
Menge aller Ordinalterme < Qa... L in &(Q) mit folgenden Eigen- 

schaften ist: 

0 + 

2) £ < _2=> Ç9 f «a + 1f f 

3) I < Qa . j, ff < f, I < y, A« < r =* D-r(<pS) < y- 

Offenbar gilt dann: 
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Lemma 3. cp <£a+ 1 ct, oc <£ ß => cp <£a + x ß. 

Mit id (Qa _ t) bezeichnen wir die identische Abbildung aller 
Ordinalterme < üa _ l auf sich. Unter der Voraussetzung cp _ j a 
bezeichnen wir mit cp JJ: ß, 0f und Drcp die durch 

£1-> 4h ß, Ç aW und £ H-»- DT(cpf) 

definierten Abbildungen von der Menge aller Ordinalterme <L&„  _ x 

in 0(Q). Dann gilt: 

Lemma 4. 

a) id (ßa . 1) # n «0 , ! Qa + ! 

b) <p «„ : 1 <* =» <P # ß «a + 1 #ß, ^  «ff - l 
c) I5 «o . , a, a < T =%º� £>T<? «„4. ! Z?ra 

§ 2. Das formale System U,CA 

2.1. Die formale Sprache des Systems D^CA 

Das System D2CA hat dieselben Grundzeichen wie das in [7] 
angegebene System DXCA. Terme, Ziffern und Primformeln 
seien wie in DßCA definiert. Nennformen werden in üblicher 

Weise verwendet und mit großen Skriptbuchstaben bezeichnet. 

Induktive Definition der For mehl des Systems DfCA, des 

Grades gr (JF~) einer Formel F und der Menge Var (F) von freien 

Prädikatenvariablen, die in einer Formel F im Bereich eines Prä- 
dikatenquantors auftreten. 

1. Jede Primformel F ist eine Formel mit gr(A):=o und 
leerer Menge Var(A . 

2. Sind A und B Formeln, so ist (A B) eine Formel mit 

gr(A-^B): = max {gr(A), gr(B)} + 1 und Var(A —*B) : = 
= Var(A) w Var(B). 

3. Ist ff\o\ eine Formel und x eine gebundene Zahlenvariable, 
die in f nicht auftritt, so ist V x ff\x\ eine Formel mit gr(V.r 

JW) : = gr(J[6\) + 1 und Var(V x ff[x])  : = Var(jF[o]). 
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4. Ist U eine freie Prädikatenvariable, J<\U]  eine Formel und 
X eine gebundene Prädikatenvariable, die in nicht auftritt, 
so ist 3 X J*[X]  eine Formel. Var(3 X jF[X])  ist dann die Menge 
der in f auftretenden freien Prädikatenvariablen. Der Quantor 
3 X der Formel 3 X J^[X\ ist ein schwacher Prädikatenquantor, 
falls U (£ Var ist und in JTJf/] kein starker Prädikaten- 

quantor auftritt. In diesem Fall ist gr(3 X J<[X~\) : = o. Andern- 
falls ist 3 X ein starker Prädikatenquantor der Formel 3 X J*[X\  

und gr(3 X J?[X]):=  gr (/[£/]) + 1. 
Eine Formel heißt schwach, wenn sie keinen starken Prädi- 

katenquantor enthält. Andernfalls heißt sie stark. 

Positivteile und Negativteile der Formeln, P-Formen, N-For- 
men, NP-Formen, F V- G (aus F folgt struturell G), die Gleich- 

wertigkeit von Formeln, (A v B) und (A <-> B) seien entspre- 
chend wie in DfCA definiert. Wir verwenden auch die entspre- 
chenden Mitteilungszeichen und lassen im allgemeinen die äuße- 
ren Klammern um Formeln der Gestalt (A —%º� B) oder (A v B) 

fort. 

Induktive Definition der F\-Formeln und II\-Formeln des Sy- 

stems DoCA. 

1. Jede Formel vom Grad O ist eine ^-Formel und eine 
/Tj-Formel. 

2. Eine Formel (A —> B) ist genau dann eine Ag-Formel 
(7Zj-Formel), wenn A eine TH-Formel (Zj-Formel) und B eine 

Ag-Formel (TTJ-Formel) ist. 

3. Eine Formel V x f[x]  ist genau dann eine Ag-Formel 
'772-Formel), wenn Jf[o] eine Z^-Formel (TJg-Formel) ist. 

4. Eine starke Formel 3 X J*[X]  ist genau dann eine Aj-For- 
mel, wenn J<\U\ eine iqi'Formel ist- Sie ist keine /7£-Formel. 

Folgerung. Eine Formel des Systems D2CA ist genau dann 

sowohl eine 27j-Formel als auch eine /7j-Formel, wenn sie eine 

schwache Formel ist. 

Anmerkung. Die vorstehende Definition der ^-Formeln und 

T/J-Formeln ist eine Verallgemeinerung der üblichen Definition 
dieser Formeln. 
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2.2. Das H erleitu ligsverfahren des Systems D»CA 

Axiome des Systems D2CA : 

'Ax i)cP[A\, wenn A eine wahre konstante Primformel ist. 

Ax 2 , yy [A],  wenn A eine falsche konstante Primformel ist. 

(Ax 3) Q[A,B\, wenn A und B gleichwertige Formeln vom 

Grad o sind. 

(Ax 4) wenn alf . . . , an paarweise verschiedene 

freie Zahlenvariablen sind, die in J? nicht auftreten, und 
. . . , mn) für je n Ziffern mx> . . . , mtt eines der Axiome (Ax 1)- 
Ax 3) ist. 

(V. I.) V * (Jp[x] -> ;F[x'])  -> CF[o] ->Mx f[x])  

(A\-CA) V x (eAf[.r] •<-* % � tB[V])  —* 3 Y V x (Y(x) <->  eA\x]), 

wenneH[o] eine Formel und B\o\ eine //(-Formel ist. 

Hauptschlüsse des Systems D0CA : 

si)  ̂l(A -> j_ )], yy [B\ \- 3YKA-+ B)\, 

wenn B nicht die P’ormel _|_ ist. 

(S 2.0) T [f[a]]  t-T[V x ;f\x]\,  

wenn a nicht in der Konklusion auftritt. 

(s 2.t) yy [nu\\ h yy [a 

wenn U nicht in der Konklusion auftritt. 

(s 3-0) y w -> yy [v .r y\x\\ yyy [v y [*]]  
(S 3.1) f [U]  v T [3 x y [X}\  1- T[3xy [X]\  

Der bezeichnete minimale Positiv- oder Negativteil in der Kon- 

klusion eines Hauptschlusses heißt der Hauptteil des betreffen- 
den Schlusses. 

Schnitte des Systems D2CA : 

A v ß, A -> B \— B 

Die mit A bezeichnete Formel in den Prämissen eines Schnittes 
heißt die Schnittformel des betreffenden Schnittes. 
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Induktive Definition von D2CA |^- F. 

1. Ist F ein Axiom des Systems D2CA, so gelte D2CA F für 
jede natürliche Zahl n. 

2. Gilt D2CA p Ft mit n{ < n für jede Prämisse Fj eines 

Hauptschlusses oder Schnittes des Systems D2CA, so gelte 
D2CA P F für die zugehörige Konklusion F. 

3. Gilt DnCA p F und F p- G, so gelte D2CA p-' 1 G. 

Folgerung D2CA |— F, m < n => D2CA p F. 

Eine Formel F heißt herleitbar im System D2CA, wenn es eine 
natürliche Zahl n gibt, so daß D2CA f F gilt. 

§ 3. Das halbformale System D* 

3.1. Die formale Sprache des Systems D* 

Grundzeichen des Systems D*  : 

1. Die Grundzeichen des Systems D2CA unter Ausschluß der 
freien Zahlenvariablen. 

2. Das Symbol <. 

Terme, Ziffern und Primformeln seien wie in D2CA definiert, 
jedoch unter Ausschluß der freien Zahlenvariablen. Jeder Term 
des Systems/?* ist numerisch, hat also einen berechenbaren Wert, 
der eine Ziffer ist. 

Induktive Definition der Formeln des Systems D*, des Grades 

gr(F) einer Formel F und der Menge Var(A) von freien Prä- 
dikatenvariablen, die in einer Formel F im Bereich eines Prä- 
dikatenquantors oder des Symbols < auftreten. 

1.-3. entsprechend wie für D2CA. 

4. Sind U und V freie Prädikatenvariablen, so ist U < V eine 
Formel mit gr {U < V) : = o und Var (U < V) : = {U, V}. 

5. Ist U eine freie Prädikaten variable, F [U]  eine Formel und 
X eine gebundene Prädikatenvariable, die in ff nicht auftritt, 
so gelte: 
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5.1. 3 X < U J< [A"']  ist eine Formel mit einem beschränkten 

Prädikatenquantor 3 X und gr(3 X < U '%  = grCFt^) + 1 % � 

Var(3 X < U J< [x]) ist die Menge der in der Formel auftreten- 
den freien Prädikatenvariablen. 

5.2. 3 X J< [X]  ist eine Formel. Var (3 X [X])  ist die Menge 
der in auftretenden freien Prädikatenvariablen. 3 X ist ein 
schwacher Prädikatenquantor der Formel 3 X J< [X], wenn 

U (J Var(Jp[U\) ist und in weder ein beschränkter noch ein 
starker Prädikatenquantor auftritt. In diesem Fall ist gr(3 X 

J<[X])  : = o. Andernfalls ist 3 X ein starker Prädikatenquantor 
der Formel 3 X f[X]  und gr(3 X f  [X])  : = gr( f[U])  + 1. 

Eine Formel des Systems D* heißt schwach, wenn sie keinen 
starken Prädikatenquantor enthält. Andernfalls heißt sie stark. 

Induktive Definition der X\-Formeln und Tll-Formeln des Sy- 

stems D*. 

1 .-4. entsprechend wie für D2CA. 

5. Eine Formel 3 X < U J* [X]  ist genau dann eine Z^-Formel 
/f.]-Formel), wenn JF[£7] eine Aj-Formel (77j-Formel) ist. 

Folgerung. Eine Formel des Systems D* ist genau dann zu- 

gleich eine Ai-Formel und eine /T^-Formel, wenn sie eine schwa- 
che Formel ist. 

Induktive Definition des Komplexitätsgrades kg(A) einer For- 
mel F des Systems D*. 

1. Ist F eine Formel vom Grad o, so sei kg(A') : = o. 

2. kg(A —* B)\— max{kg(Aj, kg(B)} -)- 1. 

3. kg( V .r F[x])  : = kg(jF[o]) + 1. 

4. kg (3 X < U ? [X])  : = k g CF [U]) + 1. 

5. Ist 3 X J* [X] eine Formel mit einem starken Prädikaten- 
quantor 3 X, so sei 

I o, wenn J*\U\ eine schwache Formel ist, 
kg(3 X Jî\X]) := kg(J'\U\ f- 1, wenn J*\U]  eine starke For- 

mel ist. f 
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Bezeichnung. Ist A eine Formel des Systems Dt, so sei Ar die- 

jenige Formel, die sich aus A ergibt, wenn jeder in A auftretende 
starke Prädikatenquantor 3 X durch 3 X < U ersetzt wird. 
A r ist dann eine schwache Formel des Systems D*. 

3.2. Das Herleitungsverfahren des Systems D* 

Axiome des Systems Dt : 

(.Ax l) — (Ax 3) entsprechend wie für DSCA. 

(JV-CA) T [3 KV*  (Y(x) -> f[x])  j, 

wenn y [o] eine schwache Formel ist. 

Hanptschlüsse des Systems D\ : 

(S 1), (S 2.1), (S 3.0), (S 3.1) entsprechend wie für D2CA. 

(S 2.0*) rP für jede Ziffer n CP [V x J* \x\ | 

(S 2.2) u <v -> yy [JF[Z/]J h- À& |'3 X < Vf[X\\, 

wenn U nicht in der Konklusion auftritt. 

(S 3.2; U < V v T [3 X < V y [X]\, f 1/ I v CP [3 X % � 

< v y [X]\  h? [a x < v y [X}\ 
Z’J-Ref) A v rP [3 Y Ay] h T [3 F Ay],  

wenn A eine Aj-Formel ist (E\-Reflexion). 

Schnitte des Systems Dt entsprechend wie für D2CA. 

Der Komplexitätsgrad eines Schnittes ist der Komplexitäts- 

grad kg(A) seiner Schnittformel A. 

Induktive Definition von Dt ß- F. 

1. Ist F ein Axiom des Systems Dt2 , so gelte D* E F für jedt'ir 
Ordinalterm x aus F)(Q) und jede natürliche Zahl m. 

2. Gilt Dt Fi mit x, x für jede Prämisse Ft eines Haupt- 
schlusses des Systems D* oder eines Schnittes, dessen Komplexi- 
tätsgrad < m ist, so gelte Dt I 1' für die zugehörige Konklu- 
sion F. 
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Folgerung. Dt F, a ß, m <t n =>  -ö* fjk F. 

3.3. Deduktive Eigenschaften des Systems D* 

b |— G heißt ein schwacher Schluß, wenn 

Z>* (i ^ => D* ^ G 

für jeden Ordinaltenn a und für jede natürliche Zahl m gilt. 

Umsetzungsregel. Sind F und G gleichwertige Formeln, so ist 

F \— G ein schwacher Schluß. 

Substitutionsregel, ß \U\ |—ß [V] ist ein schwacher Schluß, 

wenn U nicht in ß auftritt. 
Beweise durch Herleitungsinduktion. 

Inversionsregelu. Schwache Schlüsse sind: 

a) ßy [(A —>- B) I b $y [(^-_L)j  

b) ßßy [(A B)] h jßY \B] 
c) T[Mxß[x]]\-T[ß[t}]  
d) [3 Xß[X]]\-jy [ß[U]\  

c) jy [3 x < V ß[X]\ b U < V-* ßy [ß\u\\ 

Beweis durch Herleitungsinduktion unter Benutzung der Um- 
setzungsregel für c) und der Substitutionsregel für d') und e . 

Strukturschlußregel. Gilt F j— G, so ist F \— G ein schwacher 

Schluß. 
Beweis durch Herleitungsinduktion unter Benutzung der In- 

versionsregeln. 

Tautologiesatz. Ist F eine Formel vom Grad m, so gilt Dt 

Q [F, F\ für jede Arjp-Form 0. 
Beweis durch Induktion nach m. 
Fine Formel F heiße endlich her leitbar, wenn es x - w und 

eine natürliche Zahl m gibt, so daß Dt F gilt. 
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Beschränkungslemma. Endlich herleitbare Formeln sind: 

a) Fr —> F, wenn F eine Zj-Formel ist. 

b) F —* F[; , wenn F eine /Zg-Formel ist. 

Beweis durch Induktion nach gr(A) mit dem Tautologiesatz. 

Schwacher Reduktionssau. Aus D* F F folgt D* T* j F. 

Beweis durch Induktion nach et (wie für D* in [7]). 

Schwacher Schnitt-Eliminationssatz. Gilt D* F, mit x < £0, so 

gibt es ß < E0 mit D* ||- F. 
Beweis mit dem schwachen Reduktionssatz durch Induktion 

nach m. 

3.4. Einbettung von 1J0CA in D* 

(V.I.)-Lemma. Für jede Formel J< [o] des Systems D* gilt 

Dt ft V x (J [x]  - f [*'])  - (JF [o] - V .V f M). 

Beweis wie in [7J für D*. 

{Al-CA)-Lemma. Ist [o] eine Aj-Formel und ß [o] eine !l\-For- 
mel, so ist die Formel 

V x {<zA \x] * - ß I :r] j —> 3 TV x ( V(.t) - -> <sA [x | ) 

endlich herleitbar. 
Beweis mit dem Beschränkungslemma, der Hauptschlußregel 

(Ag-Ref) und dem Axiomenschema {W-CA) entsprechend wie in 

[ 7] für das (A\-CA)-Lemma des Systems D*. 
Eine Formel F* des Systems D* heiße eine numerische Spe- 

zialisierung einer Formel F des Systems D2CA, wenn F* durch 
Einsetzungen von Ziffern für freie Zahlenvariablen aus F her- 
vorgeht. 

Einbettungssatz. Gilt D0CA TA, so gibt es eine natürliche Zahl 

m, so daß 

D* !- ' " F*  - • in 

für jede numerische Spezialisierung F* von F gilt. 



Beweistheorie, Analysis 13 

Beweis durch Induktion nach n mit dem (V.I.)-Lemma, dem 
(Ao-CA)-Lemma und der Strukturschlußregel. 

§ 4. Das geschichtete halbformale System RD.*  

4.1. Die formale Sprache ries Systems RD* 

Grundzeichen des Systems RD* : 

1. Die Grundzeichen des Systems D*. 

2. Das Symbol ?.. 

3. Ordinalterme des Systems Q(Q) (als obere Indizes von freien 
und gebundenen Prädikatenvariablen). 

Terme, Ziffern und konstante Primformeln seien wie in Dt 
definiert. 

Induktive Definition der Formeln und Prädikatoren des Systems 

RDf des Grades gr(Z') einer Formel /'und der Mengen Var(/( 
und Var(P) von freien Prädikatenvariablen, die in einer For- 
mel F und in einem Prädikator P im Bereich eines Prädikaten- 

quantors oder eines Symbols < oder ?. auftreten. 

1. Jede konstante Primformel /"ist eine Formel mit gr(F) : = o 
und leerer Menge Var(F). 

2. Ist U eine freie Prädikatenvariable und a aus 0(12), so ist 

lra ein Prädikator mit leerer Menge Var(f/a). 

3. Ist P ein Prädikator und t ein numerischer Term, so ist 
Pf) eine Formel mit gr (Pf)) : = o und Var {Pf)) : = VarJ/3). 

4. Sind P und Q Prädikatoren, so ist P < Q eine Formel mit 
gr(P < Q) : = o. Var (P < Q) ist dann die Menge der freien Prä- 

dikatenvariablen, die in P oder Q auftreten. 

5. Sind A und B Formeln, so ist (A —+% � B) eine Formel mit 
gr(A —* % � B) : = max {gr(A), gr(B)} + 1 und Var(A —>% � B) : = 
= Var(A) w Var(B). 

6. Ist ff [o] eine Formel und v eine gebundene Zahlenvariable, 
die in ff nicht auftritt, so ist V x ff \x\ eine Formel und X x ff [x]  
ein Prädikator mit grfV x ff[x])  := gr^jo]) -f- 1 und Var(V x 
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f [x])  : = Var (JF[o]). Var(A.r jF[;tr]) ist dann di(' Menge der in 

f auftretenden freien Prädikatenvariablen. 

7. Ist U eine freie Prädikatenvariable, J< [£/°] eine Formel, 

X eine gebundene Prädikatenvariable, die in J* nicht auftritt, 
und ff ein Ordinalterm > o aus 0(Q), so ist 3 Xa J< [X]  eine 
Formel mit einem geschichteten Quantor 3 Xa und gr (3 Xa J<[X]) 
:= gr^Jf/0]) + l. Var(3 Xa J*[X\) ist dann die Menge der in 

auftretenden freien Prädikatenvariablen. 

8. Ist U eine freie Prädikatenvariable, J-< \U°] eine Formel, 
P ein Prädikator und X eine gebundene Prädikatenvariable, die 

weder in P noch in J< auftritt, so ist 3 X < PJ"[X] eine Formel 

mit einem beschränkten Quantor 3 X und gr(3 X < P J<[X])  : = 
= grCFT^0])-)- 1- Var(3 X < P ^[X])  ist dann die Menge der 
freien Prädikatenvariablen, die in P oder J< auftreten. 

9. Ist U eine freie Prädikatenvariable, J-’ff/0] eine Formel mit 

U Çf Var (f [£/0]) und X eine gebundene Prädikatenvariable, die 
in J< nicht auftritt, so ist 3 X J*[X\ eine Formel mit einem un- 
beschränkten Quantor 3 X und gr(3 X [X])  : = o. Var (3 X 

J* \X\) ist dann die Menge der in F” auftretenden freien Prädi- 
katenvariablen. 

Wir verwenden die entsprechenden Mitteilungszeichen wie in 
D* und außerdem P, Q, R für Prädikatoren. 

Gradlemma. 

a) Je zwei Formeln J>\o] und J*[f\  haben gleichen Grad. 

b) Je zwei Formeln J^Jf/0] und J^J/3] haben gleichen Grad. 

c) A und B haben kleinere Grade als (A —» B). 

d) J^[t] hat kleineren Grad als V x 

e) f\P] hat kleineren Grad als 3 Xnf[X]  und als 3 X < Qf[X].  

Induktive Definition des positiven und negativen Auftretens eines 

gc-schichteten Quantors in einer Formel des Systems RD*. 

1. In einer Formel vom Grad o tritt kein geschichteter Ouantor 
positiv oder negativ auf. 

2. In einer Formel (A » B) tritt ein geschichteter Quantor 

genau dann positiv (negativ) auf, wenn er in A negativ (positiv) 
oder in B positiv (negativ) auftritt. 
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3. In einer Forme 1 V x J*\x\ tritt ein geschichteter Quantor 

genau dann positiv (negativ) auf, wenn er in Jf[o] positiv (nega- 

tiv) auftritt. 

4. In einer Formel 3 X < P J>\X\ tritt ein geschichteter Quan- 

tor genau dann positiv (negativ) auf, wenn er in Jfff/0] positiv 
negativ) auftritt. 

5. In einer Formel 3 Xa f[X]  tritt der geschichtete Quantor 

3 Xa positiv auf. Außerdem tritt in dieser Formel ein geschich- 
teter Quantor genau dann positiv (negativ) auf, wenn er in F\U°]  

positiv (negativ) auftritt. 

Induktive Definition der Stufen st(F) und st(P) einer Formel F 

und eines Prädikarors P des Systems RD*. 

1. Für jede konstante Primformel A sei st (F) = st (F —» J_) : = o. 

2. st([R) = st (Un(t)) = st (U°(t) — _L) : = «7. 

3. st(P < Q) = st(P < Q — JL) : = max (st(P), st(ß)}. 

4. st(A - B) : = max{st(A —st(i?)}, 
st ((A —* % � B —>- J_) : = max (stf-d), st(B —> I )}.  

5. st(V.r/[.r]):==st(/[oL, 
st(V .r /[*]  — J_) : = st(Jf[o] -±). 

6. st(3 X° F[X])  : = max {a, st (jF[(!70])j,  

st (3 X" JV[X] — J_) : = max {<r, st(JF[f/°j -*_]_)}.  

7. st (3 X < P jf\X\) : = max {st (P), st(Jf[£/0])},  
stG X < P F\X] -*_|_) := max {st (P), st(jF[G°] -*J_)}  

S. st (3 Xf[X])  : = st(JF[U°\ ->J_) 4- 1, 

stG Xf[X]  -±) : = ->% � J_). 

9. st (/. X J?[x] (t)) : = st(JF[ol — J_) + l, 

st a x F[x]j  = st (;. .r F\x\ (t) -J_) : = st(JF-[o] —J_). 

I. Stufenlemma. 

a Je zwei Formeln jFJo] und F[t]  haben gleiche Stufe. 

b) Tritt U° in f[U a] auf, so ist 

stCFfC/"]) = max {er, st(/[f/o])}.  
c) Ist st (P) < a, so ist st (JJ/3]) < st (/[£/"]).  

d) Ist st(P) < o-, so ist st(/[P]) < st(3 Xa F\X\) und 
stpfl/}]  — ±) < stG X°f[X]  — J_). 
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e) Ist st(P) < st(ß), so ist stfjff/’])  < st (3 X < Q J<[X])  
und st(JFfP] — JL) < st(3 X <Qf[X]  — J_). 

f) Ist st (3 X J?[X]) = a + l, so ist 

st(f[U°]  -J_) = st(3 I/[l]  -±) = tr. 

g) Ist st (A.r Jlf#] (£)) = er -j- i, so ist 

st(/M -J_) = st (A.r f[x) (t) -*±)  = a. 

Beweis. a)--c) folgen induktiv aus der Definition der Stufen. 

d) Aus b) folgt st(Jf[£/°]) < st(3 Xa ^[XJ) und 

sttfm —% � _L) < st(3 X*J?[X] — _L). Mit  c) folgt die Behaup- 
tung. 

e) Ist st(0) = er, so folgt aus b) stfj^f/"])  < st(3 X < QJ^[X]) 
und st(jF[U°) — J_) < st(3 X < Qf[X]  — J_). Mit c) folgt die 
Behauptung. 

f) folgt aus b . 

g) folgt aus a). 

2. Stufenlemma. Für jede /’-Form CP und jede W-Form jf)/ gilt: 

a) st(T[A]) = max(st(A), st(rP[J_])} 

b) st(  ̂[A])  = max {st(A — J_), st(J?y [_L])}.  

Beweis durch Induktion nach den Längen von fiP und Jy} . Man 
beachte dabei, daß ^[A] eine Formel A oder B —*-cP0[y4] oder 
CP0[A] —<- _L) —»% � B und Jjÿy [A] eine Formel A —> B oder 

B — Gfy o [A]  oder 0 [A]  -*  J_) -* B ist. 

Streichung von Negativteilen. Tritt A in einer Formel F als Ne- 

gativteil auf, so ist F eine Formel CP[(A —%º� i?)]. Dann sei rP[/>] 
diejenige Formel, die sich aus /'durch Streichung ihres Negativ- 

teils A ergibt. In dieser Weise lassen sich in einer Formel F be- 
liebig viele Negativteile streichen. Das Ergebnis solcher Strei- 
chungen ist immer eine Formel Fn mit Fn 1/ F. 

4.2. Das Herleitungsverfahren des Systems RD* 

Axiome des Systems HD*  : 

(Ax Fi)CP[A], wenn A eine wahre konstante Primformel oder 
eine Formel P < Q mit st(P) < st(0) ist. 
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Ax R2) [A], wenn A eine falsche konstante Primformel 
oder eine Formel P < Q mit st (0 < st(P) oder eine Formel 
3 X < P J<[X]  mit st(P) = o ist. 

(Ax P3) Q[A, B\, wenn A und B gleichwertige Formeln vom 
Grad o sind. 

Hauptschlüsse des Systems RD* : 

(S l), (S 2.0*), (S 3.0) entsprechend wie für D*. 

(RS 2.i* )b> [/[i 3 *] ] für alle/5 mit st (P)<o\-&y [3 XaF[X}~\ 

RS 2.2*) 6/y [J7[P]] für alle P mit st(P) < st(0 

[— bY [3 X < Q F[X~\\, wenn st(0 > o ist. 
(Rs 2.3) Women] bby [3 xrm 

wenn st(3 X f[X])  = a + 1 ist, ^ o aus ^t [>[£/*]]  
durch Streichung aller darin auftretenden Negativteile 3 X J*[X~\ 
hervorgeht und U nicht in der Konklusion auftritt. 

(RS 3.1) m v fP[3 JT F[X}\  b X° F[X]l  

wenn st (P) < a ist. 

(RS 3.2) F[P]  V ^[3 X<Q J[X]]brP[3 X < Q f[X)\, 

wenn st(P') < st (Q) ist. 

(RS 4) by„LFM]  bby [A-v f\x\ (0], 
wenn by 0 LFM] aus b^ LFM] durch Streichung aller darin auf- 
tretenden Negativteile A x (i) hervorgeht. 

Anmerkung. Die Invarianz dieser Hauptschlüsse gegenüber 

Strukturschlüssen ergibt sich für (S 1), (S 2.0*), (RS 2.1*) und 
(RS 2.2*) mit Hilfe der entsprechenden Inversionsregeln, für 
(RS 2.3) und (RS 4) durch die Wahl von b^o anstatt J/)t in den 
Prämissen und für (S 3.0), (RS 3.1) und (RS 3.2) durch die Auf- 
nahme der Hauptteile in den Prämissen. 

Schnitte des Systems RD* entsprechend wie für D*. 
Der Grad eines Schnittes ist der Grad gr(A) seiner Schnitt- 

formel A. 

3. Stufenlenima. Hat die Konklusion eines Hauptschlusses des 

Systems RD * die Stufe a, so hat jede Prämisse dieses Schlusses 
eine Stufe < a. 

Beweis mit Hilfe des 1. und 2. Stufenlemmas. 

a München Ak. Sb. 1980 
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Induktive Definition von RDt — F. 
1 m 

1. Ist F ein Axiom des Systems RD*, so gelte RD* ^ F für 
jeden Ordinalterm a aus F)(Q) und jede natürliche Zahl m. 

2. Gilt RD* A Fj mit a, a für jede Prämisse Fl eines Haupt- 

schlusses des Systems RD* oder eines Schnittes vom Grad < m, 
so gelte RD* A F für die zugehörige Konklusion F. 

3. Da + Regel. Voraussetzungen: 

a) A sei eine Formel 3 X oder A ;r J*\x\ (f) der Stufe a 4- 1. 

b) <P <C + 1 a- 
c) RD* ~ A F. 

d) Für alle | < j und jede Formel B mit st(B) a gelte 
RD* f A - > B =t> RD*_ \lFv B 

Schlußfolgerung: RD* F 

Folgerung. RD* F, y. ß, m < 11 => AZA* A. 

Beweis mit den Lemmata 1 e) und 3. 

Anmerkungen. 

1. Das System RD* hat keine Hauptschlüsse zur Einführung 
von unbeschränkten Quantoren 3 X und A-Ausdrücken in Po- 
sitivteilen von Formeln. Die Herleitung von Formeln 

f[P]  -*  3 X f[X]  und f[t]  - A x f[x]  (/) 

erfolgt hier mit Hilfe der Qa _ j-Regel, wie im folgenden die Be- 
weise der beiden Hauptsätze zeigen. Im 1. Hauptsatz kommt die 
Imprädikativität der Prädikatenquantifizierung zum Ausdruck. 

Diese wird also durch die Qa ,-Regel gewonnen. 

2. Für die Plerleitungsreduktionen hat es sich als zweckmäßig 
erwiesen, in der Qa... j-Regel einen Schnitt aufzunehmen, nämlich 
in folgender Weise: Die Voraussetzung d) der Qa + x-Regel be- 

deutet, daß die Formel A v F herleitbar ist. Mit der Voraus- 
setzung c) folgt durch einen Schnitt die Herleitbarkeit von A 
Der in der Qa  ̂j-Regel enthaltene Schnitt wird aber formal nicht 

zu den Schnitten hinzugerechnet. Er wird erst bei der Kollabie- 
rung einer Herleitung zugleich mit Anwendungen derUn ,-Rcgrl 
eliminiert. 
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4.3. Deduktive Eigenschaften des Systems RD* 

Schwache Schlüsse sind entsprechend wie in D* zu verstehen. 

In RD* gilt die 

Umsetzungsregel entsprechend wie in D*. 

Außerdem hat man hier folgende schwache Schlußregeln: 

Inversionsregeln. Schwache Schlüsse sind : 

a)-c) wie für D*. 

cl) jy [3 X° /[X]] wenn st(P) < ff ist. 

e) G& [3 X < Q jF[X]]  h [JFf/5]], wenn st(P) < st(ß) ist. 

Strukturschlußregel wie für D*. 

Verumregel. Ist A eine wahre konstante Primformel oder eine 

Formel P < Q mit st(P) < st(<2), so ist 

A — F f- F 
ein schwacher Schluß. 

Falsumregel. Ist A eine falsche konstante Primformel oder eine 

Formel P < Q mit st(0 < st(P) oder 3 X < P Jf[X] mit 
st(P) = o, so ist 

A v F \~ F 
ein schwacher Schluß. 

<-Einführung. Entsteht G aus einer Formel F dadurch, daß 

gewisse geschichtete Quantoren 3 X°, die in F positiv oder nega- 
tiv auftreten, durch 3 X < U° ersetzt werden, so ist F |— G ein 
schwacher Schluß. 

A-Persistenz. Entsteht G aus einer Formel F dadurch, daß 

gewisse geschichtete Quantoren 3 XT, die in F positiv auftreten, 
durch 3 X° mit cs > r ersetzt werden, so ist A(— G ein schwacher 

Schluß. 
Die Beweise der vorstehenden Sätze erfolgen durch Herlei- 

tungsinduktion. 

Substitutionsregeln. 

a) F[U a] I- FU!" ] ist ein schwacher Schluß, wenn U nicht in 
auftritt. 
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b) Gilt RD* y JF \Ua\ mit f < Üa + l, wobei U nicht in f auf- 
tritt und U Var(̂ [11°]) ist, so folgt RD* |y F\P] für jeden 

Prädikator P. 

Beweis von a) durch Herleitungsinduktion. 

Beweis von b) folgendermaßen durch Induktion nach £. 

1. sei ein Axiom. Dann ist auch JC\P] ein Axiom. 

2. RD* ||- Jfff/0] sei durch einen Hauptschluß erschlossen. Auf- 
grund von U £}j Var(J^ff/“]) folgt dann die Behauptung aus der 
I .V. (Induktionsvoraussetzung . 

3. RD* y J'\Ua] sei durch eine ÜT_ j-Regel erschlossen. Aus 

I < Da + i folgt dann x < er. Nach dem 1. Stufenlemma b) tritt 
Ua in keiner Formel einer Stufe < r auf. Die Behauptung folgt 
daher aus der I.Y. 

Spezielle Inversionsregeln. Sind 3 X J*[X]  und /. x Cj [x]  (t) For- 

meln der Stufe a 1, ist f < Qa  ̂1 und st (2?) < a, so gilt 

a) RD* |3J f[X]  -* 2? => RD* (f J? [CP] -* B, 
b) RD* |lA x Ç [x]  (*) - B =%º� RD* jf  g [t]  - B. 

Beweis von a) durch Induktion nach f. 

1. 3 X JC[X] —> B sei ein Axiom. Nach dem 2. Stufenlemma 
tritt 3 X JC[X] nicht als Positivteil in B auf. Daher ist auch 

J'[U (r1 —%º� B ein Axiom. 

2. RD* y 3 X J>\X\ —* B sei durch einen Hauptschluß erschlos- 

sen. Ist dies kein Hauptschluß (RS 2.3) mit Hauptteil 3 X JC[X], 
so folgt die Behauptung aufgrund des 3. Stufenlemmas und der 
Strukturschlußregel aus der I.Y. Andernfalls hat man f0 <K £ 

und B0 f- B mit RD* ]y JC[Va] —*% � B0, wobei V weder m J< noch 
in B auftritt. Dann folgt die Behauptung mit der Strukturschluß- 

regel und Substitutionsregel a . 

3. RD* y 3 X JC[X] —> B sei durch eine 22r + 1-Regel erschlos- 

sen. Aus f < Qa j folgt dann r < a. In diesem Fall tritt 3 X JC[X] 
in keiner Formel einer Stufe < r auf. Die Behauptung folgt daher 
aus der I.V. 

Beweis von b) entsprechend wie von a). 
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1. Hauptsatz. Ist 3 X J<\X] eine Formel der Stufe a -j- l, so gilt 

RD* §°+1f[P]  -3 Xf[X\ 

für jeden Prädikator P. 
Beweis. Für £ < Qa . x und st(i?) < a folgt aus 

RD* 3 X F\X] —> B nach der speziellen Inversionsregel a) 
RD* jj- Ua] — B. Dabei sei U so gewählt, daß es weder in JF 
noch in B auftritt. Dann gilt U Var(J^[Ua]') aufgrund der 
Voraussetzungen zur Bildung der Formel 3 X Nach der 
Substitutionsregel b) folgt RD* J^[P] B. Mit der Struktur- 

schlußregel folgt 

RD* !f  3 -V nX] -B=> RD* jf  (JF\P] f[X])  v B 

für alle £ < £Ja l und jede Formel B mit st B < er. Als (Ax R3) 
gilt auch 

RD* ß- 3 x nx\ - J[R] - 3 -V F[X])  

Nach Lemma 4 a) gilt id (ßn . 1) «„ - 1 Da . L. Die Behauptung er- 
gibt sich daher mit der Qa _ j-Regel. 

2. Hauptsatz. 1st X x  F[x]  (t) eine Formel der Stufe er —|— 1, so 

gilt 

RD* f > f\t) ^Xxf[x](t) 

Beweis mit hülfe der speziellen Inversionsregel b) entsprechend 
wie für den 1. Hauptsatz. 

Tautologiesatz. Ist F eine Formel vom Grad m, so gilt 
RD* I"  Q \F. F] für jede AhP-Form Q. 

Beweis durch Induktion nach m. 

1.4. Herleituiigsreduktioneu in RD* 

Schnittlemma. Ist A eine Formel vom Grad m, die nicht die 
Gestalt A1 —» A2 liât, so gilt 

RDt rAv F RD* f A -* F => RD* F *2 I m ’ i. \m £. \m 

Beweis. 1. Es sei m = o. Dann führen wie den Beweis folgen- 
dermaßen durch Induktion nach y.. 



22 Wilfried Buchholz / Kurt Schütte 

1.1. AM F sei ein Axiom. Ist F kein Axiom, so ist A cine 
wahre konstante Primformel oder eine Formel P < Q mit st (A) < 
< st(<2) oder F eine Formel J[ A0\, wobei A und A0 gleich- 
wertig sind. In diesen Fällen folgt die Behauptung aus der 2. Vor- 
aussetzung mit der Verumregel oder mit der Umsetzungsregel 

und Strukturschlußregel. 

1.2. FD* [2- A v F sei durch einen Hauptschluß erschlossen. 

Der Hauptteil eines solchen Schlusses liegt in F. Daher hat 
jede Prämisse die Gestalt CP t [A]. Hierfür hat man a,- <£ a mit 
FD* iL^rPl[A]. Mit der Strukturschlußregel und nach I.V. folgt 
FD* (2i* ,s tPJ.[A], Hieraus folgt mit einem entsprechenden 

Hauptschluß FD* FM F und nach der Strukturschlußregel 

1.3. FD* [2- A v F sei durch die ßB + 1-Regel erschlossen unter 
Benutzung von cp <^a + x«. Nach Lemma4b) folgt cp^fß <^0 + 1a. dfrß. 
Hiermit ergibt sich die Behauptung aus der I.V. 

2. A sei eine Formel V x J<\x\. Dann erfolgt der Beweis durch 
Induktion nach ß mit der Strukturschlußregel und Inversions- 
regel c). 

3. A sei eine Formel 3 Xa J'\X\ oder 3 X < P ßp\X\. Dann 
erfolgt der Beweis durch Induktion nach « mit der Struktur- 
schlußregel und Inversionsregel d) oder e). 

Reduktionssatz. Aus FDt j2;+1 A folgt FD* |2f F. 

Beweis durch Induktion nach a. 

1. A sei ein Axiom. Dann ist die Behauptung erfüllt. 

2. FD* [2j j_ j A sei durch einen Hauptschluß oder einen Schnitt 
vom Grad < m erschlossen. Dann folgt die Behauptung aus der 
I.V., denn aus a;. a folgt oD oF. 

3. FD* j^+1 A sei durch einen Schnitt vom Grad m erschlossen. 
Dann hat man nach I.V. 

mit a, a (i = 1,2) und gr (A) = m. 

3.1. A habe nicht die Gestalt Ax —> A2. Dann folgt die Be- 
hauptung aus (1) und (2) nach dem Schnittlemma, da 

FD* \l#ß F. 

(1) 

(2) 
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0J%1 O)*2 of ist. 

3.2. A sei eine Formel A1 —> A.,. Dann folgt aus (1) nach der 
Strukturschlußregel 

(3, RD\ ^AI-^(A2VF) 

und aus (2) nach den Inversionsregeln a) und b) 

4 RD* l^“ 2 A1 v F 

(5) RD*^A2-^F 

Aus (4) und (3) folgt mit der Strukturschlußregel und einem 
Schnitt vom Grad < m 

(6; RD* f^“ 1 - “ 2 A2V F 

Aus (6) und (5) folgt die Behauptung mit einem Schnitt vom 
( iracl < m. 

4. RD* . x A sei durch die Qa _ j-Regel erschlossen unter Be- 
nutzung von çs ÔTla. Nach Lemma 4b folgt of <£0_1_1of. 
Hiermit ergibt sich die Behauptung aus der I.V. 

Starker Schnitt-Eliminationssatz. Aus RDt — F folgt 

RD* [£"“  F. 

Beweis mit dem Reduktionssatz durch Induktion nach m. 

Kollabierungssatz. Aus RD* jf-  F mit st (F) <rr folgt RDt ^ F. 

Beweis durch Induktion nach a. 

1. F sei ein Axiom. Dann ist die Behauptung erfüllt. 

2. RD* F sei durch einen Hauptschluß erschlossen. Dann 

folgt die Behauptung aufgrund des 3. Stufenlemmas aus der I.V'., 
da aus a, <L a nach Lemma 1 c) DaoDaa. folgt. 

3. RD* i^j- F sei durch eine ÜT rRegel erschlossen. Dann hat 
man 

(0 <p 

und eine Formel A der Gestalt 3 X 7^[A ] oder Xx ]*\x\  (t) mit 
stM) = T 4- 1 und 

(2) RD* ff u A F 
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(3) I < ßT + 1I st (B) < T, RD* (1 A RD* |f Fv B. 

3.1. Es sei T < er. Aus (1) folgt dann nach Lemma 4c) Daq> <<C 
<^T + 1Z>0a. Mit (2) und (3) folgt die Behauptung aus der I.V. 
nach der ßr + 1-Regel. 

3.2. Es sei a < r. Aus (2) folgt dann nach I.V. 

RD* j£r(,f0> A — F 

DaZQ(<po) < ßT + 1 ist, folgt nach (3) und der Strukturschlußregel 

Rn* \ZFJ(<PU)) p 

Aus (1) folgt 

<p (D (95 o)) C <x 

Nach der I.V. und Lemma 1 c) folgt die Behauptung. 

4.5. Interpretation  von D* in RD* 

Definition. Für einen Limesterm a aus 0(D). Eine Formel F" 
des Systems RD* heißt eine a-Interpretation einer Formel F des 
Systems D*, wenn F° durch folgende Ersetzungen aus F her- 
vorgeht : 

1. Für jede in F auftretende freie Prädikatenvariable wird ein 
Prädikator des Systems RD* einer Stufe < a eingesetzt. 

2. Jeder in F auftretende starke Prädikatenquantor 3 X wird 
durch 3 Xa ersetzt. 

Folgerungen. Für jede cr-Interpretation Fa einer Formel F des 

Systems D* gilt : 

a) gr(A°) = gr (F) 

b) Ist F eine schwache Formel, so ist st(F°) < a. 

c) Ist F eine starke Formel, so ist st(Fa) = a. 

d) Ist F eine Zj-Formel, so tritt jeder in Fa vorkommende ge- 
schichtete Quantor 3 Xa positiv in Fa auf. 

Interpretationssatz. Gilt D* fpF mit a < K0 für eine For- 

mel F und ist a — co1 + a • ß mit o < ß < e0, so folgt 

RD* pr. 
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für jede er-Interpretation Fa von F. 

Beweis durch Induktion nach a. 

1. F sei ein Axiom des Systems D*. 

1.1. Ist F eines der Axiome (Ax i)-(Ax 3), so ist Fa eines der 
Axiome (Ax R i)-(Ax R 3). 

1.2. Ist A ein Axiom (W-CA), so ist F° eine Formel 

rpp Y y x (y(x) *->  F[x\)], 

wobei f[o) eine Stufe < er hat. Aus dem Tautologiesatz des 
Systems RD* folgt mit einem Hauptschluß (RS 4) 

(1) RDt A z n^\(n) - Rn\ 

für jede Ziffer n. Die Formel /. z jf [z] (n) hat eine Stute < er. 
Nach dem 2. Hauptsatz gilt daher 

(2) RD* ff» f[n]  -*  A z f[z]  (») 

Aus (1) und (2) folgt mit der Strukturschlußregel und Haupt- 
schlüssen (S 1) und (S 2.0*) 

( 3) RD\ ' 2 V .r /. *  f[z]  (x)  ̂f[x]).  

Die Formel 3 Y V x (Y(x) <--> J*[x])  hat ebenfalls eine Stufe < a. 

Nach dem 1. Hauptsatz gilt daher 

(4) RD* [£» Mx(lz JF[aJ (x) <- f[x]  )-*]  FV r( Y(x) **  f[x]).  

Aus (3) und (4) folgt mit der Strukturschlußregel und einem 
Schnitt 

RD* |£°- a 3 Y V ,r (Y(x) f[x])  

für eine geeignete natürliche Zahl m. Mit  der Strukturschlußregel 
und dem starken Schnitt-Eliminationssatz folgt die Behauptung, 
denn nach Lemma 2 a) ist a>„, (Qa +3) <£ Qa + al. 

2. D* IY F sei durch einen Hauptschluß des Systems D* er- 

schlossen. Dann ist auch jede Prämisse dieses Schlusses eine 
-Ei-Formel. 

2.1. Es handle sich um einen Hauptschluß (S 1), (S 2.0*:, 
(S 2.1), (S 2.2), (S 3.0) oder (S 3.2). Dann folgt die Behauptung 
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aus der I.V., wobei im Fall von (S 3.2) auch die Falsumregel 
heranzuziehen ist. 

2.2. Es handle sich um einen Hauptschluß (S3.1). 1st der 

Hauptteil dieses Schlusses eine starke Formel, so folgt die Be- 
hauptung unmittelbar aus der I.V. Andernfalls ist F° eint' Formel 

CP [3 X F[X}\  

und man hat nach I.V. 

(1) RD* F\P\v [3Xf\X\]  

mit a0 < oc. Uie unter (1) angegebene Formel hat eine Stufe 
u < a. Aus (1) folgt daher nach dem Kollabierungssatz 

(2) RD* f" ("a - " 2a*> J? [P]  v T [3 .V F[X]\  

Die Formel 3 X hat eine Stufe r + 1 • a. Nach dem 

1. Hauptsatz hat man 

3.: RD* f 'F\P\-~3Xf[X]. 

Aus (2) und (3) folgt mit der Strukturschlußregel und einem 
Schnitt 

RD* £ T [3 X J? X] I 

tür y : = D + 2a0j ) 4k -K . [ und eine geeignete natürliche 
Zahl m. Nachdem starken Schnitt-Eliminationssatz folgt die Be- 
hauptung, da nach Lemma 2 b) ujm (y) <£ Qa . + 2 a ist. 

2.3. Es handle sich um einen Hauptschluß (Ü^-Ref). Dann ist 

F eine Formel CP\3 ]'  Ay], und man hat y.n < a mit 

(1) D* ff A vT [3 Y Av\ 

Ist 3 V Ay eine schwache Formel, so ist U Q Var(Au')t folg- 
lich Y nicht in Ay enthalten. In diesem Fall ergibt sich die Be- 
hauptung ähnlich wie im Fall 2.2. Andernfalls ist Fa eine Formel 

T°[3 Ya^l[Y]],  

wobei eine Stufe < a hat. Dann gibt es CT0 • o derart, 
daß bei der Bildung von Fa nur Prädikatoren von Stufen < <rn 

für die in F auftretenden freien Prädikatenvariablen eingesetzt 
sind. Hierzu gibt es /fn mit 
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tr0 < T : = w1 T *“  • ß0 < CT = o)1 a • ß 

AT sei diejenige T-Interpretation von A, bei der für die in A auf- 
tretenden freien Prädikatenvariablen dieselben Prädikatoren wie 

bei der Bildung von A° in F eingesetzt sind. Aus Fa bilden wir Fr, 
indem wir jeden geschichteten Quantor 3 Xn durch 3 XT ersetzen. 
Aus (t) folgt nach I.V. 

RD* jih r»^«. AZVFZ [3 YToA [Fj]  

Nach Voraussetzung ist A eine Z^-Formel. Daher folgt aufgrund 
der A-Persistenz 

(2; RD* : 2ct" AT V Fa [3 YazA [ F]] 

oA[Uz] ist diejenige Formel, die sich aus Ar ergibt, wenn jeder 
darin auftretende geschichtete Quantor 3 XT durch 3 X < Ur 

ersetzt wird. Aus (2) folgt daher durch ^-Einführung 

RD* |T - “ 2a“ ci/4 [U Z1\ v T° [3 VacA [ Y]]  

Mit einem Hauptschluß (RS 3.1) folgt die Behauptung. 

3. D* [f  F sei durch einen Schnitt erschlossen. Dann hat man 
a • < x (i = 1,2) mit 

(1 D*^AvF 

(2) D* |f A — A 

Die Schnittformel /I ist entweder eine schwache Formel oder eine 
starke Formel 3 X üA [X], wobei oA[£/] eine schwache Formel 
ist. Im zweiten Fall folgt aus ’2) nach der Inversionsregel d) 
des Systems D* 

(3 ; D*$zA[U]-~F 

Dabei sei U so gewählt, daß es weder in noch in F auftritt. 
Bei (1) und (3) handelt cs sich um ^-Formeln. Nach I.V. folgt 
daher 

(4) RD* 2" A°v Fa 

(5) RD* |-f° 2'M oA" [P] ->F° 

für jeden Prädikator P mit st /’ < a. Aus (5) folgt durch einen 

Hauptschluß (RS 2.1* 
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(6) “= t-1 4a pa 

(4) und (6) gelten auch im ersten Fall, in dem A eine schwache 
Formel ist. Man hat /; : = st(Aa v F°) < a und v : — st (Aa —*% � Fa 

< er. Aus (4) und (6) folgt nach dem Kollabierungssatz 

und m : = gr(A) + 1. Nach dem starken Schnitt-Eliminations- 
satz folgt die Behauptung, da nach Lemma 2 c) com (y) <f Q,, . m -f- 
-f 2J ist. 

§ 5. Beweistheoretische Abgrenzung des Systems D0CA 

Eine Formel des Systems D2CA heiße geschlossen, wenn sie 
keine freie Zahlenvariable enthält. Jede geschlossene Formel des 
Systems D2CA ist zugleich eine Formel des Systems D*. 

Ist er ein Limestern aus 0(ß) und F eine Formel des Sy- 

stems D*, so verstehen wir unter der einfachen a-Interpretation 
von F diejenige er-Interpretation von F, bei der für jede in F auf- 
tretende freie Prädikatenvariable U der Prädikator U° eingesetzt 

ist. Die einfache a-Interpretation einer schwachen Formel des 
Systems D* ist eine von a unabhängige Formel einer Stufe < a>. 
Diese Stufe bezeichnen wir als die Stufe der' schivachen Formel 
des Systems D*. 

Abgrenzungssatz. Ist F eine in DfOA herleitbare geschlossene 

schwache Formel der Stufe o, so gibt es y < Q Qf.a o, so daß 

RD* A Fn für d ie (von a unabhängige) einfache a-Interpretation 
Fa von F gilt. 

Beweis. Nach dem Einbettungssatz des § 3 gibt es a < to • 2 
und eine natürliche Zahl m, so daß D* Sjjj F gilt. Dann gibt es 

für 
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nach dem schwachen Schnitt-Eliminationssatz des § 3 ß < e0 mit 

Dt jy F- Für a : = u>1 r folgt nach dem Interpretationssatz des § 4 

RD* [£° « ' 2/5 A° 

Da Fa die Stufe o hat, folgt nach dem Kollabierungssatz des § 4 
RD* [£ Fa für 

y : = A, (Q„  . + 2 ß)< D, Qet = <9 Q"  o. 

Folgerung. In DZCA ist die formalisierte tranfinite Induktion 

nicht bis 0f if o herleitbar, d. h. es gilt |D2CA \ < 0ß(> o. 

§ 6. Beweistheoretische Abgrenzung des Systems PXCA 

Das formale System PXCA hat dieselbe formale Sprache wie 
das System D2CA. Es unterscheidet sich von D2CA nur dadurch, 
daß es anstelle des Axiomenschemas (Al-CA) das schwächere 
Axiomenschema (IV-CA) hat (wie D* in § 3, jedoch auf die for- 
male Sprache von PXCA bezogen). 

Das halbformale System Pf unterscheidet sich von dem System 
D* dadurch, daß hier das Symbol < und somit auch die be- 
schränkten Prädikatenquantoren fortfallen. Hiermit entfallen 
auch die Hauptschlüsse (S 2.2), (S 3.2) und (AlJ-Ref). Außerdem 

wird in Pf der Komplexitätsgrad kg(A) durch den Grad gr(A) 
ersetzt. 

Entsprechend wie in § 3 ergeben sich die folgenden zwei Sätze. 

Einbettungssatz. Gilt Px CA — F, so gibt es eine natürliche 

Zahl m, so daß 

p# n p* 

für jede numerische Spezialisierung F* von A gilt. 

Schwacher Schnitt-Eliminationssatz. Gilt Pf A mit y. < e0, so 

gibt es ß < £0 mit Pf F. 
Das geschichtete halbformale System RPf unterscheidet sich 

von dem System RDf ebenfalls nur dadurch, daß hier das Sym- 
bol < und die beschränkten Quantoren fortfallen. Hiermit ent- 

fallen auch die Hauptschlüsse (RS 2.2*) und (RS 3.2). 
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Entsprechend wie in § 4 ergeben sich die folgenden drei Sätze: 

Starker Schnitt-Eliminationssatz. Aus RP* |F folgt RP* |»3a>/T. 

Kollabierungssatz. Aus RP* | F mit st (F) < a folgt RP* \^&x F. 

Interpretationssatz. Gilt P* F mit a - ; e0 für eine schwache 

Formel F, so folgt 

RP* If“  11 F"‘  

für jede co-Interpretation Fm von F. 
Ist nämlich P* | F für eine schwache Formel F durch einen 

Hauptschluß oder Schnitt des Systems P* erschlossen, so ist auch 
jede Prämisse dieses Schlusses eine schwache Formel. Ihre cu-In- 
terpretationen haben Stufen < m. Daher ergibt sich der Inter- 

pretationssatz für P* entsprechend wie in § 4 für D*. 
Entsprechend wie in § 5 folgt der 

Abgrenzungssatz. 1st F eine in PXCA herleitbare geschlossene 

schwache Formel der Stufe o, so gibt es y < O (ßm % � eQ) o, so 
daß RP* I F1'' für die einfache 10-Interpretation Fa von F gilt. 

Beweis. Nach dem Einbettungssatz und dem schwachen 

Schnitt-Eliminationssatz gibt es ß < e0 mit P* jy- F. Nach dem 
Interpretationssatz und Kollabierungssatz folgt RP* | F"‘  für 

7 : = Do (&., + ß) < Dn (Q,„ + fn) = F) (ü,„  • e„)o 

Folgerung. | P1CA \ FF) Qm) %  £n'lO. 

§ 7. Beweistheoretische Abgrenzung des Systems GP^CA 

Das formale System GPXCA hat dieselbe formale Sprache wie 
die Systeme D2CA und PXCA. Sind J<\U\ und Ç[o] Formeln 

dieses Systems, wobei U nicht in auftritt, so bezeichnen wir 
mit JF[C/] diejenige Formel des Systems GPXCA, die sich aus 

ergibt, wenn jeder darin auftretende Bestandteil der Ge- 
stalt U{u) durch Q\ii\ ersetzt wird (eventuell unter Umbenennung 

von gebundenen Variablen zur Vermeidung von Variablenkolli- 
sionen). GPXCA sei PXCA mit der zusätzlichen Hauptschlußregel 

(S 3-0 nQ] V T [3 v f[X)]  b CP [3 v f[X]l  
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wenn 3 X ß[X} eine schwache Forme] und Q[oj eine beliebige 
Formel ist. (Durch diese zusätzliche Schlußrege] wird die Bar- 
Induktion für arithmetische Prädikate gewonnen.) 

Wir interpretieren GPtCA direkt in dem geschichteten halb- 
formalen System RP* des § 6, ohne eine Einbettung in P* zwi- 
schenzuschalten. Als a-Interpretationen einer Formel F des Sy- 

stems GPgCA erklären wir die o-Interpretationen (gemäß § 4) der 
numerischen Spezialisierungen von F. Diese er-Interpretationen 

sind Formeln des Systems RP*. 
Das System RP* hat die entsprechenden deduktiven Eigen- 

schaften wie das System RD*. Insbesondere gelten in RP* die 
Inversionsregeln a)-d), die Strukturschlußregel die Substitu- 

tionsregeln a) und b), die speziellen Inversionsregeln a) und b , 
der 1. und 2. Hauptsatz, der Tautologiesatz und das QI AI)-Lemma 
entsprechend wie in RD*. In Ergänzung zur Substitutionsregel b) 

und zum 1. Flauptsatz brauchen wir noch die folgenden zwei 
Sätze. 

Substitutionsregel, cj. Gilt RP* — J?[£/°] mit f < üa+1, wobei 

l ' nicht in JT auftritt und U Var{J^\U <r\) ist, so folgt 

RP* jf* 2” ' f[Ç]  für jede Formel Ç[o] vom Grad m. 
Beweis durch Induktion nach £. 

1. ß\Ua] sei ein Axiom. Dann ist ein Axiom oder eine 
Formel Q[Q[s], Q\t]\ mit numerischen Termen .f, t vom gleichen 
Wert. Im zweiten Fall folgt die Behauptung aus dem Tauto- 
logiesatz. 

2. RP* (j- ß[C ”]  sei durch einen Hauptschluß erschlossen. Auf- 
grund von V A Var(J'\U' r\) folgt dann die Behauptung aus der 
l.V. 

3- RP* Q f[G°} sei durch eine _QT j-Regel erschlossen unter 
Benutzung von q> <ßT , f. Nach Lemma 4b) folgt <4 #2 m 
-<T j I %2m. Hiermit ergibt sich die Behauptung aus der LY. 
wie im Beweis der Substitutionsregel b). 

3. Hauptsatz. Ist 3 X Jf\X\ eine Formel der Stufe a -j- 1, so gilt 

Rp* FK/1 ,3Xf[X] 

für jede Formel (y[o|. 
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Beweis. Es sei gr(C/[o]) = m. Für £ < -Q0 + 1 und st(j?) < n 
folgt aus der speziellen Inversionsregel a), der vorstehenden Sub- 
stitutionsregel c) und der Strukturschlußregel RP* jf  3 X J<[X]  
— A => RP* (J[Ç] ->3X f[X])  v B. Hiermit erhält man 

die Behauptung nach der _Q0 + 1-Regel, da nach Lemma 4a) 
id(ßa + l) # 2 m C0+1 gilt. 

Es folgt nun der 

Interpretationssatz. Gilt GPXCA F, so gibt es eine natürliche 

Zahl m, so daß 
Rp* |£„, "  

für jede co-Interpretation F“ von F gilt. 

Beweis durch Induktion nach n mit dem (V.I.)-Lcmma und 
den drei Hauptsätzen. Hierbei wird die Hauptschlußregel (S 3.1' 
durch den 3. Hauptsatz berücksichtigt. 

Abgrenzungssatz. Ist F eine in GP^CA herleitbare geschlossene 

schwache Formel der Stufe o, so gibt es y < 0tßm + 1o, so daß 
RP* f F'° für die einfache co-Interpretation F"" von F gilt. 

Beweis. Nach dem Interpretationssatz gibt es natürliche Zah- 
len m und n mit 

RP* |ä» " F"‘  

Nach dem starken Schnitt-Eliminationssatz und Kollabierungs- 
satz folgt RP* [f  Fm für 

y.= D 0 + n)) < 50
£ß„, • 1 = © 1 o 

Folgerung. \GP1CA | < F) E,} < , t O. 

§ 8. Beweistheoretische Abgrenzung des Systems GD2CR 

Las formale System D2CR unterscheidet sich von D2CA da- 
durch, daß es anstatt des Axiomenschemas (Al-CA) folgende 
Hauptschlußregel hat: 

(4-67?) V .r (zA[x] -> ‘B\x)) |- 3 Y V x (Y(x) ^oA[x]), 

wenncu7(oj eine JffFormel und 'S [o] eine FI \-Formel ist. 
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Das formale System GD2CR sei D2CR mit der zusätzlichen 
Hauptschlußregel (S 3.1') des § 7. Wie GPXCA interpretieren wir 

auch GDjOR direkt in RP*. 

Interpretationssatz. Gilt GD2CR \— F und ist 0 = w’ l + l % � ß mit 

o < ß < so folgt 

PP* \—a + m + n p° 

für jede er-Interpretation Fa von F. 
Beweis durch Induktion nach n. Wir betrachten nur den Fall, 

daß GD2CR I—F durch einen Hauptschluß (A\-CR) erschlossen 
ist, da der Beweis in allen anderen Fällen sehr einfach ist. Dann 
ist F eine Formel 

3 Y\f x(Y(x)<+ cs4[x]) 

Ist cA\o] eine schwache Formel, so erfolgt der Beweis ähnlich 
wie für den Interpretationssatz des § 4 im Fall 1.2. <sA[6\ sei nun 
eine starke Formel. Dann ist Fa eine Formel 

3 Ya Vx(Y(x)^oAa[x]) 

Man hat n0 <n mit 

GDoCR 1= V x (QA [X] +* % � ß [*]),  

wobei eA[o] eine .Ej-Formel und “B[o]  eine /Fj-Formel ist. Nach 
I.V. folgt 

RP* [f»+« + *‘  M x{pA° [x] ß”[x])  

Mit den Inversionsregeln a)-c), der Falsumregel und Struktur- 

schlußregel folgt 

(1 ) RP* + « + "• zA° [m\ — ßa [m]  

(2) RP* |f 0 + » + ß7 [m] — oAa [;m] 

für jede Ziffer m. Es gibt ß0 mit 

o < T : = (ü"° +1 • ß0 < a = tu* +1 • ß 

derart, daß bei der Bildung vonc/Fund ßa nur Prädikatoren von 
Stufen < T für die in cA und ß auftretenden freien Prädi- 

katenvariablen eingesetzt sind. Aus oAa und ßa bilden wir <iAx 

3 München Ak. Sb. 198t 
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und TP, indem wir jeden geschichteten Quantor 3 X° durch 3 X7 

ersetzen. Dann sind oAT[m] und rBT\m\ T-IInterpretationen von 

cX[m\ und cB[m\. Ebenso wie (2) erhält man 

(3) RPt |f + u, + ””  ^[m\ -*oAr [m\ 

Für m1 : = gr(eHr[o]) und m2 : = gr(‘BT[o]) erhält man mit dem 
Tautologiesatz, einem Hauptschluß (RS 4) und aufgrund der 
A-Persistenz 

(4) RP? if-”“  +1 A 2 QAT [S\ (m) -*  QA° [m]  

(5) RP? I“’  ^[m] -> Tir[m\ 

Nach dem 2. Hauptsatz gilt 

(6) RP* p|r + " CLHT \m\ -*  A 2 oAz [F] (m) 

Für m0 : = max {gr(eH[o]), gK'Bfo])}  + 1 folgt aus (1), (5), (3) 

und (6) mit der Strukturschlußreg.'] und mit Schnitten 

(7) ^? H: + “  + - + 2 ° M à z QAT [*]  (m) 

Aus (4) und (7) folgt mit der Strukturschlußregel und mit Haupt- 
schlüssen (S 1) und (S 2.0*) 

RP* [£. + » + ..+ « v*  (\zzA7[ z\ (X)^QA°[X]) 

Mit  der Strukturschlußregel und mit einem Hauptschluß (RS 3.1) 
folgt 

RP? |£° + " + "«+ 6 3 Y° V .r (y(x) **  Aa[x\), 

da der Prädikator A z eXT[ z\ eine Stufe < er hat. Mit  dem starken 
Schnitt-Eliminationssatz folgt die Behauptung, da w (ß,+ B)+„ i 

+ 5) Qo+uj + n ist- 

Abgrenzungssatz. Ist F eine in GD2CR herleitbare geschlossene 

schwache Formel der Stufe o, so gibt es y < 0 Q o, so daß 
RP* P Fa für die (von a unabhängige) einfache er-Interpretation 

Fa von F gilt. 

Beweis. Nach dem Interpretationssatz gibt es eine natürliche 
Zahl 71, so daß 

pp* (5® + <" + « pa 
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für a : = co" + 1 gilt. Nach dem Kollabierungssatz folgt RP* Fa 

für 
y : = D0 Qa+ a + „ < D0 Qu>m = G Q  ̂o. 

Folgerung. \D2CR\ < \GD2CR\ < 00^0. 
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