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Die Leitung des Schalles im Ohr.
Von Otto Frank.

Vorgetragen in der Sitzung am 18. Januar 1923.%)

Vor einigen Jahren habe ich in den Berichten der Akademie?)
den Inhalt einer Untersuchung verdffentlicht, nach der eine Reihe
von physiologischen Problemen mit dem Prinzip der gekoppelten
Schwingungen aussichtsreich angegriffen werden kann. Ich habe
damals darauf aufmerksam gemacht, daf hierzu auch die Mechanik
der Schalleitung im Ohr gehort. Mir war es klar, daB hier ebenso
vorgegangen werden sollte, wie bei der Behandlung der Regi-
strierinstrumente, deren Theorie, wie ich glaube, jetzt abge-
schlossen ist. Man wird sich die Frage vorlegen: Wie kann ein
Apparat beschaffen sein, wenn er die Schalleitung im Ohr itber-
nehmen soll und wie entsprechen die tatsiichlichen Verhiltnisse
des Ohrs der Aufgabe, die ein solcher Apparat zu erfiillen hat.
Man hat zuniichst die Grundidee des schalleitenden Apparates
festzulegen. Dann ist die mathematisch-mechanische Analyse von
einfachen Modellen zu versuchen. Es ist ferner der Geltungs-
bereich der vereinfachten Losung, die man auf diese Weise erhiilt,
festzustellen. Ferner ist die auf diesen mathematischen Modellen
aufgebaute Theorie an wirklichen Modellen zu priifen. Schliefilich
miissen selbstverstindlich die Experimente an dem wirklichen Ohr
den Kntscheid iiber die Bedeutung der Schematisierung ergeben.
Die durch die Analyse der Modelle gewonnenen Grundsitze er-
geben einen vorziiglichen Leitfaden fiir die Experimentalunter-
suchung.

Durch den schalleitenden Apparat werden die Druckschwan-
kungen in den Schallwellen, die auf das Ohr treffen, in Be-

1) Krste Mitteilung Januar 1922.
2) 1915 und 1918.
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wegungen der Lymphe des Labyrinths umgesetzt. Diese Uber-
tragung konnte durch eine Kolbeneinrichtung erfolgen, wie sie
in der Fig. 1,1 angegeben ist. Der mit einer Feder versehene
Kolben, auf den die Schallwellen auftreffen, hat wie das Trommel-
fell, eine verhiiltnismiBig grofie Fliche, wiihrend der Eingang der
Schnecke, das ovale Fenster, klein ist. Das Verhiiltnis der beiden
Flichen betrigt 60 mm?/3 mm? Die Kraft, die auf den kleinen
Kolben wirkt, wird dadurch um das 20 fache gesteigert, und
ebenso stark die Empfindlichkeit, d. h. die Verriickung der
Steigbiigelplatte dividiert durch den einwirkenden Druck. Die
erste Hauptgrofe, welche die Leistung des schalleitenden Appa-
rates bestimmt, ist die Empfindlichkeit, die zweite ist die Schwin-
gungszahl oder die Frequenz. Je hoher die Schwingungszahl
ist, um so getreuer werden verwickelte Schwingungsbilder wieder
gegeben. Ich habe frither die Grundsiitze eines derartigen Appa-
rates verglichen mit der Leistung eines abbildenden optischen
Apparates, und habe das Quadrat der Schwingungszahl als das
Auflgsungsvermigen bezeichnet, wihrend die Empfindlichkeit mit
der Vergrofierung zu vergleichen ist. Das Produkt aus beiden
habe ich die Giite eines Registrierapparates genannt. Bei einem
System von einem Freiheitsgrad, wie bei dem Kolbenmodell, ist
es der reziproke Wert der Masse. Auch fiir den schalleitenden
Apparat wird sich der Begriff der Giite als dienlich erweisen.
Zwischen dem Kolben und der Steigbiigelplatte habe ich in
dem Modell eine starre Verbindung angenommen. Die Koppe-
lung ist eine absolut zwangliufige. Der Organismus kann nicht
derartige Kolben bilden, das Material ist nicht zu beschaffen.
Die Dichtung ist unméoglich. Bei dem Ohr ist an der Stelle des
ersten Kolbens eine Membran vorhanden. In diese Membran ist
bei einigen Tieren, wie bei dem Frosch, ein scheibenartiges, bei
anderen, wie bei dem Menschen, ein stabartiges Gebilde, der
Hammer, eingeftigt, das durch einen Stift oder eine Kette von ela-
stisch miteinander verkniipften Knichelchen, den Gehorknachelchen,
mit der Steigbiigelplatte verbunden ist. Die Steigbiigelplatte ist
sehr enge durch eine Membran in die Labyrinthoffnung eingefiigt.
Die Koppelung des Schall aufnehmenden Teils mit der Steig-
hiigelplatte ist nicht mehr so eng wie bei dem Kolbenmechanismus.
Dadurch wird zuniichst die Empfindlichkeit herabgesetzt. Hs wird
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zu erdrtern sein, welche Veriinderungen der mechanischen Ver-
hiiltnisse gegeniiber den des Kolbenmechanismus eintreten. Im
Mittelpunkt der ganzen Abhandlung steht somit die Analyse der
Modelle 11 und I, die in der Figur angegeben sind.

' Bei dem Modell II findet eine fortschreitende Bewegung, bei
dem Modell III eine drehende Bewegung des in die Membran einge-
fiigten Korpers statt. Die Mechanik des Kolbenmechanismus be-
handle ich nicht im einzelnen, sie ish, wie ich schon oben ange-
deutet habe, so durchsichtig, daB eine besondere Untersuchung
nicht notwendig ist. Aber es ist kein Zweifel, daf die richtige
Beurteilung des schalleitenden Mechanismus nur durch einen Ver-
gleich der verschiedenen Konstruktionsmoglichkeiten der Einrich-
tung erreicht wird. Ebenso wie bet meiner Analyse der Regi-
strierinstrumente wird auch hier die Untersuchung des Kolben-
mechanismus als des einfachsten eine wichtige Rolle spielen.

Durchschuitte Aursicht auf
die

e Membranen.




14 0. Frank

1. Statik des schalleitenden Apparates.

Bei der Statik handelt es sich um die Ermittelungen der
Verriickungen der einzelnen Teile des Apparates, die unter der
Einwirkung von Kriiften erfolgen. In Betracht kommt bei der
Einwirkung des Schalls schlieBlich nur ein allgemeiner Druck,
der auf die Membran bzw. den Kolben einwirkt. Den Quotient
aus der Verriickung (lineare Verriickung oder Winkeldrehung)
dividiert durch den Druck bezeichne ich mit y. Die wesentliche
Verriickung ist diejenige der Steighiigelplatte. Ihre Grofe, divi-
diert durch den einwirkenden Druck, ist die eigentliche Empfind-
lichkeit. Dies ist der Wert, der fiir die Leistung des Ganzen
mabgebend ist, wihrend bei den anderen Gehdrkndchelchen diese
Grofen nur fiir die Analyse wichtig sind. Ahnlich verhilt es
sich mit einem anderen Quotienten. FKr ist das Verhiiltnis einer
auf die Scheibe oder den Stab (Hammer) einwirkenden Kinzel-
kraft P (eines Drehmomentes) zu einer Verriickung. Ich habe
diesen Koeffizienten bei den Registrierinstrumenten mit 5 he-
zeichnet. Weiter ist fiir die theoretische Analyse und die experi-
mentelle Untersuchung die Feststellung des Koeffizienten 12 wichtig.
L' ist das Verhiltnis des auf die Membran einwirkenden Drucks
zu dem Volumen der Aushauchung der Membran. Und schliei-
lich wird sich als wertvoll erweisen die Kenntnis der Koppelungs-
zahl Ky, fir die Membran. Sie ist = I2'5 3% Die Koppelungs-
zahl ist unabhiingig von der Spannung der Membran und von
dem Radius der kreisformigen Begrenzung. Sie ist nur bedingt

durch die Art der Einfiigung des starren Korpers — Scheibe oder
Stab usw. — in die Membran K, wechselt zwischen 0 bel unend-

lich loser Koppelung und 1 bei zwangsliufiger Verbindung. Fullt
das in die Membran eingefiigte Gebilde die ganze Fliche der

Membran aus, so wird die Koppelung = 1.
Die Analyse der Statik der Membransysteme beruht auf den
beiden Differentialgleichungen 1) Vw =0, 2) Vw = — p/S.

(Hierin ist w die Verriickung des Membranpunktes senkrecht gegen
die Kreisfliche, S die konstante Spannung.) Die erstere kommi
dann in Betracht, wenn nur an bestimmten Punkten oder Linien
Kriifte angreifen. Die letztere, wenn ein gleichmiifiiger Druck p
auf die Membran wirkt.
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Statik der Modelle des schalleitenden Apparates.

Membran mit Scheibe in der Mitte.

Das System ist zentrosymetrisch. Die beiden Differential-
gleichungen lauten in der Polarkoordinate » ausgedriickt:

) dw | 1 dw dw  ldw __  p

dr + rodr URnds2) dr + rodr 8T
Die erstere gilt fiir eine zentrische Kraft P, die letztere
fiir einen gleichmifiigen Druck p auf Membran und Scheibe. Die
Losungen, die ich in verschiedenen Abhandlungen (Zeitschrift fiir
Biologie) hehandelt habe, fithrt zu:

a

Do I P 9,9
1) w= 2;8'.7](7*)’ 2) zo——4S(a 74).

Aus den beiden Lisungen ergibt sich, wenn f die Verriickung
der Scheibe, & das Verhiiltnis des Radius der Scheibe zu dem
duBeren Radius a ist:

L ad— ) P 2aS
T p T 485 )]_f——l 1’
)
p=1 =a4(1gfsf)~£’ K= .1“.‘3i.1. .
s (1+(32)z(-5)

Fiir den Anschluf der Gehorkndchelchenkette an die Membran
mit der Scheibe verweise ich auf die Ausfithrungen in dem niichsten
Kapitel: Membran mit Stab.

Membran mit radiir gestelltem Stab.

Die Grundkoeffizienten 7 und 5 nehmen hier eine etwas
andere Form an, weil die Verrlickung nicht lineiir ist, sondern
in dem Drehungswinkel a besteht. Die Empfindlichkeit des
Systems 3 ist das Verhiiltnis dieses Winkels @ zu dem Druck,
der die Deformation bewirkt. Also y == a/p. Ahnlich ist » das
Verhiltnis des Drehmomentes, das an dem Stab wirkt, zu «.
Mom

50

g4

Also 9y = Die friihere Definition fiir ' und fiir X

bleibt bestehen.
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Zur Auswertung dieser Gréfen muf man die Deformation
der Membran bestimmen, die 1. durch ein Drehmoment, das auf
den Stab wirkt, und 2. durch einen Druck p hervorgerufen wird.
Die Differentialgleichungen fiir diese Deformationen lauten:

Hw  low , 1 2w
DagTose o=
?w 1 8w 1 32w P
2 -2;5:+Q d0 Q:;»Q—”tl)\é__g,
worin r bzw. rfa = o und ¥ die Polarkoordinaten sind, vgl
Fig. 2. (In der Figur steht ¢ statt 9.) Die Losung der Dif-
ferentialgleichungen kann nach der Dissertation von Schaetz in
Fourierschen Reihen erfolgen. (Titel der Dissertation: Uber die
Druckempfindlichkeit einer kreisformigen Membran, II. Sektion
der philos. Fakultit, Miinchen 1921). Fir die Losung der Dif-
ferentialgleichung wird w in zwei Teile, w, und w,, zerlegt.
w, ist die Losung fiir die Differentialgleichung 1, die bei dem
Problem 2 als ,verkiirzte“ Differentialgleichung anzusehen ist,
unter den Randbedingungen 1)w =0firp =1, 2)w=aa(l — o)
fir 9 =X 7. «a 1st hierin der Erhebungswinkel des Stabes.
w, ist die Losung der Differentialgleichung 2 unter den verein-
fachten Randbedingungen w = 0 fiir # = £ 7 und fiir o = 1,
d. h. fiir den festliegenden Stab. Die Randbedingungen fiir w,
storen die Bedingungen fiir w, nicht. Also ist w = w, + w, die
allgemeine Losung der Differentialgleichung 2 fiir den frei sich
bewegenden Stab. Die beiden Verriickungen superponieren sich.
Hierzu kommt noch eine Bedingung, die durch die Unstetigkeit
der Differentialquotienten an der Stelle des Stabs notwendig wird.

Die Losungen fiir w, und w, in Fouriersche Reihen lauten:

(— 1 ,
o 1) @n+])@ni gy T eostr s )0]()

16a2p & (—1)"(¢* —or+ Y cos(n + 3) 9
W= (@n—3)@nt1)@ntb) )

w=1w, 4 w,.

w —aa[1+o c030+ L

Man sieht, daf noch eine Beziehung zwischen w, und uw,
hergestellt werden mufi, damit der Drehungswinkel « herausfillt.
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=0 +7T

Fig. 2.

Sie wird durch die Beriicksichtigung des Drehmoments ermittelt,
das durch die Spannung S an dem Stab erzeugt wird. Wird der
Stab ohne Einwirkung eines Drucks um den Winkel a aus der
Kreisebene herausgedreht, so erzeugt die Spannung S das Moment 3/,
Es liBt sich aus der Losung w, nach der Formel berechnen:

1
1— s
Mom, = 2a Sf — i (i;;‘)_l do. (5)
Joe

Es wird zu: 1.9514 «a*S. Das Moment durch den Winkel «
dividiert, gibt
n=1.9514a%8. (6)
Wirkt ein Druck auf die Membran bei feststehendem Stab,
so iibt die Spannung ein Moment an dem Stab

1
==2aSJVLgQ<??>;dQ==——0&%Sﬁp,
[

dem durch die Reaktionskraft das Gleichgewicht gehalten wird.
Bei der Superposition der beiden Einwirkungen ergibt sich das
Gesamtmoment = M, -+ 1M,. Es mufi, da keine duBeren Kriifte
bei der alleinigen Druckwirkung p in Betracht kommen = 0 sein.
Also M, ~ M, = 0. Diese Gleichung ergibt die gesuchte Be-
ziehung zwischen a und p, d. h. die Gréke y. Sie wird zu

a a
y =, =02899 g. Q)

Sitzungsb. d. math.-phys. K1. Jahrg. 1923 2
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In der Dissertation von Schaetz sind ferner noch die Fiille
behandelt, bei denen der Stab kiirzer oder linger als der Radius
des Kreises ist. Eine prinzipielle Losung liBit sich mit Green’schen
Funktionen ausfithren. Aber die numerische Auswertung ist sehr
schwierig. Das Hauptergebnis ist die Bestimmung des Differential-
quotienten der Funktion y = f(¥), worin 0 die Linge des Stabs
dividiert durch « ist, fiir den Mittelpunkt des Kreises. Er ist

gleich ~19—2_?-aa2S (Schaetz, Gl. 63). TFir die Stablinge 0 ist nach
einfachen Uberlegungen die Empfindlichkeit y == g ermitteln.

28
Fir die Stablinge 2a ist y = 0, vgl. 8. 19. Der analytische
Beweis fiir das Letztere ist in einem Zusatz zu der Dissertation
gegeben. Berticksichtigt man diese vier Grofien, so kann man
eine Parabel dritten Grades konstruieren, welche die Abhiingig-
keit der Empfindlichkeit y von der Linge des Stabs angibt.

y = (— 0.04123 8% + 0.08876 6> — 0.2526 0 + 0.5000)3 G

Die Ermittlung von £' ist nicht in der Abhandlung von
Schaetz enthalten. Hierzu muf das Volumen der durch den
Druck p ausgebauchten Membran ausgewertet werden. Es ist

tal G 1
V= a‘“’ffw, odod?d + agf fw?ngdv‘).
20 — 20

Das erste Integral V, zerfillt in drei Terme, vgl. 8. 16.

Sie werden

128aad & 1
— Gtz — e .
Vi=aaba, Tu=0, Viy 7 %(21@«1)(2% +1)2(2n+3)(20+5)

= —2.576aa®; V, wird dann gleich 0.566aa®. )

V, ist das Volumen der Ausbauchung einer Membran, bei
welcher der Stab um den Winkel a aus der Kreisebene heraus-
gedreht wird.
16pa* 1

Bl =y en 1) @n g oy

s (10)
= 0.2195 “S?’.
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V, ist das Volumen der durch den Druck p ausgebauchten
Membran bei festliegendem Stab.

V="V,+ V, wird = 0.566 aa® + 0.2195 Sp' Durch die

9
Beziehung y :% == O_._J_if).()a ergibt sich:
0.3836 a*
V= (0.1641 + 021%)“’ S“—”. (11)

Es ist das Volumen der durch den Druck p ausgebauchten
Membran, wenn der Stab frei beweglich ist.
E' = p|V ergibt sich hiernach fiir den frei beweglichen
Stab zu:
1 S 2.607 S

e — - e mm ———— - 2
2 0.3836 a* at (12)

4
und fiir den festliegenden Stab zu: 4.0;46_3. (13)

Damit sind die drei Grundkoeffizienten 4, y und I’ ermittels.

Wie schon S. 14 auseinandergesetzt wurde, ist die Berechnung
der Koppelungszahl K fiir die Beurteilung der Mechanik des
Modells sehr wichtig.

I st = L'yy?

Bs setzt sich zusammen aus zwel Faktoren, welche die
Spannung nicht enthalten und deshalb fiir die experimentelle
Bestimmung der Konstanten bequem sind. Sie sind

. o7
Ly =ualV = O'—7;06, fir unendlich kleinen Stab gleich 1'(1»;-%
und der zweite Faktor = 5y == 0.5658a®; das dimensionslose /X
wird hiernach == 0.7556 - 0.5658 = 0.4275. 14)

Uber die Abhingigkeit der Koppelungszahl K von der Linge
des Stabs liBt sich eine wichtige allgemeine Bemerkung machen.
Wenn die Linge des Stabs 0 ist, wird K = 0, weil hierbei die
Empfindlichkeit y, und ebenso E‘ endlich ist, wiihrend 5 = 0
wird. Ist andererseits die Liinge des Stabs gleich dem Durch-
messer des Ireises, so wird y = 0 5 = o, I bleibt endlich.
Da die Koppelungszahl »? enthiilt und 7 zweifellos nicht von der
GroBienordnung oo? wird, ist K fiir die Stablinge 2a wiederum 0.
Die Koppelung muf also fiir eine mittlere Liinge des Stabs ein

g
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Maximum haben. Experimentelle Untersuchungen zeigen, daf
diese Annahme berechtigt ist. Bei dem wirklichen Trommelfel
hat der Stab eine derartige mittlere Linge.

Membran mit angeschlossenen Gehorknéchelchen.

In der Fig. 3 ist die Membran und die Scheibe durch kreis.
formige (in Projektion elliptische) Umrahmung angegeben. Die
Scheibe stellt zugleich den Hammer dar, wie m; und m, den
Ambos und den Steigbiigel. Die Koeffizienten der elastischen
Verbindungen sind mit F,, E,, I, E, und I, bezeichnet. Die
Koeffizienten I7,, E, und F, gelten fiir die elastischen Verbin-
dungen mit den starren Winden des Raums der Paukenhdohle
Die Wiinde sind durch Strichelung angegeben. Fiir den Hammer
ist I, das Achsenband. Ebenso hat der Ambofi eine elastische
Aufhingung F,. E, gibt die elastische Wirkung der Membra
des ovalen Fensters. Die elastischen Verbindungen sind im allge-
meinen durch Spiralfedern, fiir £, zur Vereinfachung der Figm
durch einen biegsamen Stab angedeutet. F,, und I7,; bestimmen
die Verbindungen der Scheibe (Hammer), der Korper m, (Ambof
und m, (Steigbiigel) untereinander. Die Verriickungen des Ham-
mers und des AmboB bestehen in Drehungen um eine Achse
diejenige des Steigbiigels ist wesentlich fortschreitend. (Die et
waigen Drehungen des Steighiigels sind im folgenden noch nicht
beriicksichtigt, vgl. unten S.26.) Sie miissen ebenso wie dit
Elastizititskoeffizienten einheitlich ausgedriickt werden. Man kan
entweder alle Verrlickungen in Winkeldrehungen und die Elastizi-
titskoeffizienten in Torsionsmomente oder umgekehrt alle Winlel-

R AN
\

\ \‘\i\ \\‘\\}; \\\ \3\\

E.

=4
¢ /\J m Mmﬂ«/\/\%
%\ E»] E12 L:‘ E23 a Ea3

Fig. 3.
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drehungen in lineare Verriickungen usw. umwandeln. Hierzu dient
die folgende Uberlegung. '

Greift eine Feder mit dem Elastizititskoeffizienten £ an
einem Hebel von der Linge ! an, so ist das Moment des Feder-
zugs == Fxl, wenn z die Verrlickung des Hebelendes ist.
Ezl =aFBl? =al. I* ist das Torsionsmoment 7. So ist in
den vorhergehenden Gleichungen an Stelle der Groien £, I,
E,, E,,, I, zu setzen: T,, Ty, Ty, Ty, Ty. Wenn [ die Ent-
fernung der AmboBspitze von seiner Drehachse ist, so ist 7,y = *
- B,y und Ty =1 L.

Man kann andererseits auch alle Momente auf die Spitze
des langen AmboBfortsatzes reduzieren.

Mit 5 bezeichne ich unterschiedslos entweder das Verhiltnis
des Drehmoments, das auf den Hammer wirkt, zu dem Drehungs-
winkel oder das Verhiltnis der einwirkenden Kraft zu der fort-
schreitenden Verriickung des Reduktionspunktes. Ebenso halte
ich es mit 3. In dem folgenden sind im allgemeinen die Ver-
riickungen als fortschreitend angesehen und die FElastizitiits-
koeffizienten sind = P|z.

7 sel allgemein der Ausschlag eines Gehorknochelchens fiir
die Druckwirkung p =1, % sei das Verhiltnis einer am Hammer
angreifenden Kraft (bzw. eines Drehmoments) zu dem Ausschlag
eines Knochelchens. Man kann die Verbindung zwischen Steig-
biigel und Ambof durchschneiden. Man kann ferner die Ver-
bindung zwischen Ambof und Hammer durchtrennen. Ich be-
zeichne im letzteren Fall mit ;y den Ausschlag des Hammers
auf Einwirkung eines Drucks, wenn aufierdem F,, die Elastizitit
des Achsenbandes, nicht wirkt. Man kann das Achsenband ohne
Verletzung der Membran nicht von dem Hammer ablosen, aber
es gelingt, wie ich jetzt zeigen werde, dieses yy aus anderen
GroBen zu bestimmen. Mit 3y bezeichne ich dieselbe Grote,
wenn das Achsenband mit der Membran zusammenwirkt., Mit
Y@+ u bezeichne ich die entsprechende Grofie fiir ein System,
bei dem noch der Ambof angeschlossen ist, also aufierdem die
Koeffizienten E,, und E, wirken. Im Index bezeichnet der Klammer-
ausdruck das System. Hinter ihm ist der Korper angegeben, um
dessen Verriickung es sich handelt. Mit 4445 bezeichne ich
dieselbe Groke fiir das volle System. Ahnliches gilt fiir die ent-
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sprechenden 7-Grogen. Die Elastizitiitskoeffizienten sind die vorher
angegebenen. Die durch Zusammenwirken dieser Koeffizienten
entstehende elastische Wirkung bezeichne ich durch Angabe der
Grenzen fiir die Wirkung dieser Koeffizienten. So umschlieft
z. B. der Elastizitiitskoeffizient, der mib Ismup. — fonest. ovar Dezeichnet
wird, die elastische Kraft, die durch F,; und I, auf den Ambof
ausgeiibt wird. Thre Grofie folgt aus den weiteren HKntwicke.
lungen, vgl. S. 25.

Fiir die Membran beruhen die nachfolgenden Berechnungen
auf der Annahme einer Superposition der Ausschlige, die durch
den Druck und eine Einzelkraft hervorgerufen werden. Der Aus-
schlag der Hammerspitze sei mit { bezeichnet. Dann ist, wenn

bei dem System: Membran mit Hammer ohne Achsenband eine
)

Kraft P auf den Hammer wirkt, { = e Fiir einen Druck j
M

auf die Membran wird { =p - yy. Wenn P und p zu gleicher
2

Zeit wirken, so wird der Ausschlag { = pyy £ ]I ‘Wenn dic
Ny

Kraft P durch Federdruck F,Z (Achsenband) erzéugt wird, so
. L ¢ ¢ YRR .
resultiert ¢ = — der — =yp= 13)
resultiert { = pyy o oder ” vu ) (15
Wenn die Kraft P und der Federdruck von F, wirkt, dann
erhalten wir

P E:

U N

Daraus yg = ny + L. (16)

Bel Anschluf des Ambofies ergeben sich, in dhnlicher Weise
abgeleitet, folgende Beziehungen:

Yy Ny 7
— e — +L + 2‘/ — Ay
}I(H HH = El E( ) 7](11+A)H ”JI 1 (H—4) (17J

Wird noch der Steighiigel angeschlossen, so ergibt sich wieder

Yu Ny

Yo = 5 Nagays n= 1+ L+ B on.py. (18

+E(]1 —ou. F))

Auf diese Weise kann man die verschiedenen y auseinandel
berechnen. Vor allen Dingen kann man fiir das System Membra
mit Hammer und Achsenband die Empfindlichkeit fiir die Mew-

. yn (g + ]’]1_)

bran allein bestimmen nach der Formel yy =
nu
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Dazu ist notwendig die Kenntnis der Empfindlichkeit fiir die Mem-
bran mit dem Achsenband y4 und ebenso des entsprechenden .
Dann mufi noch der Elastizititskoeffizient E, des Achsenbandes
bestimmt werden. I, wird nach dem Abschneiden der Membran
von dem Hammer wie gewdhnlich durch Belastung der Hammer-
spitze mit Gewichten und Bestimmung der Winkeldrehung erhalten

ny st dann = g — L.
Die Empfindlichkeiten y konnen entweder Winkelempfind-
lichkeiten y, = (; oder Empfindlichkeiten y, = ; fiir lineare Ver-

riickungen f eines bestimmten Gehdrkndchelchens sein. Die linedire
Ewmpfindlichkeit 7, geht aus der Winkelempfindlichkeit y, hervor,
wenn y, mit [ d.1i. die Entfernung des betreffenden Punktes eines
Gehorknichelchens von der Drehachse multipliziert wird, also
. Fiir die 5 gilt Ahn-

Lywu

. Yad Ny
V= l}’”. So ist z. B. ViHFHH —
a0
liches. Die 5 der Formeln fiir y miissen im Zihler und Nenner
homogen sein, d. h. entweder gewéhnliche Elastizititskoeffizienten

oder Torsionsmomente sein.

Die Empfindlichkeiten fiir andere Gehdrknéchelchen werden
aus der Hammer-Empfindlichkeit, fir das System (H + A4) durch
Multiplikation mit D,/ D, und fiir das System (H- A -+ 5S) mit
D,| D, und D,/D, erhalten. Also z. B.

‘DS
T+ A48)s = D VH+A+SH-
1

Die GroGen 1) sind unten angegeben.

Zur Bestimmung von E’ bei der Wirkung eines Federzuges
an dem Hammer ist zuniichst die Kenntnis des Volumens der Aus-
bauchung notwendig, die durch die Ausiibung eines Drehmomentes

an dem Hammer erzeugt wird. Nach der Formel (9) ist dieses

0.566 «® Mo .
Volumen 7, = - A JL. Wenn Ty das gesamte Torsions-
0y

moment 1st, das durch die Spannungen des Achsenbandes, der
Verbindung Hammer-Ambof etc. bis zur Membran des ovalen
Fensters hervorgerufen wird, dann ist das Drehmoment dieser
Spannungen = a 1},;. Da ferner a = yup ist, wird
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3
V] — 056601 pth}’tit‘
71

yunyy . . 0 566 a®p-yar- Ly
o "T'_Ttoi ist, wird V, = “——’]JI T T,
Im besonderen Fall T} = oo d. h. ber festliegendem Hammer
wird V, = 0.566 aa®, vgl. Formel (9).

Das Volumen der Ausbauchung, die erzeugt wird, wenn
auller dem elastischen Zug ein Druck auf die Membran wirkt,
setzt sich additiv zusammen aus dem Volumen, das sich durch die
Einwirkung eines Drucks allein — ohne Federzug — auf die Mem-
bran ergibt, und dem Volumen V|, das der elastische Zug her-
0.3836 a* p

Da ferner yiu =

vorruft. Das erstere st = s , vgl. (10). Also
V— 0_3_836 (64 O 066 a® 1) S f[,,[
o S 0 + T

Da 0.566 yar = 0.566 < 0.2899 /S = 0.1641 a/S ist, so wird

0.1641 fm) le‘p 0 3836 )]1[-*—‘ 9190 _1[05 (l ])
V= (03836 — — 21t} 4P 19
( 28 -+ T ) S N+ Tt S G
oder B! — N+ L S (20)

0.3886 2 + 0.2195 T4y at”

Im besonderen Fall Ty = oo wird E' = 4.556 S[a*, vgl.
oben (13). Bemerkenswert ist die Grofe der allgemeinen Kop-
pelungszahl K fiir den ganzen Schalleitungsapparat. Die Ent-
wicklung ergibt folgendes:

o 2
K—=FE'ny— (1 + Tu) S i Tod) ( VI )

(0 3836 Ny + 0 2 195 ,Ttgt) at N + 11101
__vuukS : (21)
(0.3836 N+ 0.2195 _Tm) a*’
d. h. K nimmt mit wachsendem 7% von 0’33[8)% ‘54 0.4275,

wobei keinerlei elastischer Zug auf die Membran wirkt, bis 0 fiir
Ty == © ab. Wenn nun die bei dem wirklichen Ohr gefundene
Koppelungszahl K griGer ist als 0.4275, wie dies tatsiichlich der
Fall ist, so ist das K fiir das Trommelfell ohne Federzug sicher
groBer bzw. das Trommelfell ist enger gekoppelt mit der Gehor-
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knochelchenkette als bei der ebenen Membran. Dies ist zweifel-
los durch die trichterférmige Form und das lingere Hineinragen
des Hammergriffs in die Mitte des Trommelfells als bis zur Mitte
bedingt.

Experimentelle Bestimmung und Berechnung der einzelnen
Elastizititskoeffizienten der Gehérkndchelchenkette.

Die einzelnen Elastizititskoeffizienten vy, F,,, I%,, E,; und £,
der Gehorknochelchenkette lassen sich berechnen, wenn man die
Verriickunger der einzelnen Gehdrknichelchen feststellt, die durch
eine auf den Hammer wirkende Kraft (Drehmoment) hervorgerufen
werden. Sie konnen aber nur dann insgesamt ermittelt werden,
wenn man eine Zerlegung der Kette vornimmt. Und zwar sind
zur Berechnung notwendig: Die Verriickungen von AmboB und
Steigbiigel fiir das ganze System, nach Abtrennung des Steig-
hiigels die Verriickungen von Hammer und Ambof und nach
weiterem Abtrennen des AmboB die Verrlickung des Hammers.
1. Ich behandle zuniichst das einfachste System: Membran mit
Hammer allein. Durch das Experiment kann ohne weiteres das
nr (Membran mit Achsenband) bestimmt werden. 2. System nur
aus Membran, Hammer und Ambof bestehend, Steighiigel ab-
geschnitten. Die Gleichungen fiir die Statik lauten (vgl. zweite
Akademieabhandlung S. 117):

1 1 - D 3
Cix,+ Cuo,= P, C,z + Chz, =0,
worin (), = yy+ L, C,=E,+ E, C,=—EFE,.

Die Losung fiir die Verriickungen ergeben: z, = P D,/ D,
X, = DI D2/D7 worin [) == ’711E12 + yn E2 + E12 Ezi D1:E12+ E‘Z’

D, = Ij,,. Das Verhiltnis der Verriickungen ? ist = D,[D,.

Gl
Bezeichnet man Pz, = D/D, mit 4, und P/x, = D] D,
mit 77, und lost nach den unbekannten Groten E,, und E, auf,
so erhiilt man:

=m0 — ) (22
Hy—1y ’ P
3. Vollstindiges System. Man kann die Verriickungen x, des

Hammers, , des Ambosses und z, des Steigbiigels durch eine am

I,

12
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Hammer angreifende Kraft P bzw. ein Drehmoment nach den
Grundsiitzen der Statik ecines Systems von 3 Freiheitsgraden be-
stimmen, vgl. die zweite Akademieabhandlung S. 145.

Die Gleichungen fiir die Verriickungen lauten:
Y oY, P #) T e r —= ' J L -
Ciz,+ Cpa,=P, Cpuu,+Couy+ Cpry =0, Cp,~+ Cyay =0,

worin C, =y + E,, C,=F,+L,+ L, C,~—Fk,+ kK,
012 - _Em! Copp= — E

23°

Die Auflosung nach ;, #, und z, fiihrt man am besten in
Determinantenform durch. Sie ergibt: ,—= P, /D, z,— PD,|[D,
xy == PD,|D, worin die Determinanten

D =(uL,+ gulIly+ L, E) (I, + E) + (yu + E,,) I, I,
D, = (Ey+ Ey) (Byy+ Log) + By By Dy = I,y (Eyy+ By), Dy— 10, By
Die Verhiltnisse der Verriickungen zueinander sind stets:

z, D, =z, D, «z, D,

x, Dz D =z D

2
Wenn P|x, mit 5, ete. bezeichnet wird, dann ist
= DD e = DD sy = DD

Bei Kenntnis von 4y, F,, und F, lassen sich aus 7, und 7,
oder 7, und #,, wie schon oben bemerkt, die Grofen 17,, und I
durch diese Beziehungen berechnen. Is wird:
E A Al
L _(sz N2 — N Ly — ng Ly — B, L) n,

)

£ O+ Ly3) (1 — 1,)
— 23
B =T S

2

Aus diesen Grofen kann man weiterhin die Koppelungszahlen
K, und K,, fiir die Verbindung von Hammer und Ambof und
Ambo& und Steigbiigel ermitteln.

Wenn auch die Drehung der Steighiigelplatte berticksichtigt
werden soll, mufi noch eine Verriickung z, aufgenommen und der
entsprechende Elastizitiitskoeffizient berechnet werden,
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2. Dynamik des schalleitenden Apparates.

Das allgemeine Schwingungsproblem.

Ein elastisches System fiihre Schwingungen aus und zwar
freie und erzwungene Schwingungen. Die Analyse dieser Schwin-
gungen wird aubierordentlich vereinfacht, wenn man die ,Normal-
Koordinaten® ¢ (W. Thomson, Rayleigh) einfiihrt. Sie gehen
aus den Verriickungen x durch eine lineare Transformation her-
vor. Sie zeichnen sich dadurch aus, daf in den Ausdriicken fiir
die kinetische und potentielle Energie ihre Produkte ¢, ¢s nicht
auftreten. Man kann also die beiden Ausdriicke folgendermalen
anschreiben:

T=12Xa,qp; 24)
V=12%X¢qp.

Die Bewegungsgleichungen fiir die freien Schwingungen
werden dadurch sehr einfach. Sie nehmen (nach Lagrange) die
Yorm an: .

s s 4+ €5 s = 0.
Die Losungen sind: ¢, = A, cos (nst — a). (25)
s

Dabei sind die Frequenzen n, bestimmt durch »; = R
5

Die Schwingungen, die durch die verschiedenen Normal-
koordinaten ausgedriickt werden, sind vollstiindig selbstindig und
unabhiingig von einander. Im Allgemeinen konnen sie wie
Schwingungen eines Systems von einem Freiheitsgrad behandelt
werden.

Fiir die erzwungenen Schwingungen gilt die entsprechende
Beziehung :

as s _|_ Cs s = (1)5 (26)

Ds dp, ist die Arbeit, die auf das System von den eingepriigten
(iuferen) Kriften P,, P,, etc. wihrend der diesen Kriften ent-
sprechenden virtuellen Verriickungen dx,, dz, ete. geleistet wird.
Vielleicht ist die Bedeutung der Normalkoordinaten fiir
kontinuierliche Systeme noch grifier als fiir Systeme mit diskreten
Massen. Fiir die kontinuierlichen Systeme werden die Bewegungs-
gleichungen zu partiellen Differentialgleichungen. Fiir eine Reihe
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von Systemen, nimlich die Saite, die Membran, die Platte, den
Stab, die Luft in begrenzten Riumen und, ich fiige hier hinzu,
tiir elastische Schliuche, die mit Fliissigkeit gefiillt sind, lassen
sich die Losungen dieser Differentialgleichungen in folgender Form
anschreiben: Die Verriickung eines Punktes { des Systems wird:

(=205, Cs=qsus oder = ¢, u,. 27

In der Formel sind die Grolen #, die ,Normalfunktionen®.
Thre Form ist verschieden je nach der Art des Systems. Z. B.
bei der Saite eine trigonometrische Funktion der Liinge, bei der
kreisformigen Membran eine Besselfunktion des Radius », ver-
kniipft mit trigonometrischen Funktionen des Winkels ¢ ete. Sie
enthalten die Zeit nicht. Am bequemsten wird man sie dimen-
sionslos lassen. Ihre Form wird durch die riumlichen Grenz-
bedingungen bestimmt, wihrend die Normalkoordinaten die zeit-
lichen Bedingungen zu erfiillen haben.

Die Summenzeichen in den Formeln (27) geben unendliche
Reihen an, wihrend sich die Summen bei den Systemen mit dis-
kreten MaBen auf eine durch die Zahl der Freiheitsgrade be-
schriinkte Zahl von Gliedern erstreckt.

Die kinetische Energie wird nach der Einfithrung der Normal-
funktionen: 7 =1 3ot fousdx, worin dz das Element einer
Strecke oder Fliche oder des Raums je nach der Dimensionalitiit
des Systems ist. o dz ist die Masse eines Elements. Wenn man
dieses 7' mit dem obigen vergleicht, so entspricht a;: fouzda
und es:n;fgug‘(lx. Also

1 N e
T—»Q_.qujgus dr, (29)
V=1 ¢n{ouidx
und es resultiert die allgemeine Bewegungsgleichung:
(psfgus"’ dz +nigsfoutdr = @,
D, (29)

Oder: Ps + BEpg = .
j ousdz
Sie umfafit 1. das Gleichgewicht, 2. die freien Schwingungen
und deren Auslosung, 3. die erzwungenen Schwingungen. Ich
behandle jetzt die verschiedenen Formeln fiir diese Iille.
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1. Gleichgewicht: ¢, = 0.

(ps ) (ps ] I\T

Oder: p; = ~—— und C——L——ﬂ)—
nffgusedx N fgus' dz

us (N) bedeutet u, fiir den Punkt N, zu dem ¢ durch die
Formel angegeben wird.

(30)

2. Freie Schwingungen: Wird das System durch Kriifte aus
der ungestorten Lage gebracht, wodurch die Verriickung fiir den
Gleichgewichtsfall 1 erzeugt wird, und dann losgelassen, so geben

die folgenden Ausdriicke den Bewegungsvorgang wieder.

Dy cosng t f Dsus(N) cosnst (31)
hnicto A UV B s ol o)

nﬁfgug dx n:fgugdo;

Die Auslosung durch einen Impuls behandle ich hier nicht.

s == (Pa)i=0 COS Nt ==

3. Erzwungene Schwingungen: Die einwirkende Kraft sei
wie eine harmonische Funktion zeitlich veriinderlich. Die Be-
ziehungen lauten:

D, cosrt
Jouwda (32)

) D us (N
T {=cosvtD " deh :
(n*- z)f ouldzx (1_ 72'.,)"8!5"3“82(11;

Ps 1 B =

" D, cosvit
Losung: g, =

Die Ausdriicke fiir @ lassen sich aus den eingepriigten
Kriiften Z nach dem obigen Satz ableiten. Die Kriifte sollen an
den Punkten @ wirken. @,d¢; ist die Arbeit, die von den
cingepriigten Kriiften Z wiihrend der virtuellen Verriickung 6 ¢
= dpsu, geleistet wird. Dann besteht die Beziehung @, ¢,
= J LJ‘ Us Qo Loy dx oder Dy = .}ff Us Ay L d 2. Der Ausdruck
nimmt verschiedene Form an, je nachdem es sich um eine einzelne
Kraft P handelt, die in einem beschrinkten Bezirk bzw. an
einzelnem Punkt angreift, der die GroBie von u,(Q) bestimmt, oder
sich iiber die Elemente des Systems mit der GroBe p gleichmiifiig
verteilt. Ich gebe die Werte an:

1. Die Kraft P greift an einem bestimmten Bezirk @ an

Dy = u, (Q) S Zdx. (33)

In vielen Fillen kann auch dafiir gesetzt werden &, == u,(Q) Z.
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2. Die Kraft ist iber die Raumelemente des Systems mit
dem Wert p verteilt.

(])s:—‘fpwsd:czpfusdx. (34)

Bei kreisférmigen Membranen nehmen diese Gleichungen
eine besondere Form an. Sie ist einmal dadurch bedingt, daf3
sich aus dem Ausdruck j ousdo(do = Flichenelement) der Wert
a*zo oder die gesamte Masse der Membran ausscheiden lift,
wenn die Dichte konstant ist. @ ist hier der Radius der Membran.
Es bleibt dann ein dimensionsloser Faktor iibrig, den ich mit
15 bezeichne. Wir erhalten also:

futdo =a*aT,. (35)

Die Integration erstreckt sich hierbet zunichst tiber den
deformierten Teil der Membranfliche. Wie weit Massen von einem
in die Membran eingelassenen starren Korper einbezogen werden
miissen, ergibt das einzelne Problem.

Die ,charakteristische Gleichung® oder , Wurzelgleichung*
fiir die Membranschwingungen besteht aus Besselfunktionen. Ihre
Losung sei pa. Fiir diese Wurzel besteht die Beziehung

a®n? o == S(ua)? (36)

worin S die Spannung der Membran ist. Hierdurch ergibt sich

fiir den allgemeinen Nenner der obigen Gleichungen: n? [ ouldo
= aS(pa)? T, und die Formeln lauten schlieflich:

1. Gleichgewicht:

] \ ('I)S /ls(l\T)

¢ = al ‘(,us a3 1y’ (37)
2. Freie Schwingungen:
- 1 (_])s 15 (N) cosng b (39)

[ = 7
as (15 a)* T
3. Erzwungene Schwingungen:

cosv L' . Dy 115 (N)

(= P 1 . O
n s (1 - n) (s 0 T (39)
Vg



Die Leitung des Schalles im Ohr, 31

Die kontinuierlichen Systeme kionnen an bestimmten Punkten
mit diskreten Massen verbunden werden. Oder es konnen auch
an bestimmten Punkten elastische Kriifte, z. B. Federziige, an-
greifen. Oder es kann sich auch an das System ein anderes ge-
koppeltes System von einer endlichen Anzahl von Freiheitsgraden
oder auch ein kontinuierliches System anschlieBen. Es sind jetzt
die Lisungsmoglichkeiten fiir diese verschiedenen kombinierten
Systeme anzugeben.

Fiir die Aufstellung der charakteristischen Gleichung stehen
zwel Methoden zur Verfigung. Die eine ist nur anwendbar fiir
eine Verbindung der Membran mit Massen, Federziigen oder auch
elastisch gekoppelten Systemen, die an bestimmten Punkten der
Membran erfolgt. Die zweite ist allgemein anwendbar. Sie ent-
springt aus den oben entwickelten Prinzipien, vgl. (24) bis (35).
Die erste Methode habe ich schon frither, erste Akademieabhand-
lung 1915, benutzt. Ich habe sie als eine Anwendung des d’Alem-
bertschen Prinzips bezeichnet. Man kann sie aber auch die Methode
der Normalschwingungen oder einfachen harmonischen Schwin-
gungen des Systems nennen. Die zweite Methode will ich als die
Methode der inneren erzwungenen Schwingung bezeichnen. Die
erste Methode versagt, wenn das mit der Membran verbundene
System an den Elementen der Membran angreift. Sie wiirde zu
einer neuen Differentialgleichung fithren. Ich lasse vorliufig die
Frage offen, in welcher Beziehung die heiden Methoden zueinander
stehen und ob sie nicht einem gemeinsamen Prinzip unterzu-
ordnen sind.

1. An einer endlichen Zahl von Punkten des Systems greifen
die Trigheitskrifte von diskreten Massen oder diskrete elastische
Krifte an. Diese Fille habe ich frither (vgl. oben) mit dem
d’Alembert-Prinzip* behandelt. Man kann aber auch hier die
Normalkoordinaten und Normalfunktionen dazu benutzen, um einen
glatten Ausdruck fiir die Analyse zu erhalten.

Wenn es sich um diskrete Massen handelt, miissen an den
Punkten, wo sie sich befinden, ihre Triigheitskriifte mit der ela-
stischen Kraft des Systems an diesen Punkten im Gleichgewicht
stehen. Es handelt sich z. B. um den Rand einer auf einer
Membran befestigten starren Scheibe usw. Die freien Schwin-

gungen seien, wie oben ausgedriickt, durch { = X'{; = Yg, u,.
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Die elastischen Kriifte des Systems an den betreffenden Punkten
werden bestimmt durch Differentialquotienten nach den Dimen-
sionen des Systems. Z. B. am Ende einer Luftsiiule durch den
partiellen Differentialquotienten nach der Lingsausdehnung der
Luftsiule. AuBerdem durch bestimmte elastische Koeffizienten K.
Den Ausdruck fiir die elastische Kraft gebe ich darnach mit

K{éaxn]é' an. Das Vorzeichen dieses Ausdrucks werde so ge-
withlt, dab die Elastizititskraft die positive Richtung von ¢ erhiilt,
Die Triigheitskraft ist dann — M. Ls ergibt sich:

an e
K| - | —M:=0.
oz
Nun ist ¢ = Yus;¢;. Da diese Beziehung fiir jedes Glied
der Summe wegen der willkiirlichen Konstanten, die in u,¢; ent-

halten sind, gilt, so folgt:
K[;x"} us s — Mt (p — 0.

Nach der Bewegungsgleichung fiir ¢, ist Ps + nip =10
oder (.;;S = —nlp,, und die obige Gleichung wird nach Elimi-
nation von g,:

a”
—u Mn2u, = 0, (
K [9 x"] us + M n? 0 (40)

Eine diskrete elastische Kraft sei el = ¢u,¢p;. Da sie
die Richtung von — ¢ hat, muB das negative Zeichen fiir ¢!
gewiihlt werden und man erhiilt, wofern die Masse an demselben
Punkt vorhanden ist, an dem die elastische Kraft angreift, ihn-
lich wie vorher

K[|+ @w — 9w = 0. (41

In derselben Weise kann an einen Punkt des Hauptsystems
ein weiteres gekoppeltes System angeschlossen werden. Z. B. an
die Membran mit einer Schetbe in der Mitte oder mit dem IHam-
mer die Kette der Gehdrkndchelchen. Man muly hier nur die
Kraft, die an der Verbindungsstelle von diesem angekoppelten

System ausgeht, mit den elastischen Kriften K[aax”]us in das
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Gleichgewicht setzen. Auch hierbei stehen noch mehrere Liosungs-
moglichkeiten zur Verfiigung. Man kann die Trigheitskraft der
mit der Membran verbundenen Masse wie in dem vorher be-
handelten Beispiel zusammen mit dem elastischen Zug auf die
Membran, deren Scheibe keine Masse hat, wirken lassen. Oder
man kann den elastischen Zug an der Membran mit der trigen
Masse angreifen lassen, wobei natiirlich die besonderen Wurzeln
fiir dieses letztere System eingefiihrt werden miissen. Alle diese
Méglichkeiten fihren zu verschiedenen Typen von Formeln. Aber
zu demselben rechnerischen Ergebnis, trotzdem die Typen so ver-
schieden sind, dafi man ihre Identitit nur schwer feststellen kann.
Ich habe diese Identitit an besonderen Beispielen erwiesen, die ich
der Binfachheit der Berechnung halber, aus dem Gebiet der Saiten-
schwingung genommen habe.

2. Methode der Inneren erzwungenen Schwingungen. Mit
dem kontinuierlichen System ist ein anderes gekoppeltes System
von einer endlichen oder unendlichen Zahl von Freiheitsgraden
verbunden. Es handelt sich z. B. um die Verbindung einer trigen
Membran mit einer Luftsiule, die sich in einer Rohre befindet.
Oder um die Verbindung einer triigen Membran mit einer Kette
von Massen u. dgl. Fiir die Behandlung dieser heterogenen System-
komplexe habe ich ein Verfahren gefunden, das ich als das Prinzip
der inneren erzwungenen Schwingung bezeichne. Man gibt hierzu
dem einen System eine Frequenz, sagen wir ¢. Und erzeugt mit
dieser Frequenz eine erzwungene Schwingung des zweiten Systems.
Man kann an einem einfachen Beispiel, das aus zwei Massen m,
und m, besteht, die zwischen Federn an zwei festen Punkten auf-
gehiingt sind, das Prinzip veranschaulichen. Das System 1 be-
steht aus I, m;, und F;. Dann gilt:

mx, -+ E oz, + E,(x, —z,) =0 (1).
Ferner existieren die Beziehungen
z, = A cosqt (2), z, = B cosqt (3).
Durch Einsetzen von 2 und 3 in l‘ergibt sich :
—mAq¢® + AL, 4 AL, — BE,.
Daraus: B = A (E, + E, —m, ¢*)| E,.

Sitzungsb. d. math.-pliys, K1. Jahrg. 1923, 3
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Die das System 2 — bestehend aus m, und E; — erzeu-
gende Kraft ist

P=(x,—ux,) E,= A(m q* — E)cosqt.

Nach der Formel fiir erzwungene Schwingungen gilt:

Pn? A(m,q* — E)n? cosqt R A
Ly == g = ——y 5 = worin n: = —*,
: Ey(n* — ¢°) Ly (n* — ¢*) ’ my

Durch eine Reihe von Umformungen erhilt man
gt — (i + ) ¢* + (1 — K)mim, = 0,

d. h. die charakteristische Gleichung fiir das durch die Koppe-
lungszahl K gekoppelte System von 2 Freiheitsgraden, dessen
Einzelfrequenzen %, und », sind.

Das letztere Prinzip wende ich hier allgemein fiir eine Kom-
bination eines trigen Membransystems und einer im Anfang offenen
Luftsiule von der Linge L an. Is ist hierzu notwendig die
Kenntnis der Volumverriickungen am Ende der Luftsiule, wo sie
an das Membransystem anstoBt. Ihre Amplitude sei ¥ ¢¢. Ebenso
ist die Kenntnis des Drucks an dieser Stelle notwendig, der die
Schwingung des Membransystems erregen soll. Hr betrigt:

_zk t’g-k-L V (vgl. 1. Akademicabhandl. S. 297). (42)

In der Konstante % ist die gesuchte Schwingungszahl ¢ in

folgender Beziehung enthalten: ]/,9, (o die Dichte, » der Volum-
»?

Elastizititskoeffizient der Luft). Mit diesem Druck wird die Mem-
bran in Schwingungen versetzt. Sie bewegt sich nach der Formel:

pcosth j‘usqlo-us(N)
i (1 - Z;) (usa)’ I

Das Volum der Membranausbauchung wird durch Integra-
tion iiber die Fliche erhalten. s beliuft sich zu:

V cos gt — 1 ¢05! cosqt>J B (fztsdr)

S (B

[ =
-
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Man erhiilt so die Gleichung:

4 sdo)
Veosqt = i tagl;L cos gt 22 (‘{; o)
—t 2 m
(1 T@:) (s ) T
qV> /Q (fusdo)

oder: cot Lgq ]/01 = > : = (43)
e (1 — L) oy,

Ebenso liBt sich ein System behandeln, bei dem an die trige
Membran eine im Anfang durch eine Membran oder starre Platte
verschlossene Luftsiiule angeschlossen ist.

Weiterhin lassen sich nach dieser Methode beliebige hete-
rogene Systeme miteinander verkniipfen, soweit die Normalkoor-
dinaten und Normalfunktionen anwendbar sind.

Dadurch, daf die letztere Methode auch fiir kombinierte
Systeme anwendbar ist, bei denen das angekoppelte System an
einem oder wenigen Punkten des Hauptsystems angreift, ent-
stehen fiir diese Systeme neue Moglichkeiten, die Wurzelgleichung
aufzustellen. Auch hierfir werden sich unten Beispicle finden.
Ich habe ebenfalls die Identititen dieser Gleichung an bestimmten
rechnerischen Beispielen aufgewiesen (vgl. S. 33).

Ob die charakteristische Gleichung fiir ein kombiniertes
System nach der ersten oder der zweiten Methode aufgestellt wird,
stets lassen sich fiir die Bestimmung des Gleichgewichts oder der
Auslgsung der freien Schwingung oder der erzwungenen Schwin-
gung des kombinierten Systems die entsprechenden allgemeinen
Formeln S. 29 anwenden. Charakterisiert ist das System durch
seine Schwingungszahlen. Dabei ist hervorzuheben, daB in das
@, der eingepriigten Kriifte nicht etwa innere Krifte des kom-
binierten Systems, z. B. der elastische Zug einer Massenkette ein-
geht. Ich habe das letztere wiederum an dem Fall des Gleich-
gewichts einer Saite mit Masse und Feder in der Mitte, die durch
eine Kraft aus der ungestorten Lage herausgezogen wird, auf-
gewiesen. Fiir dieses Gleichgewicht existiert ja eine duBerst ein-
fache Formel.

Fir 7, miissen stets die Massen, die unmittelbar mit dem
Hauptsystem verbunden sind, beriicksichtigh werden, z. B. bei
dem Trommelfell die Trigheitskraft des Hammers usw.

3*
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Dynamik der Modelle des schalleitenden Apparates.
Membran kreisférmig ohne Belastung.

a = Radius der Membran, o = Masse der Membran fiir die
Flicheneinheit.

1. Die Normalfunktion. Wenn man nur zentrosymmetrische
Bewegungen betrachtet, wie dies bei zentrischen Auslosungen
allein notwendig ist, fiihrt die Behandlung der Bewegungsglei-
chung, die fiir ein Element der Membran gilt, zu der Bessel-
schen (Fourierschen) Differentialgleichung:

diw 1 dw S . (,ua)2
T + - = + w*w =0, worin n & o

©

Thre Losung wird gegeben durch die Besselfunktion Otr Ordnung:

J, (na).
Die Normalfunktion ist hier w, = J,(1za). 44
2. Die charakteristische Gleichung, welche die Wurzeln
liefert, lautet: T, (na) =0. (45)

3. Die GrundgroBen fiir die Behandlung nach dem Prinzip
der Normalkoordinaten.
fus dx

=N prpa

2 S rdr = [T, mal. (9)

Fiir die Einwirkung eines gleichmiBigen Drucks p auf die
Membran ist:

_2na2 ne 2na*pd, (1sa)
D, Twar j‘J(x):cdx D

(47

4. Statik der Membran mit Besselfunktionen ausgedriickt.
Nach den allgemeinen Gleichungen wird fiir die Einwirkung eines
iiber die Membran verteilten gleichmifigen Drucks

__2at p e (s 1)
w=—g 3 — P )3J (/Lsa)' (48)
Fiir den Punkt » = 0 1ist
2atp 1

w =

S (uga)®J, (1sa)’
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Die oben S. 15 gegebene einfache Liosung w = Zp—g(a”— %),
4

welche die Form der ausgebauchten Membran als ein Rotations-
paraboloid ergibt, muf mit dieser iibereinstimmen. Entwickelt
man a®—7* in Besselfunktionen so erhilt man in der Tat

2 Jo fts 7
27 8a22(usa)3J (#Ba)

Als Kuriosum findet man hierbei:

1 1
% ey 7, Ged) 8
5. Die freie Schwingung, die von der durch Druck aus-
gebauchten und dann losgelassenen Membran ausgefiihrt wird ist:

2a? pEJo(,usr)coan
YETE # (a)d, (a)

6. Ein durch einen mit der Frequenz » harmonisch ver-
inderlichen Druck erzwungene Schwingung wird durch die fol-
gende Formel wiedergegeben:

(48)

w - 2‘;1’ cosrty o, Jolsr) (49)
( —) (nga)* J, (1sa)

Auch fiir eine im Zentrum angreifende Einzelkraft 1d6t sich
die erzwungene Schwingung ermitteln. Sie ergibt sich ohne
weiteres als Grenzfall aus den Formeln fiir die Membran mit
zentrischer Scheibe (vgl. unten S. 46).

7. An die trige Membran ist eine Luftsiule angeschlossen.
Dieses Problem lifit sich mit der frither entwickelten Formel
leicht behandeln, vgl. (43). Die Formel wird hier:

na
- REAGEXZIL -
i 4 ) Yo
fw‘fg"; D P — st Le |/ 2.
(1~ ) or . ’

Ja

Da T = J;(u:a) und fJ(x)a,da, = nad;(na) ist, er-
gibt sich:
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o gt
4Vnosa gy 1 A;cotLq\I/‘Ql“- (50)
QS g
(1= D)o

Wenn die Dichte der Membran = 0 ist, so muB sich die
in der Akademieabhandlung 1915, S. 298 fiir ein System, be-
stehend aus Luftsiule, die am Ende mit einer Membran ver-
schlossen ist, entwickelte Formel ergeben, niimlich:

) i
tan KL = -(7~E~

v
(E*' der Volumelastizitiits-Koeffizient der Membranausbauchung).
In der Tat reduziert sich die Beziehung, wenn man be-
denkt, dafé die Eigenfrequenz der Membran unendlich ist und
4V/ r)1a g 1

h = - .
dadurc Py verschwmdet auf: 05 (ea)*
Da nun 37 LI 1/32 und E' = L ist, vgl. (S. 15)
( s )4 a4 Prd ’ t=] N ?
erhilt man ng(,” otqu/‘L, d. h. die frithere Formel.

Man kann aber auch eine Korrektur fiir eine kleine Masse
der Membran in folgender Weise einfithren: Die korrigierte
Schwingungszahl sei ¢ —d. Da fiir kleines ¢: cot(z + ¢) =

cobx 4+ (1 4 cot®x) ¢ und ferner . ., =1+ _g;_ ist, so er-
gibt sich: R e
ng
Vw320V L/
L g D ey = 0t

4709 o
+o(1+535) L L]/

Fiir g besteht die obige Gleichung, so dag die ersten Terme
der linken und rechten Seite wegfallen. Wandelt man #! um

1 . . .
und beachtet, da 25— (Msa)b = Jgg ist: so ergibt sich:

3°a ]//()1, QJ[ Q‘kl) or
1923@13' <1+QL’“)L]/ :

e
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Die Korrektur ist dann:

o azqaxgjz_ _ j}x»gl,

Auf der anderen Seite kann man die Trigheit der Membran
iiberwiegen lassen, bzw. die Trigheit der Luft klein annehmen.
Eine Wurzel der Gleichung ¢, weicht dann nur wenig von der
betreffenden Frequenz der Membran ab. Also g, = n; — 6,. Das
Glied der Reihe, das diese Schwingungszahl enthalt, wird

=M= _
20, (ps @)t
Man sieht also, daB jeweilig fiir ein g, der zugehorige Term

der Reihe iiberwiegt, und man kann sich auf ihn beschrinken.
Dann kommt nach Reihenentwicklung von tangens:

. 2nL91,S

T meQo¥

(6% vernachlissigt).

(52)

Kreisférmige Membran mit einer zentrischen starren

Scheibe.

AuBerer Radius der Membran a, Radius der Scheibe b, Ver-
hiltnis zwischen Radius der Scheibe und Radius der Membran = 4,
0 = Masse der Membran fiir die Fliicheneinheit,

1. Die Normalfunktion u, der Bewegungsgleichung ist die
gleiche wie bei der freien Membran. Die Behandlung fithrt auf
dieselbe gewdhnliche Differentialgleichung (Fouriersche Gleichung)
wie bel der freien Membran, nimlich:

w1 dw , ,  (na)k S
ar T 7 dr T =05 n et o

Die Losung erfolgt in Besselfunktionen und zwar bei zentro-
symmetrischen Einwirkungen in Funktionen Oter Ordnung. Wegen
der inneren Begrenzung miissen aber hier Besselfunktionen zweiter

Art eingefiihrt werden. Die Losung hat dann die Form:
w = Juy = Z[A; I (11s7) + B K (157)].

Die erste Randbedingung lautet: w =0 fiir r =a und
damit ist fiir jedes einzelne Glied der Summe:

Uy == AsJo (,Usa) + _BS KO (,u's CL) = (.
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. . ‘_To (1 @)
Oder: By = — A; K. (1)
i hne Jols) .
Ich bezeichne X, (1. a) mit R.
ws wird = Jy (us7) — BEK (1s7). (53)

Die Struktur von g ist damit festgelegt. Noch nicht sind
die Grofen u, bestimmt. Sie werden aus den Wurzeln usa der
charakteristischen Gleichung ermittelt, die aus den inneren Rand-
bedingungen hervorgeht (vgl. unter 3 ff.).

2. Die Grundgrdfen T und @;.

Zunichst ist wieder die Grofie 7, zu berechnen.

T fus dz

vel. (35) =

Hga
(usf)rdr— 2 §fus’(x)xdx.
Sa) /tsb

Das Integral lifit sich, da w, als eine Liosung der einfachen
Besselschen (Fourierschen) Differentialgleichung betrachtet werden
kann, bekanntlich berechnen. Xs wird zu:

ﬂ?)_ 2 (@) + ug (a)] — Lo b) [w:* (0) + w2 ()]

Und da u, (a) = 0 1st, vgl. oben, so wird:
— [, (100) — RE, () — 8% {[; (u.5) — B K, (o)
+ [Jo (us0) — B K, (usb) ]} (54)

Hat die Scheibe Masse = 1M, so ist dann, wenn die duberen
Krifte auf dieses System Membran mit triger Scheibe wirken,
in das 7 noch ein Betrag zuzufiigen, der durch die Masse M

bedingt ist. Der Zusatz zu qug wird = bg—ius' (0). Der An-

6% Mus (b)- Dadurch wird insgesamt
oba

Ty [J,Gte) — R, (o)) — 8 {7, (u0) — B, ()]
+ (1= ) o) — R, oD (59

teil von T, betriigt hiernach

Ferner kommt wie frither die Griofie @, in Betracht.
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a) Eine Kraft P greift an der Scheibe an, dann ist
B, = [, (1) — R K, (us1)] P- (56)
b) Der Druck p wirkt auf Membran und Scheibe. Dann
besteht D, = p  u, dx aus je einem Teil fiir Scheibe und Membran.

Es wird:

D, = pus(usb) b2 n - fus(ysr) 2radr]
= a7 p[6%us (ush) + (u?&)_? iaz¢s (@) zdx]

— @ ap T, (b — RE, ()] + o {7 ()
— RE,(usa)] — 8 [J, (u:0) — RE, (1)1} 57)

Die Funktion in der Klammer { } bezeichne ich mit I7I.
Dann ist @, = a*zpll. Die Bezichung gilt auch fiir die zu-
sammengesetzten Systeme, die unten behandelt werden, voraus-
gesetzt, daB die Wurzeln usa bzw. u, b fiir diese Systeme ein-
gesetzt werden.

3. Die Scheibe ist mit Masse belegt. Die innere Rand-
bedingung fordert, dafi bei r == b die obige Gleichung fiir das
Gleichgewicht zwischen der Trigheitskraft der Scheibe und der am
Rand durch die Spannung der geneigten Membran bedingten ela-
stischen Kriéfte besteht. Die Randbedingung lautet:

dug

267 S ar

+ Mn2u, (b) = 0.

Daraus folgt die schon in der ersten Akademieabhandlung
gegebene charakteristische Gleichung:

T,(u0) Ky (00) — Ty (@) K, (10) _ (u) M
Ty (18 Ky (10) — Iy (1) Ky(ud) ~ 2B o’

Die Schwingungszahlen ergeben sich aus den Wurzeln ua
dieser transzendenten Gleichung durch die obige Beziehung

ne — (ﬁﬁ)2 §

a?

(58)

Das Problem kann auch nach dem Prinzip der

inneren erzwungenen Schwingungen behandelt werden, vgl. (62).
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Von besonderem Interesse sind die Grenzfille:

a) Die Scheibe ist masselos. Dann wird der Zihler der linken
Seite der Gleichung == 0, oder:

J (b)) Ky (na) — J,(na) K, (nb) = 0. (59

Man kann aus der Lehre vom Zwang voraussagen, dafi die
Schwingungszahlen dieses Systems groBer sind als die Schwin-
gungszahlen der freien Membran ohue die Scheibe, deren Ein-
fiigung einen Zwang bedeutet.

b) Die Masse der Scheibe ist unendlich. Die Gleichung kann

nur bestehen, wenn der Nenner der linken Seite = 0 wird. Oder
die charakteristische Gleichung lautet jetzt:
Iy (10 b) K (pea) — J, (rna) K, (ub) = 0. (60)

Die Verhiltnisse liegen hier genau so, wie wenn die Scheibe
durch die unendlich grofie Trigheit in der 0 Lage festgehalten
wird, d. h. die Gleichung gilt auch fiir eine ringférmige Membran
(vgl. unter c). Die Schwingungszahlen liegen mit Ausnahme der
Grundfrequenz, die unendlich klein ist, hoher als bei der freien
Membran, weil die unendlich grofie Masse ebenfalls wie ein Zwang
wirkt (vgl. Rayleigh Sound).

¢) Die Schwingungen einer zwischen zwei konzentrischen
Kreisringen ausgespannten Membran. Die charakteristische Glei-
chung ist unter b) schon gegeben.

4. An der Scheibe greift eine Feder mit dem Elastizitits-
koeffizienten 4 P[4l = F an. Wenn die Scheibe Triigheit be-
sitzt, so ergibt sich nach den allgemeinen Formeln:

d g
dr

2an< ) = (Ll — Mn?) (ts)r=y. (61)
r=>5
Das weitere ist aus der obigen Entwicklung unter 3 zu
entnehmen.

Man kann das Problem aber auch noch anders behandeln,
nach dem Prinzip der inneren erzwungenen Schwingung. Auf
die Scheibe wirkt hierbei die periodische Kraft P cos g¢. Diese
periodische Kraft wird erzeugt durch die elastische Kraft der
Feder. Wenn w die Amplitude der Verriickung der Scheibe ist,
dann ist w - K die Kraftamplitude. Und man erhilt:
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w(Mn* — E)cos gt 2P o [usBF

wceos qt = ——— 7S (
1— —) (uoa T+
Oder: I J_IS_ = 2] — SL OF (62)
(1 )(,Lb QT

5. Mit der Scheibe von der Masse MM ist eine an Federn
schwebende Masse m verbunden. Die Scheibe wiirde bei dem
schalleitenden Apparat dem Hammer, die Masse m dem Ambof
entsprechen.

Die Federn besitzen die Elastizititskoeffizienten £, und E,.
Die Verriickung der Masse sei = . Die Verritickung der Scheibe
= w,. Die Gleichungen, die nach dem Prinzip der Analyse der
einfachen harmonischen Schwingungen aufgestellt werden kdénnen,
sind, wenn die unbekannte Frequenz = g gesetzt wird:

1. ws == Awuscosqt,

2. z= DBcosqt, .

. (w—w) I, + w Mg = — _.an ——, (ws und dd fir
r== belechnet)

4. mz 4 B,z + I, (x — w;) = 0.

Die Gleichung 3 gibt das Gleichgewicht zwischen dem Zug
der Feder 1 und dem Zug der Membran an der Scheibe an. Die
Gleichung 4 ist die Bewegungsgleichung fiir die Masse m. Durch
Einsetzen von 1 und 2 in 4 ergibt sich:

—m@* B+ E,B+ E (B —u,4) = 0.

Daraus findet man die Beziehung zwischen den willkiir-
lichen Konstanten:

-B_HSAZM-; 2) nd A_.B(]Jx-{—_E_?nq)
E, s I,
Die Gleichung 3 wird zuniichst zu:
(B—u, AYE, + u, AMqg — — 2x bs(dus)A_

Durch Einsetzen der Grifen der Konstanten A4 und B er-
hiillt man schlieBlich:
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1 du Eomq — E, B, n Mq*
T \uw, dr )=y 2628(E, + E, —mg®) ' 20aS’
Oder ausgeschrieben:
Jy (b)) —BE)usb) 1 [Eimgi—E, I
Wl g D) R E (1 8)  278\E, + B —mqe T M Efr 3
worin wie sonst ¢* = HSE ist.

Die vorher behandelten Systeme, wie eine Membran mit
triiger Scheibe oder eine Membran mit Scheibe und Feder usw.
ergeben sich ohne weiteres als Grenzfille dieser Entwicklung.

Auch nach der Methode der inneren erzwungenen Schwin-
gung lassen sich die Schwingungszahlen berechnen. Ich schreibe
hier kurz die Formeln an: Wenn w — P - G (¢*) ist, worin G (¢
den Ausdruck bezeichnet:

1l [w®F
”S > (1 — g) e @)t T

dann ergeben sich die Schwingungszahlen aus der folgenden
Gleichung:

mBE ¢ G()+mg*—F L,G(@*%) = L, + E,. (64)
Die Berechnung ist zweifellos durch die Reihenentwicklung
verwickelter als die Berechnung nach der ersten Methode.

6. An der Scheibe sind mit Federn zwei Massen aufgehiingt.
Sie wiirde dem AmboB& und dem Steigbiigel entsprechen, wiihrend
die Scheibe dem Hammer entspricht. Die den vorigen Gleichungen
entsprechenden Formeln lauten:

1. wy = Au;cosqt, 2. x,== Beosqt, 3. 2z, = Ccosqf,
4. (z,—w) Ey 4w, Mg* = —27b8 - dws

5. 1y xl + By (x, — 25) + B,y (2, — WS) =0,

6. myx, + By, -+ (2, — 2,) gy = 0.

Aus Gleichung 1, 2, 3, 5 und 6 ergeben sich die willkiir-
lichen Konstanten, wie folgt:



Die Leitung des Schalles im Ohr. 45

— (Lgg + By — my @*)ym, ¢ — By Eg + Eyym, ¢

A k ni
B £y Figg
Au, = C X
L12T25+E12T + Bgg By — (B + Eg) my §° — (B, + Logg) my g° + my iy g*

El 2 E23

Die Gleichung 4 hat dieselbe Form wie die Gleichung 3
des vorhergehenden Problems, nimlich:
[(B Aus)T1 J 1 1 du,

Au, M G 8= " w dr

Die charakteristische Gleichung lautet dann:

J,(11,0) — RE, (usb) 1

(s ) J, (s 0) — RK, (1, ) 228 X
[- By Ey +(_]}£E)m,q + L5y, iy g% —~m 1 My q“] E,
{11,2L23+E,2E + Loyg Loy — (Lgg + Log)my q° — (Luy, + Lyg) g g + m, my g
+ Mg}, (65)

Die vorher behandelten Systeme erscheinen als besondere
Fille des allgemeinen jetzt untersuchten Systems. So ergibt sich
z. B. das System Membran mit Hammer und Ambof, wenn F,; == 0
st usw.

7. Die Statik des Systems: Membran mit Scheibe durch
Besselfunktionen dargestellt.

Die statische Verriickung der Membran ergibt sich dann
ohne weiteres aus den allgemeinen Formeln.

a) Fiir eine zentrische Kraft P ist

P G u, (D) (s ()
RARET Rl A ©)

Die Verriickung der Scheibe, d. h. der Membranpunkte

= b, wird wiedergegeben durch:

o [u (b)]
a7 S (,uJP a)* T’

W = —

Auf anderem Wege kann man ihnlich wie S.15 zeigen,
dafi die Verriickung der Scheibe bei dieser Krafteinwirkung
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P 1
~— 928 lnat(5>

ist. Dann ist zu erwarten, da die Reihe 2 == } Inat (é) wird.

b) Fiir eine Druckwirkung p ist w der Scheibe
_a’p - Tus(b)
S (us a2 T
in der Klammer (vgl. oben (57)).
Die Reihe 2" miiite nach #hnlichen Uberlegungen wie vor-

o

4
0 = 0 ist, geht der letzte Ausdruck in den entsprechenden fiir
die freie Membran iiber vgl. (48).

(67)

sein. Wenn keine Scheibe vorhanden ist, also

her =

8. Auslosung der Schwingungen. Es geniigt, die allgemeine
Gleichung nochmals hier anzuschreiben.

a) Auslosung durch eine zentrische Kraft:
[25 (D) ]? cos g t

w=_ S (s @) T (63)
b) Auslésung durch einen Druck:
_@*p  ITu, (b) cos ns T .
W — 'F— L -—"m— 5 (()9)

9. Erzwungene Schwingungen.
Ich gebe wiederum nur die Formeln an:
a) Erregung durch eine Kraft P cos »¢ an der Scheibe:

vm By WOT__ g

7'58 v 9
(1 — n}) (/“s a) T‘y
b) Erregung durch einen allgemeinen Druck p cos »¢:

o %Py, Hu@) -

S »? .
(1 — ;ﬁ) (s a)* T

10. Mit dem System ist eine Luftsiule verbunden.

Die obige allgemeine Formel fiir die Verbindung eines
Membransystems mit einer Luftsiule gibt unmittelbar die charak-
teristische Gleichung fiir das kombinierte System.
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Die Beziehung lautet:

cot Lg ]/@ — ”“4(139/”9 », 1 . (72)
I (1= L) oy
nS
wenn man beriicksichtigt, daf das Integral [u, dz nach (57)
= a*n I ist.

Diese Gleichung umfaBit die Losung fiir alle vorher be-
handelten Systeme mit angehingter Luftsiule. Also z. B. fiir das
System Membran mit triger Scheibe oder Membran mit Scheibe
und Gehorkndchelchen. Man muf nur hierzu die Wurzeln fiir
die entsprechenden charakteristischen Gleichungen u,a ermitteln
und in die Ausdriicke unter dem Summenzeichen eintragen. 7 ist
unter Einbeziehung der Masse der Scheibe zu berechnen (vgl. S.30).

Kreisférmige Membran mit bis zur Mitte reichendem
starrem Stab (Hammer).

1. Die Normalfunktion u;.

Das System ist nicht zentrosymmetrisch. Deshalb muf in
die Differentialgleichung ebenso wie bei dem statischen Problem
noch die Abhingigkeit von der zweiten rdumlichen Koordinate,
dem Winkel ¢ eingefiigt werden. Die Behandlung der Bewegungs-
gleichung fiihrt schlieflich auf die Besselsche Differentialglei-
chung pter Ordnung.

2 g 2
S 9 (B =
Die Losung ergibt Besselsche Funktionen pter Ordnung.
p kann auch eine gebrochene Zahl usw. sein. Die Einfithrung
von Bessel-Funktionen gebrochener Ordnung wird bei dem vor-
liegenden Problem notwendig. Die Grenzbedingungen lauten:
1. Fiir die Lage des Stabs oder ¢ = I 7 miissen die Ver-
riickungen der Membran in einer geraden Linie erfolgen. Oder
w=a(@a—r). aist der Erhebungswinkel des Stabs. Diese erste
Bedingung kann nur durch Reihen von Bessel- Funktionen er-
fiillt werden.
2. Fiir r == a ist w = 0.
Da durch die Reihe, welche die Bedingung 1 erfiillt, nicht
zugleich die Bedingung 2 erfiillt werden kann, muf die Losung
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noch eine zweite Reihenentwicklung enthalten, welche die Be-
dingung 1 nicht stort. Dies ist nur durch eine Reihe von Bessel-
Funktionen gebrochener Ordnung mdoglich. Dann schreibt sich
die Losung an:

1I

1
w =3 ap[J, ()] cosp? + 3oy ()] cos(m + 1) &.

Schliefillich muB noch eine dritte analytische Festsetzung
getroffen werden (vgl. oben S. 16). An der Stelle des Hammers
hat ndmlich die Differentialgleichung keine Geltung mehr, weil

i; unstetig wird. Die notwendige
analytische Beziehung wird hier gegeben durch das Gleichgewicht
zwischen dem Drehmoment, das die Membranspannung, und dem
Drehmoment, das die iuBeren Krifte auf den Hammer ausiiben.

Die Bedingung 1 lautet jetzt: >3 (— 1) a,J,(ur) =aa — ar
in aw¢ und ar missen in Reihen von Bessel-Junktionen entwickelt
werden und zwar nach verschiedener Ordnung. Die Entwicklung
erfolgt nach dem Schema:

hier der Differentialquotient z

1—J,@@) + 2:@1 Jra(@) und & — 2,%0(214 1) Tynp @)
Dataus: folgt firidie £ins:
o {a [Jo(;c ") + 22'1 Ton (1t 7-)]
- )3 %k 4 1) Jonr (,l”')}-

RT r=0

Es ergibt sich:
wy = a{a [JO (ur) 22 Jou(ur)cos 2k 19]
k=1
2 -]
+ /T: kgo 2k +1)Joxpr(per)cos(k + 1)19}.
Zu beachten das -+ Zeichen vor der zweiten Reihe. Es wird

notwendig durch die Beziehung cos (2% + 1) 7 = —1).
Die Bedingung 2 verlangt: Fiir r = a ist wr - wn = 0.
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Sie lautet:
{ [Jo (na) + 2 kf;_;‘l Jor(na)cos 2k 19]
» = .
na

-+ % @k +1) Jongr (na) cos(27o+1)19}

= — L O o3 (@) cos (m -4 1) &,

m=

Zur Bestimmung von b, wird nach dem Vorgang von Fourier
heiderseits mit cos (m -+ 1) & multipliziert und von — z bis + =
integriert. Die rechte Seite der Gleichung ergibt: — zbm J,, 1 3 (1 a).
Wenn man die auf der linken Seite vorkommenden Integrale aus-
wertet, so folgt:

4(_ l)maa
bm = 'K-m, (‘” a)’
worin ist: @m 1) adug:(na)
= _ o Jar(na)
Ly = Jy(wa) 4 2m 4 1) { 2,?:‘1 (4 —1—2m) 4k +1+2m)
2 5 (275+1) J2k+1(,ua)

(73)
pa i So (dh4+1—2m)(dk+ 3 +2om)f”
Damit ist die Struktur der Normalfunktion festgelegt. Sie wird:

1 ® 2

us = oy (e 7y + 2 E Sox (1t 7) cos 2k 9

+ — }_; (27»+1)J2k+1 (usr)ycos QL+ 1)9
s @ k=0 (74)

(=1 K,,(:(Sa) T (ux;)

—_— LA 1 )
4,,,2:0 2m+ DaJupy (s a) cos (m + )9 .
2. Die GrundgréBen 7' und &;.
a-t
T, wird hier == - ffw drdd. 75)
00—

Die Berechnung des Integrals ist nicht einfach. Man kann
hierzu den Greenschen Satz, den Rayl Sound I, S. 3822 ange-
wendet hat, umformen und erhiilt:

a4

2
ffu rdrdd = /L@(auau u & u)ds. (76)
) du dr duar

Sitzungsb. d math.-phys, K1, Jahrg. 1923, 4
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Die rechts stehende Integration ist iiber den ganzen Rand
zu erstrecken, nimlich den Kreis entlang von —a bis +- =,
dann den Stab hinauf und hinab. Beide Teile des Randintegrals
fithren wegen des verwickelten Aufbaues von % zu umstindlichen
Rechnungen, wenn auch eine Anzahl von Gliedern durch 0 werden
ausfallen. Ich versage mir, hier die Rechnungen vor dem end-
giltigen AbschluB wieder zu geben. Die unmittelbare Integra-
tion, die zuerst wohl nach dem Winkel, dann nach » durchge-
fithrt werden kann, diirfte vielleicht einfacher sein. Da es sich
nicht um eine Integration in allgemeinen Ausdriicken zu handeln
braucht, so erscheint auch eine graphische Integration nicht aus-
sichtslos. Die Hauptanwendung findet die Entwicklung nach Nor-
malkoordinaten bei dem System Membran usw. mit angehiingter
Luftsiule. Hier konnte wohl die Reduktion auf zwei Freiheits-
grade (vgl. unten) sehr niitzlich sein.

In 7 ist noch ein Anteil vorhanden, der durch die Trig-
heit des Hammers bestimmt wird. Die Masse des Hammers redu-
ziert man hierzu aus seinem Triigheitsmoment © auf den Mittel-
punkt der Membran. Sie wird = ©O/a®. Fiir den Mittelpunkt ist
us = 1. So ergibt sich der Zusatz fir 7, zu -Qf
unten (90). eam

Die zweite GrundgriBe @, wird nach der allgemeinen Formel
(vgl. S. 29) gebildet.

a) Auf die Membran wirkt ein Druck p.
a 4

vgl.

(D_v:pffu:rdrd{).
U —x
tor o
Da fcos.?kﬁdﬂ und fcos(Zk—}—l)z?dz?:O ist, so

fallen aus dem Integral u, und u, vgl. (74) heraus. Dadurch wird:

[ Bl 5 Kaduiilen) o
([)x——p{ o a Jo(psa) — f,.?_lo 2m 4 1) gt (05 “) e
0

‘l(.‘.a

4 c?‘ Ifm
e R R R crees aeeti ) KRS ELE

2a ap

T )
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Das Integral | J,41(@)#dz wird man wohl ebenso wie
unten (80) am besten in Reihen auswerten. Entwickelt man
hierzu die Bessel-Funktion in Form der bekannten Reihe und
integriert gliedweise, so erhilt man schliefilich:

ra

ij,,,H(x)dx— 2wafnl@ua) o 0

0 (2n+1)‘]/n’ua
worin N, die Summe bedeutet:
e, — 1%z
B (—1

02 Cn+3)Cn+5)..@n+14+20)2n+ 5+ 49)
Der Quotient dieses Integrals dividiert durch die Funktion

2(,&;) Nm- 7u -Rm Vgl (80), Man erhilt

(I) ZZ ﬂp{J ( a) 16(/“‘5(1’) - Km(/"sa)l\fm(/ha)}

I+ ist gleich

7t m=0 (2 m + 1)2 Rm (/Lv a)
Wenn man den Ausdruck in der Klammer { } mit Z(u,a)

. 2a%s
bezeichnet, so wird @, == ek g Z(uza). Oder

S

o 2a’n
Jyxrdrd{) = Asa). @7)

LU

b) Durch eine in der Mitte der Membran wirkende Kraft P
wird der Stab herausgezogen. Arbeit wird nur an J, geleistet.
Alle anderen Teile von % sind = 0, weil alle in % vorkommenden
Bessel-Funktionen mit Ausnahme von J, fiir » = 0 zu 0 werden.
J, selbst wird = 1. Also ist nach der Formel (33) &, = P.

3. Membran mit triigem Stab.

Zur Aufstellung der charakteristischen Gleichung muB das
Drehmoment, das die Spannung der Membran auf den Hammer
ausiibt, festgestellt werden (vgl. oben S. 48). Es ist:

— 9 a—7r 3w .
Mom = Sf ) _ dr.

Aus der Formel fiir u, ergibt sich:

dw 2aa & Kndwyy(pnr)
), =t B B0,
29 d=u T m=0 - nl+%(/“a’)

4#
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Daraus folgt:

na
K e)] [ 1) — T @) 5]
Mom = il S E 0
T m=0 m+§ (1ea)
Wie im folgenden gezeigt wird, lifit sich das Integral in
der Klammer { } durch Reihen auswerten. Selbstverstindlich
ebenso J,,41. Die drei Funktionen K,,, das Integral und oJ,, 4}

bestimmen das Moment. Ferner lifit sich der Quotient Irjeglal
m4 }
in der Form ansetzen: 4,ua%"—'. Das Drehmoment der Span-
nung wird dann &
Mom = 1&10’ S E K}%‘Z’Im . 72)
m=90 m

Jetzt ist das Gleichgewicht zwischen diesem Drehmoment
und dem Moment der #uBeren Kriifte zu ermitteln. In dem hier
behandelten Fall wird das letztere Moment allein durch die Triig-
heitskrifte des Hammers erzeugt mit dem Trigheitsmoment ©.

Bs ist == an?@ = a;r SQ und man erhilt die charakteristische
Gleichung: Load: S K LT oder:
-Rm 0
16 Kn(pa) Mn(pa) O (79)
n(,ua)2 me0 R ( (‘ua) T oat’

Ich nenne die Funktion auf der linken Seite F.

Die niihere Begriindung und die Kritik der Losung ist in
der Dissertation von Kiiffner (Medizin. Fakultit, Miinchen 1922)
gegeben. Ich entnehme ihr, daB zur vollen Losung der Zusatz
zu w von Gliedern in der Form der Reihe

% Z S (7)) sinm @ cos (nt + &)

m=1 sy

vom analytischen Standpunkt notwendig ist. Diese Glieder ent-
sprechen den Schwingungstypen ~ der in der Mitte belasteten
Saite (vgl. Rayl, S. 206). Sie stéren die Randbedingung fiir die
Hammerlage nicht und tragen zu dem Moment M nichts bei.
Sie fallen also bei der charakteristischen Gleichung weg, erzielen
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aber die analytisch geforderte, zweifach unendliche Mannigfaltig-
keit der Losungen.

Aus der Abhandlung von Kiiffner gebe ich ferner eine Uber-
sicht i@ber die Berechnungsmethode. Die griften Schwierigkeiten
bietet die Funktion K,,. Da nur eine Tabellierung der Bessel-
Funktionen hoherer Ordnung fiir ganzzahlige Argumente vor-
handen ist, so muf man teilweise zu einer unmittelbaren Reihen~
entwicklung der Bessel-Funktionen, die in den Grundreihen

}_,undE

k=1
enthalten sind, schreiben. Das Nahere ist in der angegebenen
Abhandlung zu finden.

Auch die Funktion J,43(ua) bzw. Juy1(x) ist fiir das
vorliegende Problem am besten in Reihenform auszuwerten.

J wird dann
1 7
. ~a:_m(2 2) — R,, worin
@m 4+ 1! ]/
Bp=3 (= 1) a” (80)

J=0 2 v (2m + 3) (2m + B). (Zm 41429
Unbedingt notwendig wird die Reihenentwicklung fiir das
Integral na

wa
ST Tns1 @ — Turs @] s
0
Es wird zu:
A2 m! 2

— M,,, worin M,
114
@2m 4 1)! 9 1)
N o )
v=02"7!1(2m+3)(2m+5)..2m+1+27) < (2m+1+4»)(2m+3+4)
Der Quotient aus dem Integral und der Funktion 41

wird donn (1) M () 2
R, (na)

wie oben S. 52 schon angegeben. In der angegebenen Abhandlung
ist das Notige iiber die Konvergenz der Reihen enthalten.
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4. Ausgezeichnete Punkte der Funktion }J Ko M, (bzw.

der charakteristischen Funktion). B

Die ausgezeichneten Punkte sind 1. der Anfang der Funktion
fir x = 0, 2. die Unstetigkeitsstellen, an denen die Funktion
=oo wird und 3. die Nullstellen. Die beiden letzteren Punkte
sind von wesentlich physikalischer Bedeutung.

1. Fiir x = 0 bekommt die Funktion einen Grenzwert.v Da
nimlich die Funktion XK, fiir x = 0 den Wert des 0ten Gliedes
—4 1
=@n—n@Entay M denWert o Er ey B
Wert 1 erhiilt, so ergibt sich fiir

W den

R Ku -Zkrm . - i 1 -
N "“4)“(27;—1) (2n+1) 2n + 3)*°
Die Reihe lidBt sich in geschlossener Form summieren. Sie
wird zu — (1—(—;; n-), vgl. Schaetz, Manuskript 5. 22. Also wird
1-K-—m-ZlIm .16'_‘712‘ .
(2.{ R )x=0 e T 0.383150.

KI?I liBt sich fiir die

Stelle z = 0 bestimmen. Da 0K, 4N, EZR"—' = 0 ist, so

de  dxz = dz
. d (KM
wird auch di(T)gmo_ 0.

2. Die Unendlichkeitsstellen sind durch das Nullwerden des
Nenners, d. h. von Rn. bzw. J,.41 bedingt. Da die Bessel-
Funktionen gebrochener Ordnung in endlichen Reihen dargestellt
werden konnen, lassen sich die Gleichungen fiir das Nullwerden
von J,u4 1 leicht angeben.

Fir m =0 wird Juyy 2u J) = V}z‘m -sinz. (Ich lasse
den Faktor V|2 weiterhin aus.) Also J3 ~ sin2. Sinz wird 0
fir z =m =, also sind Unstetigkeitsstellen fiir £ = 7 = 3.14159,
=27 =6.28319 usw. vorhanden. Fiir m =1 soll J,41

sin &
=Jg=—a—c——cosx=0 werden, oder tan x =z, d. h. es

Auch der Differentialquotient von XJ

resultiert die bekannte transzendente Gleichung mit den Losungen
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x— 0, 44934, 7.7253 usw.-vgl. Jahnke-Emde S. 3. Fiir m =2
3 . 3 Sz

wird 43 = J§ zu (m—,z — 1) Sin g — - cos & oder tan z = 5

Durch Ausprobieren (regula falsi) findet man z = 5.768. Fiir
16 6\ . 15 .

m=3 oder Jut3=dJj=— (x“ — 5) sin & — (af‘ —1) cosz =0

3

oder 1oz x‘,=tanx findet man ebenso z = 6.9874. Alle

15 — 62*
weiteren Unstetigkeitsstellen liegen iiber x = 7.

3. Die Nullstellen lassen sich nur durch Ermittlung des
ganzen Verlaufs der charakteristischen Funktion F' feststellen,
und durch Interpolation des Nullwertes. Sie werden, wie die
Schlufizusammenstellung zeigt, gefunden zu: z = 2.417, 4.139,
5.222, 5.960 und 6.769.

16 & K M,

5. Diskussion der Funktion = —_ >
X" =0 Rm

Die Funktion I’ ist mit 100 multipliziert in der Tabelle
fiir eine Reihe von Argumenten ausgewertet.

Tabelle,
=0 0.5 1.0 15 2.0 24 2417 25 3.0
F= o 47675 41752 6478 4228241061 0 — 4516 —92.19
2 = 3,142 3.5 40 4.1 4139 42 4493 45 5.0
F=TFT&+ 3795 + 64264+ 1964 0 —2820 T8 46781 - 7.654
2 = 5.222 55 5768 5.8 5.9 5.960 6.0 6.288 6.5
F= 0 — 7227F3 44727 4+ 579 0 —4881 T8 +19.85
2= 6.769 6.9 6.987 7.0

F= 0 + 8132FQ -+ 96.10
Die Schnittpunkte dieser Funktion mit der zur Abszisse

parallelen Geraden mit dem Ordinatenwert --% stellen die Losung
Y

der Gleichung dar. Sie geben die Schwingungszahlen durch die

. S .
Beziehung n = 72 - an. Die Nullpunkte und Unstetigkeits-

punkte der Kurve sind physikalisch von groter Bedeutung.

14

Die Nullpunkte geben die Losung fiir das Verhiltnis o 0

Q
oder fiir die Masse des Hammers = 0 an. Die Unendlichkeits-
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punkte geben die Losung fiir das Unendlichwerden der Masse an.
Der erste Nullpunkt stellt die Hauptschwingung der Membran
mit eingefligtem masselosen Stab dar. Seine Grole ist ein be-
merkenswertes Beispiel fiir das Prinzip des Zwangs. Die Ein-
fiigung des masselosen Hammers ruft keine Vermehrung der Massen-
wirkung hervor. Dagegen bedeutet sie einen Zwang. Die Schwin-
gungszahl muB also gegeniiber der Hauptschwingungszahl der
hammerlosen Membran vergrdBert sein. In der Tat ist dies der
Fall. Das ga der Hauptschwingung fiir die einfache hammer-
lose Membran ist = 2.404, fiir die Membran mit masselosem
Hammer 2.417. Der Zwang ist also nur verhiiltnismiiiig klein.
Nach dem von Rayleigh ausgearbeiteten Prinzip des Zwangs miissen
die simtlichen Schwingungen der Membran mit Hammer zwischen
den Schwingungszahlen fiir die hammerfreie Membran liegen.

Membran
frei 2.404 3.832 5.135 5.520 6.379
mit Hammer 2.417 4,139 5.222 5.960 6.769

Die Zusammenstellung der Schwingungszahlen zeigt diese
wichtige Beziehung. Das Prinzip erméglicht fiir die héheren
Obertone die Schitzung der Schwingungszahlen fir die Hammer-
Membran aus den Schwingungszahlen der hammerlosen Membran
auf 2—39, genau.

Von noch gréerer Bedeutung sind die Unstetigkeitspunkte.
Sie geben die Schwingungszahlen fiir die Masse des Hammers
=oo an. Hine unendliche Masse wirkt wie ein Festhalten. So
stimmen die oben angegebenen Grifen fiir xa, die diesen Punkten
entsprechen, iiberein mit den GroBen von wa fiir den festgehal-
tenen Hammer. Fiir das letztere System ist schon von Rayleigh
ohne Bezugnahme auf das Problem des Trommelfells die Lisung
gegeben worden. Die Erscheinung entspricht dem Theorem von
Rayleigh, dak das Unendlichwerden einer Masse hei gekoppelten
Systemen bzw. einer diskreten Masse bei kontinuierlichen Systemen
dieselben Schwingungszahlen hervorruft, die ein unendlich grofier
Zwang bewirkt. Nur wird die Folge der gesamten Schwingungs-
zahlen im ersteren Fall um eine Ordnung erniedrigt, im anderen
erhtht. Der Grundton wird im ersten Fall unendlich, der erste
Oberton wird gleich dem Grundton des Systems bei unendlich
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grofem Zwang. Die Wichtigkeit der Unendlichkeitsstellen liegt
vor allem darin, dafi die Kurve von oo ab auBerordentlich steil
abfillt, so daB selbst bei verhiltnismiBig kleiner Masse des Ham-
mers die Schwingungszahl nur wenig grofer ist als bei unend-
licher Masse. Wenn, wie dies von mir und Prof. Broemser ge-
funden worden ist, das Triigheitsmoment des Gehorknochelchen-
systems == 2.5 > 107°, die Dicke des Trommelfells = 0.01 und sein
Radius = 0.45 cm ist, so fallen die Obertone aufierordentlich nahe
hinter die Unendlichkeitsstellen. Z. B. der zweite Oberton kurz
hinter pa = 4.5, etwa bei 4.493, der dritte Oberton zwischen
5.768 und 5.8. Diese Tatsache kann man unbedenklich zu einer Ver-
allgemeinerung benutzen. Die Oberténe des wirklichen Trommel-
fells werden sehr nahe denjenigen liegen, die bei festgehaltenen
Gehorknochelchen erzeugt werden.

Die ganze Beziehung kann man in dem Satz zusammen-
fassen: Die Schwingungszahlen liegen fiir beliebige Massenver-
hiiltnisse von oo — 0 jeweilig in den Bezirken von F'= oo bis ' = 0.

6. Die Knotenlinien.

Fiir die Untersuchung der Knotenlinien der Membran, deren
Verlauf » == f(7) analytisch durch die Gleichung w = 0 fiir ein
bestimmtes xa gegeben ist, kann man folgenden aus den physika-
lischen Verhiiltnissen abgeleiteten Satz aufstellen. Der Hammer
kann einen Teil einer Knotenlinie fiir die Normalschwingungen
nur dann bilden, wenn bei diesen Schwingungen keine Kraft an
ithm wirkt. Und dies ist nur der Fall, wenn sich die Ausbau-
chungen seitlich von dem Hammer spiegelbildlich gleichen, also
von der Form ~ sind. Oder analytisch gesprochen bei Schwin-
gungen, die in der Zusatzreihe X', sinmd gegeben sind (vgl.
oben 8. 52). Fiir die Schwingungen, deren Schwingungszahl

durch die Gleichungen I = 9—6;4 bestimmt ist, fillt die Linie des

Hammers nicht mit einer Knotenlinie zusammen. Die Knoten-
linien konnen im allgemeinen nur durch den Drehpunkt des
Hammers an der Peripherie des Kreises gehen. Einen weiteren
Anhaltspunkt fiir die Bildung der Knotenlinien kann man durch
Betrachtung des Ubergangs von den Schwingungen des im Raum
festgehaltenen Hammers zu dem System mit masselosem Hammer
gewinnen. So kann man sich folgendes Bild machen:
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Bei dem Grundton der Membran mit unendlicher Hammer-
masse schwingt die Membran, ohne daf eine Knotenlinie in ihr
selbst vorhanden wire, um den Hammer als Knotenlinie. In diese
Linie muB die Knotenlinie des ersten Obertons des Systems mit
wachsender Masse des Hammers iibergehen. Sie liuft durch den
Drehpunkt des Hammers, umschliet ihn um so enger, je groBer
seine Masse ist. Einen analytischen Anhaltspunkt kann man wohl
in diesem Fall noch verhiltnismiiiig leicht durch Feststellung von
w fiir den Radiusvektor ¥ = 0 gewinnen. (Fiir einen raschen
Uberblick wiire wa etwas kleiner als 2,417, r = 1@ und 2a zu
wihlen.) Auch fir den zweiteu Oberton kann man den Verlauf
der Knotenlinien auf Grund von dhnlichen Uberlegungen skizzieren.
Knotenlinien bei unendlich grofier Masse des Hammers sind der
Hammerradius und die Radien im Abstand = + 120° vom Hammer.

7. Mit dem Anfang des Hammers sind zwel an Federn auf-
gehingte Massen (Ambofi und Steigbiigel) verbunden.

Die Behandlung ist ganz analog des dhnlichen Problems fiir
die mit zentrischer Scheibe versehene Membran (vgl. S. 43). Die

- Gleichungen, die das System charakterisieren, lauten:

1. ws == aacosqt, 2. x, = DBcosqt, 3. x,= Ccosqt,

m ["l
4. (@, —wy) By, 4+ = (i @.’f’f = 1_6,:,”532 K., 1 ’

5. m, z -+ E,(x, — x,) + E,; (@, — w;) = 0,
6. my & + By, + (1, — 2,) By = 0.

Hierin ist w; die lineare Verriickung der Spitze des Hammer-
griffes. Auf diesen Punkt sind alle anderen Verriickungen und
Koeffizienten bezogen (vgl. 8. 21).

Aus Gleichungen 1, 2, 3, 5, 6 ergeben sich die willkiir-
lichen Konstanten ihnlich wie frither, zu:

(Eyy + Ey — myg*)m, ¢* — By By + Eyym,q

B—aa=7C 7, T,
wi = OE,2E23+E”E + oy By~ (Higy + Bg) m, ¢° — (B + Eigg) 2, 4% +m, myqg* '
EIZ E23
Die Gleichung 4 hat die Form:
(B—aa)E,2+q~ 16_8,}_‘-,1{,,.]11!,,

aa 7 R,
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Die charakteristische Gleichung lautet dann:

~ Km -Zl[m .z
LR, — 168" (83)
[~ Ey By + (B + Ey) ”_%_9_2 +£2_51"_8 9 —m,m, 9*] +QQf
Ly Lyt I,y Bt By B — (10, + B )m, 2~ (B o+ Loy )my g+ m myq* -~ a? |-

Die Systeme, Membran mit trigem Hammer oder Membran
mit massenlosem Hammer und Feder oder Membran mit trigem
Hammer und durch Federn mit dem Hammer verbundenen Ambo&
sind selbstverstindlich Spezialfille dieses allgemeinsten Systems.

Wenn an den Massen ©O[a® und m, Federziige mit den
Koeffizienten I, und I, angreifen, die von festen Winden aus-
gehen, vgl. Fig. 2, dann ist statt Ofa®¢* und m, ¢%: Ofa®¢* — K,
und m, ¢* — F, in die Gleichung einzusetzen.

8. Statik des Hammermembransystems.

a) Fiir eine zentrisch wirkende Kraft P, bzw. das Dreh-
moment P-a. Da wie oben entwickelt fiir diesen Fall &, —= P
ist, wird fiir das Gleichgewicht

ke W (n0)
T a8 (a2 T(usa)’

Handelt es sich um die Erhebung des Mittelpunktes, so
wird #; = 1 und P 1

EE -1 .
U a8 (e a) T(us )

Diese Formel muf dasselbe ergeben, wie die mit Fourier-
schen Reihen gefundene Formel 8. 16, wenn das System aus
Membran und Hammer allein besteht bzw. die darin vorkommenden
us @ die Losungen der charakteristischen Gleichung (79) sind. Im
tibrigen gilt die Formel fiir alle behandelten Systeme, auch fiir
die Systeme von Nr.7, wenn die entsprechenden Wurzeln ein-
gesetzt werden.

b) Einwirkung eines Drucks p. Fir das Gleichgewicht er-

gibt sich . —292_]) - _Z(_/is a) us (r, 19‘)4
-8 (s a)* T'(ps @)
Diese Bezichung mufi ebenfalls mit der fiir die Statik der

Hammermembran durch Fourier-Entwicklung gewonnenen iiber-
einstimmen. Fiir den Mittelpunkt der Membran wird

w

(84)

(85)
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3 Z(;us a)
(s @)* T 1ty )’
9. Auslosung der Schwingungen. Es geniigt, die Gleichung
anzuschreiben:
a) Auslosung durch eine zentrische Kraft P:

20__2ap

us (7, ) cos nst

Y= a5 B Goapt, (50
b) Auslésung durch einen Druck p:
2atp  Z(usa)us(r,9) cosnst
= . 8
W= T ay T a) 87

10. Erzwungene Schwingungen. Ich gebe wiederum nur die
Formeln an:
a) Erregung durch eine Kraft P cos»¢:

_ Pcosvt o us (1, 9)

7l Z (nsa)* 1 (88)
b) Erregung durch einen allgemeinen Druck:
_2a’p Z(ps @) us (r,9)
w =~ cos vty G a) T a) (89)

11. Hammermembran mit Gehorknochelchen und angehingter
Luftsiule. Die charakteristische Gleichung liBt sich nach der oben
(43) angegebenen Formel unmittelbar anschreiben. Sie lautet:

COtqu/ 47‘!&4(11//9[,2 Zi(/"‘sa/)_h . (90)
(1 — Z) (us @)* T,

Hierin sind ebenso wie o. S. 47 fir u,a die Wurzeln der
charakteristischen Gleichung fiir das System Hammermembran
mit Gehérknochelchen einzusetzen und 7 muB den Zusatz ent-
halten, der durch das Triigheitsmoment des Hammers bedingt ist.

12. Einflu der Luft der Paukenhshle. Wenn die Luftsiule,
die an die Hammermembran angehingt ist, im Anfang durch
eine starre Wand verschlossen ist, so lautet die charakteristische
Gleichung:

4
tan Lgq ]/Q’ il quOIE

s @)

#(
(1 o )ﬂ(ﬂs o (91)
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Wenn die Luft ohne Triigheit angenommen wird, so ent-
wickelt sich hieraus, da tan sehr klein ist:

L_tia‘nz Z? (us a)
e g 2 ’
E S (1 _ ZT) (s @)t T,

worin 7 den Volumelastizitits-Koeffizienten des Luftraums be-
deutet. Wenn wie bei dem Ohr auBen die Luftsiule des duBeren
Gehdrgangs und innen sich der abgeschlossene Luftraum der
Paukenhohle befindet, so ergibt sich nun fiir das Gesamtsystem
unter Berticksichtigung aller Teile Membran mit der ganzen Kette
der Gehorknochelchen, Luftsiule im #uBeren Gehdrgang und Luft
der Paukenhthle die folgende charakteristische Gleichung:

92
tanLq]/Qi—E‘Q (92)
4 . 2 (1, @)

da*n-qV xo;, —— 208 — — =1.

(= wer

Anniherungsmethoden fiir die Berechnung der Schwingungszahlen.

Die strenge Berechnung der Modelle des schalleitenden
Apparates des Ohrs sind als Grundlage fiir die Durchrechnung
des wirklichen Trommelfells von ausschlaggebender Bedeutung.
Aber schon in der ersten Akademieabhandlung habe ich darauf
aufmerksam gemacht, daB Anniherungsmethoden dann notwendig
werden, wenn sich die wirklichen Systeme von dem Schema der
mathematischen Modelle zu weit entfernen. Denn die strenge
Brechung diirfte mit den in dieser Abhandlung behandelten
Systemen ihr Ende gefunden haben. Zu der angeniherten Be-
rechnung konnen verschiedene Methoden benutzt werden.

1. Wenn die Abweichungen des wirklichen Systems von der-
jenigen des Modells nur gering sind, dann reichen vielleicht die
von Rayleigh, Sound Art. 90/91 und 140 fiir die Saite S. 185, 186
fiir den Stab, S. 209 fiir Membranen, deren Begrenzung nur wenig
von dem Kreis abweicht, vorgeschlagenen Anniherungsmethoden.

2. Fiir die Ermittlung der Hauptschwingung ist am vorteil-
haftesten die Methode, die Rayleigh, Sound I, Art. 89 behandelt.
Das System fiihrt hierbei eine vorgeschriebene Bewegung von
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einem Freiheitsgrad aus. Fiir sie wird die potentielle und kine-
tische Energie ermittelt und aus dem Satz von der lebendigen
Kraft die Schwingungszahl abgeleitet. Sie fithrt im allgemeinen
zu sehr guten Annidherungen, von denen ich in dem Abschnitt 5
einige Beispiele fir Membransysteme geben werde.

3. Das Prinzip der Massenkonzentration. Ich habe in der
ersten Akademieabhandlung S. 308, dann in der zweiten Abhand-
lung 8. 147 das Notige hierliber gesagt.

4. Fir die Berechnung einer Oberschwingung ist eine Methode
sehr gut anwendbar, die darin besteht, dat man die Zahl der
Freiheitsgrade durch eine den Forderungen des Problems ange-
messene Festsetzung auf zwei Freiheitsgrade reduziert. Sie ist
wohl hauptsiichlich fiir die Verbindung eines Membransystems
mit einer Luftsiule anwendbar. Die hierzu notwendige Zer-
legung in zwei Einzelsysteme kann man so erhalten, daB man
einmal die Masse eines charakteristischen Teils = 0 setzt, die
Schwingungszahl hierfiir bestimmt und fiir das zweite Kinzel-
system die iibrige Masse == 0 setzt und wieder die Schwingungs-
zahl hierfiir berechnet, z. B. bei dem System Membran mit
Scheibe in der Mitte zuerst die Masse der Membran und fiir die
Gewinnung der zweiten Einzelfrequenz die Masse der Scheibe = 0
setzt. Die Berechnung der beiden Frequenzen des Gesamtsystems
erfolgt nach der ersten Akademieabhandlung S. 291 (4).

5. Um ein Urteil iiber die Leistungen dieser angeniherten
Methoden zu gewinnen, teile ich die Ergebnisse einiger Berech-
nungen mit.

Die Hauptfrequenz einer freien Membran fillt nach der
Rayleigh-Methode um 0.4°/o zu hoch aus. Das System: ,Mem-
bran mit zentrischer Scheibe, die Scheibe massenlos, Verhiltnis
der Radien der Scheibe und des dubieren Kreises = 0.2 erhilt
durch die angeniherte Berechnung einen um 1.1°/; zu hohen
Wert. Fir einen Membranring fillt unter denselben Verhilt-
nissen die Frequenz 3.2°, zu hoch. Aus der Reduktion auf
2 Freiheitsgrade ergibt sich fiir das System: ,triige Membran mit
triger Scheibe in der Mitte“ die Hauptschwingung um 2°/o und
die Oberschwingung um 4.2°o zu hoch. Ebenso bei dem System
freie trige Membran mit angeschlossener Luftsiule, Hauptschwin-
gung 5.3°/o zu hoch, Oberschwingung 13°[o zu niedrig.
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Die Schwingungszahlen der Ohrmodelle und des wirklichen Ohrs.

Eine wesentliche Grofe fiir die Bewertung der Triigheits-
wirkung ist das Trigheitsmoment der Gehdrkndchelchen fiir das
Achsenband als Drehungsachse. Von Prof. Broemser und mir ist
es zu rund 2.5 > 107° gmem? ermittelt worden. Durch ein rech-
nerisches Verfahren, das einer gewissen allgemeinen Anwendung
fihig ist, kann man das Verhiltnis zwischen der Trigheit der
Gehorknochelchen und der Membran auf das System Scheibe mit
Membran iibertragen. Die Membran ist an der Umgrenzung fest-
gelegt. Man nehme nun an, daf sie sich wie ein Konus bewegt,
d. h. sich wie ein System von Stiben um die Peripherie als
Achsen dreht. So erhilt man ,das Trigheitsmoment der Mem-
bran folgendermaken:

0 4
O =oyf2ardr(@a—rpP = quég‘”
0

(oy = Masse der Membran fiir die Flicheneinheit).

Das Verhiltnis der Trigheitswirkung der Gehdrkniochelchen
und der Trigheitswirkung des Trommelfells ist dann:

R O Gehorkn. 6 @Gehtjrer
"~ © Trommelfell ~  atmoy

Bei dem wirklichen Trommelfell wiirde dieses Verhiltnis

6> 2.5 10"

B= 450 m 00T =

154

sein. In der Formel fiir die Schwingungen einer Membran mit

Scheibe tritt das Verhiltnis £

Sch.

vgl. (58) auf. Man kommt zu

-

ithm durch eine Reduktion des Trigheitsmoments der Membran
auf die Peripherie der Scheibe. Man erhilt so #hnlich wie vor-
her das Trigheitsmoment der Membran

~ zwoy(a—10)*(a+ 30)
e

Die Reduktion auf die Peripherie erfolgt durch die Division
mit dem Quadrat des ,Hebels® = (@ — 0)*. Die reduzierte Masse
wird dann
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=2
6
ist. Diese reduzierte Masse der Membran steht in dem Verhiltnis
zur Masse der Scheibe wie 1/R und es existiert die Beziehung:

e _ B (1—0)(1+130)
ox 6 o )

a?ou(1— 8) (1 + 3J), worin § = g

Wenn nun 6 = 0.2 ist, was eine Koppelungszahl von un-
gefihr 0.5 fir die Verbindung Scheibe mit Membran ergibt, und
wenn I aus der obigen Zahl entnommen wird, dann erhilt man:

osan __ 134 0.8><1.6 — 713,

oM 6 s 00_41_

Berechnet man jetzt aus diesen Daten die zwei ersten Wurzeln

der charakteristischen Gleichung fiir das System Membran mit

Scheibe und Membran mit Stab, so kommt man in beiden Fillen
zu ziemlich denselben Zahlen, nimlich

Membran mit Scheibe 6 = 0.2: Fiir die Grundschwingung pa = 0.70.

Die erste Oberschwingung , = 3.7.

. Die zweite Oberschwingung , = 7.8.
Membran mit Stab: . . . . Die Grundschwingung , = 0.65,
Die erste Oberschwingung , = 3.3.

Ich fiige noch hinzu: Fiir eine ,Membran, frei ohne Be-

lastung® ist die Grundfrequenz bestimmt durch . wua = 2.404.
Fiir Membran mit massenloser Scheibe. . , = 2.575.
Far einen Membranring. . . . . . . , =38l
(Jedesmal 6 = bja =0.2.)

8. Ergebnisse der Theorie fiir die Physiologie der Schall-
leitung.

Meine Abhandlung ist in der Hauptsache der mathematischen
Behandlung einiger Modelle gewidmet, die dem wirklicher Aufbau
des Ohrs sehr nahe liegen. Die Anniiherung ist bei dem Modell III
so weit erfiillt, daB man ebenso gut mit thm horen wiirde wie
mit dem wirklichen. Die Mechanik des schalleitenden Apparates
ist dadurch sowohl nach der statischen als nach der dynamischen
Seite wesentlich weiter entwickelt, als dies bis jetzt der Fall war.
Besonders mufi man sich dariiber wundern, daB die an sich ein-
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fachere Statik gar nicht behandelt worden ist. Aus ihr allein
konnen auBlerordentlich wichtige Folgerungen gezogen werden.
Ich behandele zunichst das Grundproblem: Warum ist das Trommel-
melfell mit den Gehdrknichelchen tiberhaupt vor die Labyrinth-
offnung vorgelagert? Man wird geneigt sein, als alleinigen Zweck
die Vergriierung der Fliche, auf welche die Schallwellen auf-
treffen, gegeniiber der Fliche des Labyrintheingangs anzunehmen.
Das Kolbenmodell zeigt, daf in der Tat die Empfindlichkeit unter
sonst gleichen Verhiltnissen bei dem Menschenohr um das 20 fache
gesteigert wird. Es wird sich aber zeigen, daB die Einschaltung
der Gehorknochelchenkette mit ihren nicht absolut engen Koppe-
lungen den Schluf nicht zu einem zwingenden macht, abgesehen
davon, dafi die Einschaltung des Trommelfells und der Gehor-
knichelchenkette einen dynamischen Nachteil durch die Vermeh-
rung der Masse bedingt. Am sichersten kommt man zu einem
Urteil, wenn man sich die jetzt noch nie aufgeworfene Frage
vorlegt: Was geschieht, wenn das Trommelfell mit der Gehor-
knochelchenkette weggenommen wird? Die Schallwellen treffen
dann unmittelbar auf die zwei durch Membranen verschlossenen
Offnungen des Labyrinths der fenestra vestibuli (fenestra ovalis)
und der fenestra cochleae (fenestra rotunda). Wirkt nun auf
beide Offnungen wie bei einer gleichmifiig auftreffenden Welle
der gleiche Druck, so kann keine Bewegung der Labyrinthlymphe
stattfinden. Der Satz leuchtet wohl von selbst ein. Aber eine
kleine mathematische Entwicklung gibt sicherere Ergebnisse. Ein
von starren Winden begrenzter Raum sei mit einer inkompres-
siblen Fliissigkeit erfiillt. Kr besitzt zwei mit Membranen oder
Membranen mit Platten oder Kolben mit Federn usw. verschlos-
sene Offnungen. Auf die eine Offnung wirkt der Druck p,, auf
die andere der Druck p,. Der Druck im Innern sei = p;. Wenn
L' der Volumelastizitits- Koeffizient des Verschlusses ist, d. h.
der Quotient aus auf den Verschlub wirkender Druckdifferenz
und der Ausbauchung (bzw. Volumverriickung), daun besteht
die Bezichung p, — pi = E V. Ebenso| p; —p, = L, V. Eli-
miniert man p;, so erhilt man p,—p, = V(&1 4 L3). Wenn
nun p, = p, ist, so ist die Volumverriickung ¥ == 0, ganz unab-
hiingig von der Grofie von [Jj und K5 und damit unabhingig
von der Grofe der Offnungen und der Spannung der Membran.
Sitzungsb, d. math,-phys. K1 Jahrg, 1923, D
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Unter der Einwirkung von Schwingungen kann aber eine Be-
wegung der Lymphe hervorgerufen werden, wenn die zweite
Offnung in den ,Schallschatten gebracht wird. Das geschieht
unter normalen Verhiiltnissen so, dak die Schallwellen auf das
Trommelfell auftreffen, hinter dem die Luft der Paukenhohle sich
befindet. (Selbstverstindlich darf aber der Volumelastizitits-Koef-
fizient der Luft in der Paukenhohle nicht so grof sein, daB der
Druck durch das Trommelfell sich im wesentlichen ungeschwiicht
hindurch fortpflanzt.) Berechnungen des E' fiir die Paukenhihle
aus dem Luftvolumen der Paukenhohle und experimentelle Be-
stimmungen haben dies erwiesen. Man kaun schlieBlich die paradox
klingende Behauptung aufstellen, daf die Schnecke bis in den
Nasenrachenraum oder bis zur anderen entgegengesetzten Seite
des Kopfes reichen miifite, damit die zweite notwendige Offnung
des Labyrinths in den Schallschatten kommt, wenn nicht der
schalleitende Apparat vorgeschaltet wire. Nun haben die Otiater
beobachtet, dat nach vollstiindigem Verlust des Trommelfells,
wenn nur der Steigbiigel erhalten bleibt, das Gehor wohl ge-
schiidigt ist, aber wesentlich nur fiir die tiefen Tone. Wie konnen
die Schallwellen nach dem Vorhergesagten iiberhaupt wirken?
Hier wird man darauf aufmerksam, daf die fenestra cochleae
ganz versteckt hinter einem Wulst, dem Promontorium, in einer
trichterdhnlichen Hohle liegt, der Fossula fenestrae cochleae.
Durch diesen Vorsprung kann ein Schallschatten bedingt sein.
An einem geeigneten Modell ausgefithrte Experimente bestitigen
diese Annahme. Wenn man eine Roéhre idhnlich so bildet, wie
in der Fig. 1 das Labyrinth angedeutet ist, so erhilt man keine
Schwingungen, wenn man die Schallwellen frei auf die durch
Membranen verschlossenen Offnungen einwirken Lifit. Bringt man
aber vor die eine Offnung einen kleinen Schirm, so schwingt die
in der Rohre enthaltene Fliissigkeit. Bei einer theoretischen Be-
handlung dieser Erscheinung wire wohl auch auf die Reibung
in dem engen Kanal zu achten. Der Schatten wird um so besser
wirken, je hoher die Schwingungszahl ist. Bei unendlich lang-
samen Schwingungen, d. h. bei einer statischen Einwirkung hat
das Vorlagern eines Schirms oder dergleichen keine Wirkung.
Der Schatten kommt also nur zur Geltung, wenn Bewegungen
auftreten. Damit wiire die Beobachtung der Otiater erklirt. Dar-
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nach ist das Trommelfell in erster Linie notwendig, um eine ge-
ordnete Zuleitung der Schalleinwirkung zu der fenestra vestibuli
zu bewirken. Fiir die hoheren Tone wird diese Zuleitung weniger
wirksam (vgl. unten S. 76).

Um die weiteren statischen Verhiiltnisse zu iibersehen, ver-
einfache ich die Kette der Gehorknichelchen etwas, indem ich
den Ambof ausfallen lasse. Das System besteht aus der Mem-
bran mit dem Hammer, der selbst mit dem Steigbtigel durch eine
elastische Verbindung von dem Koeffizienten F,, zusammenhiingt.
Der Steigbiigel ist in die Wand der Paukenhihle durch eine Ver-
bindung von dem Koeffizienten I, eingefiigt. Die Grobe der
Empfindlichkeit 1Bt sich unmittelbar aus der Formel (17) ent-
nehmen. Sie ist:

7Ny e YHNH

MHES5 8 = Ty T - 0 A
7UH+8) 0y + Ly fen.on. N+ _El_"gaz_
e -E12 + E2

Fiir eine Ubersicht empfiehlt es sich, zwei extreme Typen
zu behandeln. Einen bei dem F,, grol gegen F,, einen anderen
bei dem K, klein gegen I, ist. Im ersteren Fall ist die Koppe-
lung von Hammer und Steigbtigel eng, im zweiten Fall lose.

1. Enge Koppelung zwischen Hammer und Steigbiigel, d. h.
Ii, | 5, grofs. Das ganze verhilt sich wie ein Federmanometer
(vgl. erste Akademieabhandlung 1915). Die Empfindlichkeit wird

yury_

ny + By

s 5 Fithrt man K7, = E'ny? ein und das Verhiltnis der
E )

2

Verriickung des Hammers zu der Volumausbauchung der Membran
f O ‘ . KTr'F s 0
V== y I, so erhilt man yu49s = CE, Hier zeigt
sich der Einfluf der Groie der Trommelfellfliiche I7 einerseits und
der Koppelung des Hammers mit dem Trommelfell Ky, anderer-

seits auf die Empfindlichkeit, der S. 2 behauptet war.

2. Anders liegen die Verhiltnisse, wenn K, klein gegen
IZ, ist. Dann wird

nun = und, wenn zugleich 3y klein gegen E, ist

Yy By

JHE88 T .
HUES 7/M+E12 E,
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Ist F., klein gegen 1y, daun ist
12 o-D 1

=
A = ru: E12 = KTT 1( . E12

i Ez V GEQ_ 7])1 !

d. h. es ergibt sich nicht mehr die einfache Abhiingigkeit von
der Groge des Trommelfells und von der Koppelung. AuBer von
Ky, und I' hingt die Empfindlichkeit noch von I,/F, ab. Die
Formel zeigt, daB die Emptfindlichkeit durch einen niederen Ela-
stizitiitskoeffizienten I, gegeniiber der Empfindlichkeit, die durch
die Trommelfellkoppelung schon herabgesetzt ist, nochmals her-
abgesetzt wird.

Eine weitere Anwendung dieser Formeln kann man auf die
Helmholtzsche Hypothese von der Bedeutung des schalleitenden
Apparates machen. Helmholtz schreibt S. 219 ,Tonempfindungen®,
6. Ausgabe: ,Die mechanische Aufgabe des Trommelhohlenappa-
rates ist also eine Bewegung von groBier Amplitude und geringer
Kraft, welche das Trommelfell trifft, zu verwandeln in eine von
geringer Amplitude und groBer Kraft, die dem Labyrinthwasser
mitzuteilen ist. Hs ist dies eine Aufgabe, wie sie durch vielerlei
mechanische Apparate als Hebel, Flaschenziige, Krane usw.
gelost wird. Die Art, wie dies im Trommelhthlenapparat geschieht,
ist ganz abweichend und sehr eigentiimlich. Eine Hebelwirkung
wird zwar auch beniitzt, aber nur in geringem Make. Die Spitze
des Hammerstieles, auf welche der Zug des Trommelfells zunichst
einwirkt, ist allerdings etwa 1'/2 mal so weit von der Drehungs-
achse entfernt, als die Spitze des Ambosses, welche auf den Steig-
biigel driickt. Der Hebelstiel bildet also den lingeren Hebelarm
und der Druck auf den Steighbiigel wird 1'/2 mal so groB sein als
die Kraft, welche die Spitze des Hammerstieles eintreibt.“ Die
allgemeine Aufgabe des Trommelhshlenapparates ist gewifi durch
den Helmholtzschen Satz nicht vollstiindig beschrieben. Aber auch
die Wirkung eines Krafthebels ist durchaus nicht eindeutig zu
erkennen. Man braucht sich nur zu iiberlegen, daB wenn der
Angriffspunkt des Steighiigels niher an die Achse riickt, wohl
die Kraftwirkung an dieser Stelle groBer ist, daB zu gleicher Zeit
aber auch der Ausschlag des Steigbiigels verringert wird. Man
wird also erwarten konnen, daB die Verlagerung des Steigbiigel-
kopfchens entlang einem Hebel, der sich um das Achsenband
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dreht, zu einer optimalen Wirkung bet einer bestimmten Linge
dieses Hebels fiihrt.

Die Formeln erweisen diese Vermutungen als richtig und sie
geben den vollstindigen Aufschlu, weil das System in allen wich-
tigen Punkten mit dem schalleitenden Apparat gleich ist. Alle
diese Fragen spitzen sich zur Frage nach der Grofe der Emp-
findlichkeit zu. Man hat in den obigen Formeln nur die Emp-
findlichkeit fiir die lineare Verriickung des Steigbiigels festzustellen,
alles was dem Trommelfell-Hammerapparat eigentiimlich ist, nim-
lich die y, und 7, konstant zu lassen und den Angriffspunkt des
Steightigels an dem Hebel zu verriicken. Dazu muB man das
Torsionsmoment i, durch Division mit * in einen gewdhnlichen
Elastizititskoeffizienten und die Winkel-Empfindlichkeit in eine
lineare verwandeln (vgl. oben S.23). Darnach wird:

o . Va M l77a ‘11/ I VaM NaM
Y f (1 - 9 T — = Fa EE 2 .
U85 7]al{/l" + EH— Fen. ov. 77!;M/Z "*— Z-EII—Fcn.ov.

Behandelt man die beiden obigen Fille getrennt, so ergibt
sich fiir eine enge Koppelung zwischen Hebel und Steigbiigel oder
lim I}, = oo folgende Formel:

. . YaM¥aM
VrH48)S 7]aJI/Z+Egl.

Die Maximumbedingung fiir y, lautet: — yo[l® + E, =0
oder E,I* = 7,. Also wirkt die Verkiirzung des Hebelarms nicht
unbedingt giinstig, und sicher kann man jetzt sagen, daf die Ver-
hiiltnisse beim menschlichen Ohr nicht so liegen, daf E,,|E,
grofi ist. Wenn wie bei dem zweiten Fall ¥, klein gegen I,
ist, dann lautet die entsprechende Formel:

Yol Ve
VIHAS)S = Ty .
" 77(11\[/1 + Elgl

Hier existiert ebenfalls ein Maximum der Empfindlichkeit
fiir K, 1? = .. Da aber hier I, verhiiltnismiiiig klein ist, wird
die optimale Linge grofer ausfallen. Hier ist die Wahrschein-
lichkeit, da eine Verkiirzung des Hebelarms gegeniiber dem Hebel-
arm des Ambof giinstig wirkt, noch geringer als bei Fall 1.
Dab im iubersten Fall aber auch die Moglichkeit besteht, daf
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eine Verlingerung des Hebelarms giinstig wirkt, kaun man aus
dem Fall entnehmen, bei dem E,,1* klein ist gegen 3,. Dann wird

_ VaWal

und eine Verlingerung des Hebelarms wirkt nur giinstig. Man
sieht also, daf alle diese matigebenden Konstanten bekannt sein
miissen, um einen Entscheid {iber die ZweckmiiBigkeit des Baues
des schalleitenden Apparates zu liefern, und daB die Helmholtzsche
Behauptung durchaus nicht schliissig ist. Zuriickzutreten scheint
mir ganz die Bedeutung der besonderen Form des Trommelfells,
der Helmholtz einen grofien Raum bei seinen Krorterungen ge-
widmet hat.

Ein drittes Problem bietet die Kinschaltung einer verhiltnis-
miiBig losen Koppelung, wie sie zwischen Hammer und Steig-
biigel durch das Ambo&-Steighiigelgelenk gegeben wird. Fiir die
Beurteilung des Einflusses dieser losen Koppelung wird der Ent-
scheid nicht durch die Bewertung der Empfindlichkeit allein ge-
geben, sondern die Schwingungszahl kommt ebenfalls in Betracht,
d. h. die Giite. Ich habe die Giite das Produkt aus der Emp-
findlichkeit und dem Quadrat der Schwingungszahl, und zwar der
Hauptschwingungszahl bei Systemen von mehreren Freiheitsgraden,
genannt (vgl. oben S.12). Tir die folgenden Betrachtungen
nehme ich die Membran als massenlos an bzw. durch eine Reduk-
tion in die Masse des Hammers einbezogen. Das System besitzt
so zwel Freiheitsgrade. Es bestehen dann folgende Beziehungen:

G =niy =} [n} + 0 — Vi — nif + 4nin K],

C,=nn+ Ey, C,=Eu+ B, C,=LFE,,

o e+ By . Byt E — e
T T e M T Gt By (B B

Ky ist die Koppelungszahl fiir das ganze System. Ich be-
handle wiederum die zwei Fille: 1. F|, gro gegen K, und da-
mit Kj; nahezu 1. Dann wird:

_ vanx .t B
z, (vgl. oben) und »} = R
und die Giite G T _ nr + B,

! E, my - my,
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Wenn 7, klein gegen I, und wenn m, (des Steigbiigels)
klein gegen m, (des Hammers) ist, dann wird
o= v Koo B

1
m, m,

2. I, klein. Dann ist, wenn n grofi gegen ni ist,

_ v+ E,,
= .

1

ny =mni (1 —F)

G, wird
yunul, gut Ey  yuny Ly K FE,
(g + L) B, m, my, I, m, ORN

Das Verhiiltnis der Giiten der beiden Systeme, die sich nur
durch die Grofie von /7, unterscheiden, wird = Iv,[/,, worin
14, der Koeffizient fiir das lose gekoppelte System ist, d. h. die
lose Koppelung verschlechtert die Giite. Da bei dem Vogelohr
die Masse der Columella sehr klein ist, da ferner die Koppelung
zwischen dem in das Trommelfell eingelassenen Schenkel der Colu-
mella und dem eigentlichen Columellastibchen, das unmittelbar
mit der Membran der fenestra vestibuli in Verbindung steht,
sicher wesentlich grofer ist als bei den Siugetieren, so ist die
Giite des schalleitenden Apparates bei dem Vogel groBer als bei
den Siugetieren. Wie sich die Erhghung der Giite bei dem Vogel-
ohr auf die Empfindlichkeit und die Schwingungszahl verteilt,
kann nur durch Versuche entschieden werden, die ich fiir das
Ohr des Truthahns und der Gans mit Aussicht auf Erfolg in
Angriff genommen habe.

Damit ist die letzte Frage dieser Reihe aufgeworfen, die
Frage nach der Bedeutung des AmbofR. Die Giite des schall-
leitenden Apparates wird zweifellos durch die Einfigung des
Ambof verschlechtert. Denn es kommt eine neue Masse hinzu
und auBierdem wirkt die Hammer-AmboB-Gelenkverbindung mit
einem kleinen [7,. Die Versuche, die von Broemser und mir
angestellt worden sind, erweisen dies unmittelbar. Die EKin-
fiigung des Ambo& kann also nur durch sekundire Momente be-
dingt sein. Man kinnte an die von Helmholtz behauptete Sperr-
wirkung denken (Helmholtz, Tonempfindungen, 8. 217). Nach
Helmholtz hat das Hammer- Ambofigelenk Sperrzihne, die so
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wirken, ,dall wenn der Hammer mit seinem Stiel nach innen ge-
zogen wird, er den Ambofi ganz fest packt und mitnimmt, um-
gekehrt, wenn das Trommelfell mit dem Hammer nach auBen
getrieben wird, braucht der Ambof nicht mitzugehen. . . . Der
Steigbtigel kann nicht aus dem ovalen Fenster ausgerissen werden,
wenn die Luft im Gehérgang erheblich verdiinnt wird. Eintreibung
des Hammers, wie sie durch Verdichtung der Luft im Gehdrgang
entstehen konnte, ist ebenfalls ohne Gefahr, da sie durch die
Spannung des trichterférmig eingezogenen Trommelfells selbst
kriiftig gehemmt wird“. Diese Sperrvorrichtung ist aber nicht
unumgiinglich notwendig. Denn bei Vigeln ist diese Schutz-
vorrichtung nicht vorhanden. Bei meinen bisher angestellten Ver-
suchen hat sich bis jetzt noch nicht ein Anzeichen dafiir ergeben,
daB die Sperrvorrichtung bei dem menschlichen Ohr wirkt. Aller-
dings haben wir unsere Versuche nicht unmittelbar auf diesen
Punkt gerichtet.

Es bleibt zundchst nur die Annahme, daB die Einfigung
des Ambofz etwas mit den Trommelfellmuskeln zu tun hat. Bei
den Siugetieren sind zwei Muskeln vorhanden, der tensor tym-
pani und der Stapedius. Der eine greift unmittelbar an dem
Hammer, und der andere an dem Steigbiigel an. Wenn die beiden
getrennt wirken sollen, muf eine lose Verbindung vorhanden sein.
Sie wird durch das Einfiigen des Ambof erzeugt. Ich hatte diese
Meinung iiber die Bedeutung des Ambof schon ausgesprochen,
als ich in Wiedersheim ,Vergleichende Anatomie der Wirbel-
tiere“ die Bemerkung fand, daB nur die Siugetiere einen tensor
tympani besitzen. Sie besitzen aber auch keinen Ambof. Mog-
lich ist, daB die Sperrvorrichtung eine Vergroferung der Koppe-
lung zwischen Hammer und Steigbiigel hervorruft. Eine gewisse
jedenfalls weniger ausgiebige Koppelung ist zwischen dem in das
Trommelfell eingefiigten ersten Schenkel der Columella und der
eigentlichen Columella auch bei den Vigeln vorhanden. Ich habe
in dieser Abhandlung die Wirkungsweise der beiden Muskeln
nicht behandelt. Aber diese Uberlegungen haben mich zu der
Meinung gefiihrt, daf sie beide Spanner sind, d. h. daB der Tensor,
das Trommelfell bzw. das Achsenband (vgl. Helmholtz, ,Ton-
empfindungen®, S. 216, und der Stapedius die membrana fenestrae
ovalis spannt.
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Mit Prof. Broemser zusammen habe ich eine Rethe von
Experimenten durchgefiihrt, die bis zu einem gewissen Grad die
Leistung der Theorie erweisen und im einzelnen wichtiges ergeben.
Wir haben nicht nur die Statik des schalleitenden Apparates
griindlich untersucht, sondern auch die Eigenschwingungen fest-
gestellt. Zunichst haben wir hierzu das tote menschliche Ohr
benutzt. Wir haben Spiegel auf dem Hammerkopf, auf dem Am-
boBkorper, ferner auf der Steigbtigelplatte und Drahtmarken an
dem Steigbiigel angebracht und die Exkursionen durch Einwir-
kungen eines Drucks oder eines Drehmoments auf den Hammer,
bzw. die Gréken y und 7, an dem ganzen System, z. T. auch nach
Eroffnung der fenestrae rotunda, nach Lostrennung des Steightigels
von dem AmboB und nach weiterer Lostrennung des Ambo& von dem
Hammer gemessen. Die Auslosung der Schwingungen geschah
nach dem von Petter, Broemser und mir ausgearbeiteten Ver-
fahren. Wir kdnnen damit schlieBlich iiber alle Einzelkonstanten
verfiigen. Die Uberarbeitung der Ergebnisse bat, wie ich schon
frither bei der Experimentaluntersuchung der Registrierinstrumente
gezeigt, welche ungemeine Bedeutung die mathematische Analyse
als Fingerzeig fiir die Anstellung der Experimente hat. Die
Hauptergebnisse sind bereits eindeutig. Die Koppelungszahl fiir
die Einfligung des Hammers in das Trommelfell (Kr,) ist an-
niihernd = 0.5 und, wie schon oben angegeben wurde (vgl. S. 24),
etwas grofier als diejenige fiir einen Stab, der in einer ebenen
gespannten Membran bis zur Mitte reicht. Die Koppelung zwischen
Hammer und AmhoB, ferner die Verbindungen des Hammers und
des Ambofs mit der festen Wand sind sehr lose. Die darnach
mdglichen Folgerungen fiir den schalleitenden Apparat sind oben
angegeben.

Die Untersuchung der Statik ermdglicht mir einen Einwand
gegen die Versuche am Leichenohr zu widerlegen. Es ist ge-
lungen, eine der wichtigen statischen Konstanten, die Grofe E',
d. 1. das Verhiltnis des einwirkenden Drucks zu der Volumaus-
hauchung der Membran, am lebenden Menschen zu bestimmen. Die
Werte zeigen, dak die Elastizitiitskoeffizienten des lebenden Obrs
und die Spannung nicht wesentlich von den entsprechenden Griken
des toten Ohrs abweichen. Fiir mich war das von vornherein
unwahrscheinlich, da ich bei der Untersuchung der Elastizitiit der
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Arterien gefunden habe, dal die Elastizititskoeffizienten der rein
elastischen Organe bis zur beginnenden Faulnis sich nicht veriindern.
Die Eigenschwingungszahlen des Gesamtsystems belaufen sich bei
8 Ohren auf 1110, 1092, 1340, im Mittel rund 1200/sec. fiir
die Hauptschwingung. Der sogenannte Eigenton ist also sicher
hoher als der Formant des wichtigsten Vokals «. Man kann ge-
wib nicht sagen, dafi Hermann mit seiner Bemerkung, Poggendorfs
Annalen der Physik, Bd. 37, S. 432, recht hat. ,Es liit sich leicht
zeigen, worauf ich indessen hier nicht niher eingehe, daBi die
Leistung des Trommelfells, jede Ton- oder Partialtonhéhe an-
nithernd gleich gut auf das innere Ohr wirken zu lassen, mit der
Resonanztheorie nur vereinbar ist, wenn man ihm einen sehr
tiefen Eigenton, d. h. tast gar keine Spannung, dagegen eine un-
gemein starke Dimpfung zuschreibt; aber bei der enormen Emp-
findlichkeit des Ohres ist dies kein Einwand.* Auch mit der Be-
hauptung, daB die Diampfung ungemein stark ist oder wie er
sich spiiter ausgedriickt hat, {iberaperiodisch ist, hat Hermann
nicht recht, denn es treten immer 2 oder 3 gut ausgeprigte
Schwingungen zutage. Die Di#mpfungszahl D, die bei aperio-
discher Bewegung = 1 ist, ist bei dem Ohr, dieses als ein System
von einem Freiheitsgrad betrachtet, 0.3. Die Behauptung Her-
manns steht im Zusammenhang mit seiner eigentiimlichen An-
schauung, daB durch eine tiberaperiodische Dimpfung bei niederer
Schwingungszahl eine korrekte Aufzeichnung stattfindet. Kr hat
deshalb fiir den Phonograph auch eine solche iiberaperiodische
Dimpfung angenommen. Ich habe nachgewiesen, da3 auch fiir
den Phonograph die Dimpfung gewiB nicht liberaperiodisch ist.
Wenn man aus den statischen Versuchen die Spannung des Trommel-
fells und die iibrigen elastischen Koeffizienten berechnet, so kommt
man fiir die Grundschwingung zu einer auierordentlich guten Uber-
einstimmung zwischen der gefundenen und berechneten Schwin-
gungszahl. Abgesehen von den Elastizititskoeffizienten mufs man
hierzu die Massenverhiltnisse kennen. Sie sind bei dem Trommel-
fell selbst durch die Dicke des Trommelfells bestimmt, die etwa
0.1 mm betrigt, und das spezifische Gewicht des Trommelfells.
Fir die Gehorknochelchenkette muf das Triigheitsmoment der
Kette aus den Dimensionen und dem spezifischen Gewicht be-
rechnet oder experimentell bestimmt werden. Fiir den letzten
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Fall haben wir die Kette um einen diinnen Faden, der in der
Richtung des Achsenbandes durch die Kette hindurchgezogen war,
schwingen lassen, die Schwingungszahl und das Torsionsmoment
des Fadens bestimmt. Aus beiden Bestimmungsmethoden hat sich
ungefihr dieselbe Zahl ergeben, niimlich fiir das Gesamttrigheits-
moment 2.5 mg cm?. Hs ist so groB, wie wenn die ganze Masse
weggenommen wiire und 12 mg oder rund 1 cg an der Spitze des
Hammers befestigt werden. Merkwiirdigerweise ist frither nicht
einmal diese wichtige Grundzahl des schalleitenden Apparates be-
stimmt worden. Das Hauptergebnis dieser Bestimmung zeigt, dafi
die Trigheit des Trommelfells gegeniiber der Gehdrkndchelchen-
kette wesentlich zuriicktritt, wihrend in allen Betrachtungen von
Helmholtz und von Hermann das Trommelfell die Hauptrolle spielt.
Kine Oberschwingung tritt auf den Kurven kaum zutage. Ks ist
eine sehr rasche Schwingung von etwa 5000/sec. Am besten tritt
eine solche Schwingung bei dem System Trommelfell mit Hammer
allein hervor. Dies konnte seinen Grund darin haben, dag in
diesem Fall die Grundschwingung relativ langsam ist. Wenn man
in das mathematische Modell die bei dem Trommelfell wirklich
festgestellten GrisGen einfithrt, so kommt man zu einem relativ
sehr hohen Oberton (vgl. oben S. 64). Der Abstand zwischen
dem Oberton und dem Grundton ist so grofi, dak man durch
Anniherungsmethoden leicht den Grundton berechnen kann, wenn
man das Trommelfell eine beliebige Schwingungsform (parabo-
lischen Charakters oder dgl.) (vgl. oben S.61) ausfiihren lift.
In der Erorterung iiber die Leistungen des schalleitenden Appa-
rates kann die Form des Trommelfells nicht die grote Rolle spielen,
die ihr Helmholtz zugeschrieben hat.

Wenn man nun das Ganze auf ein System von einem Frei-
heitsgrad reduziert und auf Grund der Schwingungszahl und der
Dimpfung eine Resonanzkurve bildet, so tritt ein deutliches
Resonanzmaximum hervor. Die Amplituden der erregten Schiwin-
gung werden bis in die Nihe des Resonanzmaximums richtig in
den erzwungenen Schwingungen dargestellt. Bei dem Resonanz-
maximum, das selbstverstiindlich bei 1200 liegt, werden die Am-
plituden iiberhsht, Schwingungen, die iiber diesem Resonanz-
maximum liegen, werden verkleinert aufgezeichnet. In der Nihe
dieses Resonanzmaximums liegt nun nach den allerdings nicht un-
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bestrittenen Angaben von Max Wien das Empfindlichkeitsmaximum.
M. Wien meint, daf dieses Maximum nicht ein Resonanzmaxi-
mum wire, besonders, weil die Kurve der Empfindlichkeit von
der Empfindlichkeit 0 bis zu diesem Maximum steigt und wieder
auf 0 herabsinkt. Xs ist selbstverstindlich, daf der Verlauf der
Kurve nicht von diesem Resonanzmaximum allein bedingt sein
kann, aber auf der andern Seite auch klar, daf die Empfindlich-
keitskurve mit der Empfindlichkeit 0 an der Grenze beginnt, bei
der iiberhaupt eine Empfindung auftritt, niimlich bel einer Schwin-
gungszahl von 20 in der Sekunde und daB auf der andern Seite
die Kurve wieder auf O bei der oberen Horgrenze herabsinkt.
Es diirfte sich also um eine Vereinigung von physiologischen und
physikalischen Momenten handeln. DaB die von mir bestimmte
Schwingungszahl richtig ist, zeigen auch die Versuche mit er-
zwungenen Schwingungen. Wir haben zur gleichen Zeit einen
Pfeifenton auf die von uns konstruierte akustische Kapsel und
das Ohr wirken lassen. Die akustische Kapsel hat eine Eigen-
frequenz von 3000. Man sieht, daf hei dem hohen Pfeifenton
die Amplitude der Ohrregistrierung weit hinter der Amplitude
der Registrierung mit der akustischen Kapsel zuriickbleibt, d. h.
wie die Theorie fordert, die Amplitude durch den schalleitenden
Apparat und seine verhiltnismiBig geringe Schwingungszahl her-
abgedriickt wird. Um schlieflich die Leistungen des schalleiten-
den Apparates fiir wichtige Schalleinwirkungen zu demonstrieren,
haben wir auch Vokale einwirken lassen. Die Versuche zeigen, daf
wenigstens die Registrierung des a von keinem Registrierapparat
besser erreicht wird. Man versteht jetzt auch, warum bei Defekten
des Mittelohrs die hohen Tone noch fast ebensogut gehirt werden
wie mit dem schalleitenden Apparat. Denn der Trommelfell-
Hammer-AmbofBteil des schalleitenden Apparates setzt die Ampli-
tude der Schwingungen auberordentlich herab. Nach der oben
geduBerten Ansicht fithrt in diesem Fall die versteckte Lage des
foramen rotundum zu einem geniigenden Schallschatten.

Die Schwingungszahl des schalleitenden Apparates ist wahr-
scheinlich bei den kleineren Tieren hoher. Ein Blick auf die
zarten Knochelchen des Kaninchens in dem Stereogramm zeigt
die starke Massenreduktion und damit unter im iibrigen gleichen
Verhiiltnissen die hohere Schwingungszahl. Bestitigt wird diese



Die Leitung des Schalles im Ohr. 77

Vermutung durch eine Feststellung der Eigenschwingungszahl
bei der Katze, die bei etwa 1600 liegt. Dab die Giite des Vogel-
ohrs grier ist als bei den Siugetieren, habe ich durch besondere
Versuche bereits nachgewiesen (vgl. S. 71). Der Gehorsinn ist
zweifellos in erster Linie fiir die Verstindigung mit den Art-
genossen bestimmt. Fiir wen singt der Vogel im Frithling? Fiir
die Artgenossin. Die iibrige Welt ist fiir ihn zu dieser Zeit ent-
riickt. Wenn beim Menschen die Schwingungszahl des Ohrs adap-
tiert ist an die Sprache, so zweifellos bei den Tieren auch an die
eigenen Tierlaute. Und diese harmonieren bei den kleineren Tieren
wieder mit der Perzeption durch das Gehdrorgan, indem ihre
Laute hoher sind. Sie sind héher, weil ihre Stimmorgane kleiner
sind und deshalb hohere Schwingungszahlen besitzen.



