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Transformation des rechtwinkligen Koordinaten-
systems.

Von A. Yoss.

Vorgetragen in der Sitzung am 9. Dezember 1922.

Die in der Uberschrift genannte elementare Frage ist
lingst eingehend behandelt, jedoch auch neuerdings wieder
untersucht worden.!) Seit einer Reihe von Jahren habe ich
in Vorlesungen ither Raumgeometrie darauf aufmerksam ge-
macht, daB mittels einer etwas anderen Darstellung dieser
Gegenstand einfacher und namentlich in Bezug auf den Dre-

hungswinkel tibersichtlicher dargelegt werden kann (vgl. nament-
lich § III des folgenden).

§ I. Die Gleichung dritten Grades.

Die Formeln fiir den Ubergang von dem rechtwinkligen
System, dem Triéder X Y Z zum Triéder X, ¥, Z, entnimmt
man aus dem Schema von Lamé

zy z
.
Zy 4y Py 7y
Yr a5 Py 7
2y g iy 73,

1} Vgl. z. B. Klein und Sommerfeld, Theorie des Kreisels,
Leipzig 1897, S.15 ff.; Salmon Fiedler, Analytische Geometrie des
Raumes, 5. Auflage, herausgegeben von K. Kommerell unter Mitwir-
kung von v. Brill, Leipzig 1922, erste Lieferung, S.54—63. Vgl. auch
die Note von G. Darboux, Nounvelle démonstration des formules d'Euler
in den le¢ons de cinématique von G. Koenigs, Paris 1897, S. 343.
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in dem die «;, f;, y: die Richtungscosinus der neuen Axen z
gegen die alten sind. Dabei bestehen die Gleichungen

@ +pi+ri=1
it + P+ vive =0, ik,
aus denen die weiteren Relationen mit Hilfe der Identitit
o4y =at oy A
folgen. Das Quadrat der Determinante A der Richtungscosinus

ist gleich eins; sind die beiden Triéder gleich orientiert, so
dat X, Y, Z, durch Bewegung in das Triéder X Y 2 iiber-

gefithrt werden kann, so ist 4 = 41, im entgegengesetzien
TFalle gleich — 1. TIm ersten Falle ist jedes Klement von A

gleich semer Unterdeterminante im Lamdéschen Schema, im
zweiten ist es ihr entgegengesetzt gleich.t)

Hieran schliefit sich die Bestimmung der bei der Trans-
formation invarianten Richtungen

x

~
N

= iz, Y, =Ly, 2, ==

welche den Gleichungen

ha =z fy + 7,0
1) Ly = ayx + Py + 7,2
&=,z + oy + yy2

geniigen miissen, d. h. der Gleichung dritten Grades

~>

1) Werden Minimalrichtungen fiir die Axen des Triéders X{ Y, 7,
ausgeschlossen, so gelten die Formeln fiir die «, 8, y auch bei komplexen
Werten derselben. Will man die Gesamtheit der Relationen zwischen
den Elementen und ihren zugehtrigen Unterdeterminanten erhalten, so
bilde man die lIdentitiit

g By 7y My 100
g ® [a e Uy _ 01 0y
ay fI3 y3 g 00 1 uy
ry Ty 3 0 Uy rg U3 O

und vergleiche auf beiden Seiten die entsprechenden Koeffizienten der 1w, vy,
Im folgenden werden iibrigens nur reelle Werte der «, 5, » vorang-
agesetzt, da sonst weitere Unterscheidungen nolig werden,
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e, —2 By 7|

2) Ad=la, f,—1 y,| =0,
lag By 7s— 14|

withrend aus 1) noch folgt

3) B4yt ) =2 byt 2

Die bekannten Identititen (je nachdem A = L 1)

* = ﬂz 73 7'21")3, :E ﬂl = Vo Uy T Ug Vg, as Y17 azﬁg_ﬂz Qg
i“2=7'1ﬂs—ﬂ1731 iﬂ2=(1x73—'}’1a3, i7'2=ﬂ1a3“‘a1ﬁ3
i“3=ﬂ17'2—71ﬂ27 if}3='71a2—a]72, i73=a1ﬂ2_ﬁ1“2

dienen nun zur Entwicklung der Gleichung 2).
Man erhilt zuniichst

A=d—=73—02(a, B, + a,75) + 22 (a, + 3+ 73)
— 2 (flyvs — 12 Be) + 2(Byay + 71 ag),
oder, wenn man
Bavs = 73 Py to
7ty = a vy L fy
ayfy = a, by £y
setzt, mittels des Ausdruckes
4) Q=a1+ﬂ2+;'3,
der als Charakteristik der Determinante A bezeichnet
werde, die Gleichung
I B2, 0—A4=0,

in der die oberen (unteren) Vorzeichen dem Falle 4 = =1
entsprechen. Fiir 4 = - 1 hat daher A die Wurzel 2 = + 1,

fir 4 = — 1 aber 2 = — 1, so dak die beiden anderen Wurzeln
durch die reciproken Gleichungen

La P24+i(1—24+1=0

Ib 2=+ H+1=0

in der Form
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2, =—(1—Q V(1 —Q2—14

1
2l =+ 1+ V(1 + Q4
gegeben sind.
Aus 3) folgt noch: Ist 242 1, so mub 22 + y* 22 =0

sein. Dann sind aber die z, y, ¢ notwendig imaginiir, also
auch die betreffenden Werte des /4 selbst.

Fiir 4 = 41 ist 2 = - 1 niemals Doppelwurzel, denn
A = f(2) gibt fiir diesen Fall
(1) =38-— Q.

Dies kann aber nur verschwinden, wenn «, = 0, f, = 1,
vs = 1 ist, d. h. wenn eine von der Identitiit verschiedene
Transformation gar nicht vorliegt. Soll dagegen in diesem

Falle 4 = +4- 1, 2 = — 1 Wurzel sein, so ist sie immer zu-
gleich Doppelwurzel; mutatis mutandis gelten dieselben An-
gaben fir 4 = — 1.!) Im allgemeinen erhiilt man also neben

einer reell invarianten Geraden zwei Minimalrich-
tungen; fir den Fall 4 = 4-1 hat die reelle Gerade die
Bedeutung der Drehungsaxe. Aber in einem hesonderen
Falle konnen die beiden Minimalrichtungen auch ganz in Weg-
fall kommen, was vielleicht bisher nicht bemerkt worden ist.
Sie vereinigen sich dabel etwa nicht zu einer einzigen Minimal-
richtung, was ja auch an und fir sich unmoglich sein wiirde,
sondern ergeben nur eine einzige reell-invariante Gerade.
Dieser Fall entspricht bei 4 = + 1 dem Werte 2 = — 1.
Zunichst hat man fiir 2 = + 1 die bekannte Losung von

g, — 4+ yp, +:7,=0
zay+y(By— 1) +27,=0
zag+ ypyt+e(rs—1) =0,

1) Dies entspricht dem (vgl. Gottinger Nuchrichten 1887, S. 430)
von mir bereits 1878 in den Mathematisechen Annalen, Bd. XIII bewie-
senen, bei allen orthogonalen Substitutionen giiltigen Satze, vgl. auch
die spiitere Note von Stieltjes in den Actu mathematica, Bd. VI, 1886,
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die auf Tiyiz =7y, —fyrug— 7y i, —a,

fithrt. Ist aber auch 2 = — 1 Wurzel, so hat man fiir die
entsprechende Richtung &, 4, ¢

oy +D4np+8r=0
fay + P+ 14807, =0
fag+nfy+ 0+ 1) =0,

woraus durch Multiplikation mit den «a
Addition

1 Oy, @y usw. und

Sty + 1) 4 netg + Lag =0

£y F D)+ =

Eritunt+ i@+ 1) =0,
also nun durch Subtraktion

(=) + (7, —ag) L =10

E(a, =)+ Gy — )T =0

Sy —7) + 0 (Bs— 1) =0,
also wieder

iyl =y, — fariag—y iy —a

fre

entsteht.!)

§ il. Der Drehungswinkel.

Zur Bestimmung des Drehungswinkels um die reell in-
variante Gerade /1 = -}- 1 soll hier eine Formel von Darboux?)
benutzt werden, obwohl sie der Natur der Sache nach nur den
absoluten Wert von tg ©/2 desselben liefern kann, die ich hier
in etwas anderer Form ableite: Sind 4, B, C die Cosinus einer
Drehungsaxe, @, 7, = die Koordinaten irgend eines Raumpunk-
tes P, der durch die Drehung @ in der Uhrzeigerbewegung
in P, (x,, y,, ;) verwandelt wird, ferner ¢ der Fufipunkt,

1) Die vollstindige Diskussion der Ausnahmefiille, die fir das fol-
gende nicht in Betracht kommt, mag hier der Kirze halber unterbleiben.
2) Siehe die Anmerkung 1) zu § 1L
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der von P und P, auf die Drehaxe gezogenen Senkrechten, so
schneiden sich die in P und P’ auf @ F und ¢ P’ und zur
Richtung 4, B, C senkrecht gezogenen Geraden in einem
Punkte B mit den Koordinaten X, Y, Z. Ist O der Anfang
der Noordinaten und O = p, so sind die Richtungen von
@ P =1 durch die drei Cosinus?)
z—pd y—pDB z—pC
e A A

gegeben. Nennt man sie 4, g, », so ist

e +uy +re =0
A+ B4 rvC =0,

also li =Bz —Cy
lu=C0Cx — Az
ly = Ay — Bz
mit 2 = »* — p*, falls OF = O durch r bezeichnet wird.

Darnach hat man

X =24 tg(0]2)(Lz—Cy
"=y 4+ tg(0/2) (Cx— A2)
Z=:+4tg(0/2) (4dy — Bx),

fiir die Drehung — @2 aber, die den Punkt P’ in R ver-

It

wandelt
X =z, —tg(0/2) (B2, — Uy,)
Y =y, —tg(0)2) (Cz, — d2z)
Z =z —1g)0[2) (Ay, — Bx),
so daB die Identitiiten bestehen:
z+tg(O)2) (Br— Cy) = x, —tg(0)2) (Bz, — (y,)
D y+tg(@2) (Cx— Az) =y, —tg(0)2) (Cz, — Az)
2+ tg(O2)(Ady — Br) =z, — tg(9[2) (Ay, — Bx,)

1) Durch eine Figur, auf die hier natiirlich verzichtet werden mubte,
hittte sich die Besehreibung viel kiirzer darstellen lassen.
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fiir alle korrespondierenden z y z; z, ¥, 4,,%) d. h. sie finden
statt, falls durch Uhrzeigerbewegung um die Drehaxe P
der Punkt P’ entsteht.

Die Identititen I kann man nun zur Bestimmung von
tg (©/2) durch irgend welche korrespondierende P, P, ver-
wenden; wiihlt man P im Abstande 4 1 auf der X-Axe, so
ist nach § 1

€, = a

1 yl =S (12, Zl - as,

so daB l
1= o — tg (9]2) (Ba, — Cay)
1) Ctg (0]2) = a, — tg (0[2) (Ca, — A ay)
— Btg(6]2) = a, — tg(6]2) (e, — Bay),
withrend
A=k (y, — fy)
2) B=1Fk(;—7,)
C=15L(p,—a,)
zu setzen, aber das Vorzeichen von % unbekannt ist. Wiihlt
man die erste der Gleichungen 1), so folgt fiir 4 = 4 1
1 —a, = —tg ((j/?‘) k(ay — 71) Ug — (#, — (‘2) a,)
= —tg(O/2) k{1 —uj — y, (ag — f,a,)}
= —tg(O/2) k{1 —al — a; y3+ 74 — @, By + Pa)s

also, wenn man den Faktor 1 — «, auf beiden Seiten fort lift
1
tg (O)2) = — i (14 9).
Zur Berechnung von k* aber hat man nach 2) die Gleichung
3) B {(Gry — BV + (us — 7+ (B — ax)g} = 1.

1} Dak die Determinante
A B ¢
z—pA y—pB z—pC
B;:—CyCx— Az Ay— Bz
den Wert -1 hat, erkennt man, wenn es erforderlich sein sollte, durch
direkte Ausrechnung z. B.

13

*
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Setzt man nun '
w? = (y, — ) + (qg— 7" + (B, @),
so ergibt sich
w? =3 — (i i+ y5) — 2y, 8, — 2agy, — 20, uy,
was sich durch die Transformation der Unterdeterminanten,
die hier bestindig anzuwenden ist, in

" w* =3 — (af + B3+ 73) -+ 2(a, + f; + 7s)
=4—(1—-P=03-90+9

verwandelt. Hiernach ist

14/3=0
1) woR=—,) 3o

also bis auf das Vorzeichen von k wieder nur von der
Charakteristik der Richtungscosinus abhingig.

Wiirde man an Stelle der ersten Gleichung 1) eine der
beiden anderen wihlen, so wiirde beiderseits der Faktor «,,
resp. ag, oder bei allen den 6 Fillen, wo P im Abstande + 1
auf die Y, resp. Z-Axe legt, immer der betreffende Cosinus-
faktor durch Division herausfallen.?)

§ lil. Direkte Bestimmung von tg ©.

Um endlich, ohne bereits die Formeln von Kuler oder
Cayley fiir orthogonale Substitutionen oder irgend eine andere,
wie die in §II benutzte, die sich allerdings durch Einfach-

) \thlt man an Stelle der 4, B, C die bekannten Ausdriicke
Ey Ay =1 +a; — (ot 75
ky By = ag+ p4
by Oy = a3+
nebst den analogen, so folgt
H=(014a —a+79) 38— ),
30 dah 1+a;—(Ba+y =0
1 y5—(as 4 F2) = 0
14+ fa—(pg+a) =0

sein mubk, was iibrigens schon im § 1 angedeutet ist.
g b g
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heit empfiehlt, vorauszusetzen, den Wert von tg ® mit seinem
Vorzeichen zu bestimmen, hetrachte man neben den beiden
Triédern X, Y, Z; X,, Y,, Z, noch ein drittes &, H, Z,
dessen Axe Z die Richtungscosinus

A=k (72—ﬂ3)
1) B=7£(a3—;'1)
C=k(p,— a)

hat, wihrend % eine positive Zahl sein soll, so dak dann die
Orientierung von Z vollig bestimmt ist. Alsdann fithre man
die Axe I senkrecht zur X-Axe und zur Richtung 1) und
withle die Axe £ so, dak das Tridder & H Z ebenso orientiert
ist wie 2 y 2. Sind nun die Richtungscosinus der Axen & H Z
der Reihe nach &, %, {: o, 1, v; 4, B, C, so ist

£y L
2) o nv =41,
ABC

Jetzt projiziere man den Punkt P, der auf z den Ab-
stand <+ 1 hat, auf das Tridder = /1 Z; seine Koordinaten
werden dann u, v, w, wobei 4 = & v =10, w = A4 wird. Die
3 Koordinaten des Punktes P im System X,, Y,, Z,, welche
durch die Drehung wieder in das System X Y Z gefiihrt sind,
seien ebenfalls in dem Triéder & H Z mit «,, v,, w, bezeichnet.
Dann ist

=, & 4 uyy 4 5 ¢

v, = a, i + agr
w, = 4,
und es ist
=4
3) tg © = 0

1

Nach der Voraussetzung iiber die Richtung von H ist
uB+yC=0, wnw=06C, r=—oD;
nach dem Schema 2)
Uy =, (uC—r D)+ ayvd —ugpud = o(a; — A4°.
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Hieraus folgt nach 1) :
U = ko [(11 {(7’2 Ol ﬂ:x)z S (“5 - 71)2 -+ (ﬂ) e ag)g} " (7'2 — /’)1)2]
u, =k o[(a, — 1) ((rg — f)* + a,(ag — 7,)° + (f, — ap)*)

+ ((15 - 7'1)2 + (/31 - (‘2)2] .

Es ist aber

(ag—y, P+ By —a)f =2[1 —a¢,—2a,73—2a,,+ 28, + 27,
=2(1—a,) 14+ Q).

Wird nun aus § I, 4 der Wert von w?® in u, eingesetzt,
so erhilt man
= (¢, —Dko(l—2)(1+ Q).
Fir v, = ok (u, (f;, — a5) — ay (ag — 7,))

=0k(a3_‘1+’11ﬂ2—73+“173'—“ﬂ2)

erhilt man

u

-

v, = (aq, — 1) (1 + 9Q),
so daB
v, 1 1 Vit oe.V3-@
u = =@ iR

wird, so daB Ubereinstimmung mit dem frither gefundenen
Werte von tg ©/2 bis auf das Vorzeichen jedesmal durch den
positiven Wurzelwert von % vorhanden ist. Fiir alle Systeme
gleichen Wertes von £ ist also auch der Drehungs-
winkel derselbe.



