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Die Verwertung gemischter invarianter Flichen-
elemente zur Berechnung der Differentialinvarianten
einer ebenen Transformationsgruppe.

Von Gerhard Kowalewski in Dresden.

Vorgelegt von F. Lindemann in der Sitzung am 8. Juli 1922,

In zwei Abhandlungen, deren eine bereits im Dezember
1921 in den Leipziger Berichten erschienen ist, wiihrend sich
die andere dort im Druck befindet, habe ich eine neue Methode
zur Berechnung der Differentialinvarianten ebener Transfor-
mationsgruppen entwickelt. Der von mir erzielte Fortschritt
besteht darin, daly nicht mehr, wie bei Lie, vollstindige
Systeme integriert werden miissen, sondern nur Integrationen
vollstiindiger Differentiale, also Quadraturen, auszufiihren sind?).

Wenn auch von meiner Methode, die im wesentlichen auf
der bisher unbemerkt gebliebenen Tatsache beruht, dat sich Dif-
ferentialinvarianten von hiherer als erster Ordnung als lineare
Funktionen der hochsten Ableitung schreiben lassen, in den
Arbeiten Lies und seiner Schule nirgends eine Spur zu finden
ist, so hatte sich doch dem grofen Meister unbewufit auf
einem Umwege schon die Einsicht erschlossen?), dak die Be-
stimmung der Differentialinvarianten ebener Transformations-

') Eine Ausnahme bilden nur diejenigen Gruppen, die sich auf ¢
oder ¢, yq oder ¢, yy, y*¢ reduzieren lassen. Bel ihnen muli eine ge-
wohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung integriert werden.

2) Vgl. seine beriihmte Abhandlung | Klassifikation und Integration
von gewdhnlichen Differentialeleichungen ete.®  Norwegisches Archiv
1883 oder Malh. Annalen, Bd. 32.
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gruppen durch ,ausfithrbare Operationen®, wie er zu sagen
pllegte, geleistet werden kaun, abgesehen von den drei in Ful-
note 1) bezeichneten Ausnahmefiilllen. Lie hat niimlich fiir
seine siimtlichen ebenen Gruppentypen die Differentialinvarianten
wirklich berechnet und andererseits gezeigt, dafi die Zuriick-
fithrung einer durch ihre infinitesimalen Transformationen ge-
gebenen Gruppe auf die zugehorige kanonische Form nur ,aus-
fithrbare Operationen® erfordert, wenn es sich nicht gerade
um einen jener drei Ausnahmefille handelt.

In der vorliegenden Arbeit will ich die ganze Frage von
einer anderen Seite behandeln und die Verwertung sogenannter
gemischter Flichenelemente fiir die Berechnung der Dif-
ferentialinvarianten ebener Transformationsgruppen auseinander-
setzen, wodurch eine neue Quadraturenmethode zur Bestimmung
dieser wichtigen Grofien gewonnen wird, bei der man schlief-
lich im allgemeinen nur ein einziges vollstiindiges Differential
zu integrieren hat. In dieser Richtung oOffnet sich noch ein
weites, wenig bearbeitetes Gebiet, fiir das Lie sich erst in
seinen letzten Jahren interessierte, als er Integralinvarianten
und 1hre Nutzbarmachung fiir Integrationsprobleme zu studieren
begann.,

Es fillt von meinen Untersuchungen auch neues Licht auf
die von G. Pick in seiner Wiener Akademie-Abhandlung von
1906 begriindete natiirliche Geometrie ebener Transformations-
gruppen, eine bis jetzt noch viel zu wenig gewiirdigte, hichst
interessante Theorie, von der die Differentialgeometrie manche
Forderung zu erwarten hat. Die Pickschen kovarianten
Koordinaten bilden eine besondere Klasse gemischter Dif-
ferentialinvarianten und kénnen nach meiner Quadraturen-
methode durch ,ausfithrbare Operationen® aus den infinitesi-
malen Grundtransformationen der Gruppe gewonnen werden.
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§ 1. Gemischte Pfaffsche [nvarianten, Bogenelemente, Flichen-
elemente und Differentialinvarianten von (.

Mit &, werde eine r-gliedrige ebene Transformations-
gruppe bezeichnet, die auf zwei Kurvenelemente

Ly Yy Yy ovvy Yoz und Ey By Yyy ov oy Yp—2

mit der Koordinatensumme a + § = » transitiv einwirkt?), so
dag diese Elemente, die wir kurz ¢,—» und e¢z_. nennen wollen,

gegeniiber G, keine Invariante besitzen. Dann gibt es zwei
invariante Pfaffsche Ausdriicke

H: =y (€xa—2, ep—2) de + Py (G eﬂ—Q) dy,
1]2 ==, ((},,,_2, (’I;_Q) dx + Ye (C,L_g, C/;_g) (ly

mit nicht verschwindender Determinante. Dieser den Kennern
der Lieschen Theorien geliufige Satz gehort zu den Grund-
wahrheiten, von denen man sich ohne grofere Vorkenntnisse
direkt iiberzeugen Lkann. Im vorliegenden Falle wiirde ich
dazu folgende elementare Uberlegung empfehlen.

Man gehe aus von der endlichen Darstellung der Gruppe G
und stelle in der durch die Differentialrechnung bekannten
Weise fest, wie ¢/, auf die beiden Elemente ¢,—» und ez wirkt.

Die Gleichungen der so erweiterten Gruppe mogen lauten

X=F(zr,y a, ..., @),

Y —=G(z, 9y, a, ..., a),
(1) )’u .2 == (r'u—f(xy U Wyy ooy Yuoy Uy on oy a")'
X =I"(r.y, ay, .., @),

V=G ay, ... a),

9 __ (2 .
Voo =Gaa (X, 9, 9y, « vy Vg2, Gpy « o vy @)

1) Wir konnten ebensogut drei oder mehr Kurvenelemente mit der
Koordinatensumme » zum Ausgangspunkt nehmen, vorausgesetzt, daf
sie keine Invariante besitzen, Die Ableitungen bezeichnen wir der Be-
quemlichkeit halber durch untere Indizes. ’
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Jetzt wollen wir noch eine neue Erweiterung der Gruppe
vornehmen, indem wir darauf achten, wie die Differentiale dz, dy
bei ihr transformiert werden, d. h. wir fligen zu den obigen
Gleichungen noch die folgenden:

[dX-_ 3? dz + (JJ,

.

- aly ) oG
dY = 3 da + 3y dy.

Da nach Voraussetzung « -} f == ist und die Elemente
¢«—2 und e;—2 keine Invariante besitzen sollen, so kann das
System (1) nach den Parametern a,, ..., @, aufgelést werden,
wodurch diese als Funktionen von e,_o, ez_o, fo_g, E; s
erscheinen. Setzen wir die gewonnenen Ausdriicke in die Glei-
chungen (2) ein, so gehen diese iber in

@) fdX ql(/,‘__, 2y eg-0, Gp o) dx + py(e. o, 10, 2,052, Cp o) dy,
) 1‘11 _'11(0'4— y Loy o, C/,__,@‘ 2)dx+ '/':(,”'1-2;-[3".— €2 7(-\11' )([./

Wenn wir nun das System (1) symbolisch in der Form
(Eu—”~ (;ﬂ—‘.’) g (ea—:l- Cﬂ—q) Stl
schreiben und

(eu—-‘ly e/;—'.’) ‘qb == (0; -2, e,’i—?)

setzen, wobel S, ebenso wie S, eine Transformation der Gruppe G,
bedeutet, so wird wegen der Gruppeneigenschaft

(]J,L_. y (_ﬁ ) == (( Y—2y 91,_ )S g,, -- (('/’1—27 (’,’;. 2) S,

sein. Die Systeme (1), (2) und (2') bleiben also bestehen, wenn
man_ &, ¥, - .., Ya—e und ¥, §, . .., Yg—o mit Strichen versicht
und die Parameter «,, ..., «. durch ¢, ..., ¢ ersetzt. Die
rechten Seiten der Gleichungen (2°), wo die Parameter ganz
fehlen, verhalten sich also invariant, wenn man I, _,, Gg_.
ungeiindert it und aufl @, y, ... und 1, y, ... die Trans-
formation S, anwendet. Denkt man sich f4,_., 5 o irgend-
wie fixiert, so entstehen zwel invariante Pfaffsche Ausdriicke
II, und 11, von der behaupteten Form. Die Determinante
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Py — @y, ist als Funktionaldeterminante von X, Y nach
z, y von Null verschieden. _

Man kann [/, und 17, als Invarianten des KElements es_.
und zweier unendlich benachbarter Elemente e,_» auffassen.
Nimmt man diese in vereinigter Lage an, setzt man also
dy =y, dx, so verwandeln sich I/, und I/, in gemischte
invariante Bogenelemente, weil die vereinigte Lage zweier
Elemente eine invariante Beziehung ist.  Wir wollen ausdriick-
lich > 2 annehmen. Dann haben diese Bogenelemente die Form

(3) do = o (e,,._g, Eﬂ_g) dx.

Es ist ausgeschlossen, dat in beiden Fiillen w identisch
verschwindet, weil die Gleichungen

Pt Y pe=0, w4y w,=0

nicht zusammen bestehen kénnen. Andererseits wiirde das Ver-
hiltnis der beiden o eine Invariante von e.-p und ez_s sein,
wenn es nicht konstant wire. Da nach Voraussetzung der
erstere Fall ausgeschlossen ist, so folgt, dal sich die beiden
Bogenelemente nur um einen konstanten Faktor unterscheiden,
so dall nur von einem Bogenelement der obigen Form zu
reden sein wird.

Ebenso einfach erkennt man die Existenz eines gemischten
invarianten Flichenelements. Man muf zu diesem Zweck
zwel verschiedene zu e, .o benachbarte Elemente in Betracht
ziehen, also mit zwei Reihen von Differentialen operieren, den
Differentialen d und den Differentialen d'. Die Invarianz von
11, 11, und

I} == ¢ (tum2, e5—2) A" 4 @y (e -2, tg—2) d'y,
Iy =, (Ca—s, ep—2) d'x 4 1y (Cavsz, eg_2) d'y
bringt es mit sich, daf auch
I, lp, 0, | dxdy
I 11 oy, dady
eine Invariante ist. Hs gibt also einen invarianten Ausdrnck
von der Jorm



246 G. Kowalewski

€)) Q(eazs, o) (dzxd'y — dyd'x),
und zwar bis auf einen lkonstanten Faktor nur einen. Kr stellt

das invariante gemischte Flichenelement dar, von dem wir in
der Uberschrift sprachen.

Sind von der Gruppe G, nur die infinitesimalen Trans-
formationen bekannt, so lassen sich, wie man weil, Bogen-
element und Flichenelement durch Quadraturen finden. Ist
Af = &p 4+ nq eine der » infinitesimalen Grundtransforma-
tionen, Af dasselbe Symbol in den deutschen Verinderlichen,
bezeichnet man ferner die Erweiterung nach Lies Weise durch
obere Indizes und setzt zur Abkiirzung

W[ = A= f 4 Aw-af,

so geniigt £ den Differentialgleichungen

(5) W4 23, 4 ,/”) — 0
und o den Differentialgleichungen
(6) Ww + o (;CJ + Ey) - 0.

Aus (5) liit sich d log £2, aus (6) d log @ gewinnen, und
log 2, log @ ergeben sich dann durch Quadraturen.

Wir kehren noch einmal zu dem System (1) zuriick und
wollen es, anstatt durch die Gleichungen (2), nunmehr durch
die Gleichung

- o BG,L_?Q _*_1 aGu—‘l e 1 . 8(}(4—2 .
a—1 — o ./l a!/ t N J"-l a]/” 9 N
oI oI
(‘ax T éy)

erweitern, die angibt, wie sich die (« — 1) te Ableitung von Y
nach X durch die Elemente ¢, und e;_» ausdriickt. Setzen
wir hier fir a,, ..., a, die aus (1) gewonnenen Werte ein,
so nimmt die obige Gleichung folgende Gestalt an

Y, = ‘/»(Gu_z, I, g, €p -2, ("',i-z) + '/'(’ZL—;), Lo, €p -2, (‘77/: ) Y1

Dabei halten wir an der Annahme a > 2 fest. Ks zeigt
sich nun ihnlich wie bei der Herleitung der beiden Pfaffschen
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Invarianten, daBi ¢ 4 vy, invariant bleibt, wenn man F,_,
und €z_o festhiilt und auf e,_;, ez—o irgend eine Transfor-
mation der Gruppe wirken lifit. Hiermit ist bewiesen, dali
eseine in y.; lineare Invariante von e,_; und ¢s_» gibt,
mit andern Worten eine gemischte Differentialinvariante
von der Form

(7 J = @ (Cazz, eg-2) + ¥ (a2, C5-2) Y.

Der Faktor 4 kann nicht identisch verschwinden, weil in
dem Ausdruck fir Y.— sicher y,; vorkommt.

J ist im wesentlichen die einzige Invariante von e,_; und
es-2. Lbenso gibt es je eine Invariante von e, und e;z-2, von

c,41 und ego usw., die immer die hochste lateinische Ablei-
tung linear enthilt. Man findet diese hoheren Differential-

invarianten JJ,, J,, ... aus der niedrigsten J mit Hilfe des
Bogenelements do, und zwar ist
dJ dJ,
i= do’ Iy = do' "

Uber die Berechnung von J aus den infinitesimalen Trans-
formationen von G, liit sich folgendes sagen. Unter der von
uns gemachten Annahme «>2 ist

Ilryu—l — L(cu—?) + ya—l -le(cu-ﬂ)-
Setzt man diesen Ausdruck in WJ = 0, d. h. in
Woe+Wy-your vy Wy, =0

ein, so spaltet sich die Gleichung in

(8) Wy +yM=0
und
9 Wo 4+ L =0

Aus (8) findet man d logy und dann durch Quadratur
log y, aus (9) d¢ und durch Quadratur ¢. Damit ist die ge-
mischte Differentialinvariante J gewonnen.
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§ 2. Verwertung der gemischten Differentialinvarianten, Bogen-
elemente und Flichenelemente zur Bestimmung der gewdhnlichen.

Die Berechnung gemischter Differentialinvarianten, Bogen-
und Fliichenelemente darf fiir einfacher gelten als die der ge-
wohnlichen, weil man die Brweiterung der infinitesimalen Trans-
formationen nicht so weit zu treiben braucht. Hat man nun
in der oben geschilderten Weise gemischte Differentialinva-
rianten, Bogen- und Flichenelemente durch Quadraturen be-
rechnet, so kann man aus ihnen durch Differentiation und
Elimination auch die gewihnlichen finden.

Die /5 ersten Gleichungen der Reihe

Joe= Z((,‘,,_x, ea -2)!

d.J

'[1: do = I (ﬂ'tv(‘ﬂ -'-’)1
dJ

Sy 1 oy ta2),

Jyy oo Jp—1 und dorch die Koordinaten von e,_» auszu-
driicken. Lieien sich diese Gleichungen nicht nach den Koor-
dinaten von e;_. auflosen, so giihe es in der Reihe J, J,

., J;—1 ein Glied, das man durch die vorhergehenden und

wird man benutzen, um die Koordinaten von ez, durch ./,

durch e, _» ausdriicken konnte. Hieraus wiirde folgen, dafi

das Element e,_. bei (/, nicht frei beweglich ist, dali also
eine gewdohnliche Differentialinvariante von (r — 2)ter oder
niedrigerer Ordnung existiert. Wird von diesem Ausnahme-
fall, dessen Bedeutung man in meinen andern Arbeiten erirtert
findet, abgesehen, so sind die Koordinaten von ez_o durch J,
Jyy ooy Jp—y und oo ausdriickbar. Die gefundenen Aus-
driicke werden nun in die niichstfolgende gemischte Differen-
tialinvariante

T &
i
do
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eingesetzt. Diese erscheint dann abhiingig von den f ersten
J und von e¢_;. Damit ist die niedrigste gewéhnliche Dif-
ferentialinvariante von (f, gewonnen!). In derselben Weise
lifit sich das gemischte Bogenelement do in ein gewdhnliches
Bogenelement von der Form o (¢,_2) dx und das gemischte
Flichenelement in ein gewdhnliches von der Form _72(6,_2)
(de d'y — dy d'z) verwandeln.

Wie bereits oben erwihnt wurde, tibertragen sich unsere
Betrachtungen ohne weiteres auf gemischte Invarianten, an
denen mehr als zwei Elemente beteiligt sind, wobei die Koor-
dinatensumme dieser Elemente gleich #» sein muk. Auch diirfen
die Elemente gegeniiber G, keine Invarianten besitzen. Natiir-
lich muf » oberhalb einer gewissen Grenze liegen, wenn man
diese Methode zur Berechnung gewdhnlicher Differentialinva-
rianten durch die gemischten iiberhaupt anwenden will. Man
kann es gewthnlich einrichten, daB die beteiligten Elemente
alle von nullter oder erster und wenigstens eins wirklich von
erster Ordnung sind.  Der Vorteil dieses Verfahrens ist dann,
dal; man die Gruppe nur auf die erste Ordnung zu erweitern
braucht. Hat man das Flichenelement

Qe epoo, .. ) (dady —dydx)
und das Bogenelement
do == wm (e, eg_2,...)dx

bestimmt, so lifit sich die Berechnung der Differentialinva-
rianten ohne jede weitere Integration auf folgende Weise er-
ledigen. Ks ist klar, dali auch

b8 = (I)(El, €g—2y .« . )b}

ein invariantes Bogenelement sein wird. Dabei sind die durch
Punkte angedeuteten Elemente dieselben geblieben. Nur die
lateinischen und deutschen Buchstaben haben ihre Rollen ge-

1) Die Groken J, Jy, ..:, Jg_; spielen hier die Rolle von Kon-
stanten. Die Methode gilt auch noch in dem oben erwiihnten Ausnahme-
fall. Wir lassen ihn nur mit Riicksicht auf die bequemere Darstellung
bei Seite.

Sitzungsb. d. math.-phys. K1 Jahrg. 1922, 17
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wechselt., Gleichzeitig mit Q2 (dz d'y — dy d'x) ist nun offen-
bar auch

o

(ded'y—dydw

ol o

|

eine Invariante, wobei die Operation d nur aut 1, y, ... wirkt.
Man muti sich vorstellen, dali das Element ez_o lings einer
Kurve fortritickt. Dividiert man die beiden mit dx d'y — dy d'z
behafteten Invarianten durcheinander, so entsteht die gemischte
Ditferentialinvariante!)

. § log 2
. 9%
Da bet uns p — 2 entweder gleich 0 oder gleich 1 ist,
so wird § von e, eg—y, ... abhiingen. Wiire § frei von
Vz—1, so milBte es, weil die Klemente ¢,, ez -2, ... keine

Invariante haben sollen, eine Nonstante sein. Man hiitte dann,
abgeselien von einem konstanten Faktor,

88 = Db log 2.

Wir wollen von diesem Ausnahmefall, dessen gruppen-
theoretische Bedeutung sich leicht ermitteln lieie, absehen.
Dann kounen wir aus & eine Reihe hisherer Invarianten

L by o b5,

NPl b‘:’!\\Z"— b‘j’

herleiten und aus ihnen durch Elimination die gewdhnlichen
Differentialinvarianten (deutsch geschrieben).

Es kommt also letzten Endes nur darauf an, £{e,, e;_»,
o) ded'y—dydx) und o(e, es—2, .. .)dx zu finden, und
wir werden sehen, dafi im allgemeinen sogar das Fliichen-
element allein geniigt.

1) Xhnlich laBt sich auch aus 4o eine gemischte Differentinlinva-
riante gewinnen.
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§ 3. Beziehungen zwischen gemischten Fldchenelementen, Bogen-
elementen und Differentialinvarianten.

Aus dem Erweiterungsgesetz der infinitesimalen Transfor-
mationen lifit sich entnehmen, dali die in §2 mit M (e, _»)
bezeichnete Grife (x> 2) den Wert

ety —alty &y
hat. Vergleicht man nun die Differentialgleichungen (8) mit
(5) und (6), so ergibt sich, da es bei y auf einen konstanten
Faktor nicht ankommt,

(10) po= Qw=".

Um die gemischte Differentialinvariante J = ¢ 4 yy.
zu finden, hat man also noch mit Hilfe von (9) die Funktion ¢
zu ermitteln, d. h. ein vollstiindiges Differential zu integrieren.
Obwohl wir am Schlusse von § 2 eine andere Methode kennen
gelernt haben, die nur die Berechnung eines gemischten Flichen-
elements und Bogenelements verlangt, ist doch manchmal auch
das direkte Verfahren zur Bestimmung von J bequem. Handelt
es stch z. B, um eme projeltive Gruppe und hat man die
Fundamentalelemente e._s, ez—o, ... so gewiihlt, daB sie alle
von nullter und erster Ordnung sind, e, aber von erster
Ordnung, so wird L == 0 sein, weil die Gruppe die Differential-
gleichung », = 0 invariant lifit. Die Differentialgleichungen,
aus denen sich ¢ Dbestimmt, lassen dann erkennen, daf ¢ elne
Kounstante ist, die man ohne weiteres gleich Null setzen darf,
so dafi die Invariante J die Form

Ya _(_)((}1, €p—2y .. ) (I)_3((}1, €p-2y - . )
annimmt.

Es besteht auch zwischen dem gemischten Bogenelement
und dem gemischten Fliichenelement ein inniger Zusammen-
hang. Das aus den Gleichungen (5) berechnete Differential von
log 2 liit erkennen, welches die hichste in 2 auftretende
Ableitung y, ist. Wir stellen uns jetzt auf den allgemeinen
Standpunkt, denken uns also die Fundamentalelemente e._s,
g2, ... nicht ausschliefilich als Punkte und Linienelemente.
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Nehmen wir nun ¢> 0 an, so ergibt sich!) durch Differen-
tiation von (5) nach v,

Wy, +{2E+n)—(@+1) ¢ +y &} 2, =0,

und der Vergleich mit den Systemen (5) und (6) lehrt, dal
O = 02— (+D

I-—.'/I) T

gesetzt werden kann. Ks kommt hier auf einen konstanten
Faktor nicht an. Aus der gewonnenen Relation geht hervor

1
, )
(11) w »( 39, ) .

Hat man also durch Integration eines vollstiindigen Dif-
ferentials das Flichenelement Q(dz d'y — dy d'xz) bestimmt
und enthilt dieses eine Ableitung von y, so kann man nach
der Formel (11) das Bogenelement o dz finden. Liegt der
besondere Fall vor, dak das Fundamentalsystem aus einem
Linienelement zusammen mit Dinienelementen und Punkten
besteht, so treten die Betrachtungen am Schlusse von § 2 in
Kraft, und es ist aufier der Integration des Differen-
tials d log 2 im allgemeinen iiberhaupt keine Integra-
tion mehr zu leisten. Halten wir an dem erwiihnten Sonder-
fall fest, so liBt sich, wenn 2(e,, es—o, ...) frei von y, sein
sollte, wohl aber y, enthiilt, immer noch das Bogenelement
ohne Integration finden. Man erhilt nidmlich durch Differen-

tiation des auf diesen Fall iibertragenen Systems (5) nach

. o [a&E(r 3y (r1 251,
W (log £2),, -+ {;1 ))+ '/81) ) _ <o,a(11~ b)

3 E(r,
+, 7311) 1)))} (log ), = 0.

Vertauscht man nun in log £2 die deutschen und latei-
nischen Buchstaben, so verwandelt sich (log £),, in eine Funk-
tion, die den Differentialgleichungen

1) Man itberzeugt sich leicht, dafi auch der Fall o = 1 mit ein-
geschlossen 1%t.
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Wi+{&+n—20E+y&) =0

geniigt, welche andererseits Qw2 erfiillt, so daf sich wieder
die Moglichkeit ergibt, o durch £ auszudriicken. Der einzige
Ausnahmefall, der {ibrig bleibt, ist der, daB 2 ganz frei von
Ableitungen erseheint.

Es sel noch darauf hingewiesen, daf man auch aus dem
gemischten Bogenelement o dx das gemischte Ilichenelement
Q(dzxd'y — dy d'z) gewinnen kann, wenn in o eine hthere
Ableitung von y als die erste vorkommt. Liegt der mehr-
fach erwiihnte Sonderfall vor, so geniigt es auch, wenn w (e,
eg—2, . ..) eine Ableitung von Yy enthilt, also f = 3 ist.

Durch Nullsetzen der Determinante der W ergeben sich
manchmal invariante Relationen, die noch Vereinfachungen
unserer Betrachtungen ermdglichen.



