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Die Boursche Methode der Flichenbestimmung
aus dem Linienelement.

Von Heinrich Liebmann in Heidelberg.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 14. Januar 1922,

Als zweites Hauptproblem der Biegungstheorie bezeichnet
A. Voss die Aufgabe, alle Flichen mit gegebenem Bogenelement

(0 ds* = Edu* + 2Fdudv + Gdo*

zu bestimmen®). Bours Verdienst besteht darin, daB er (zu-
erst unter Verwendung von Minimalparametern, die er ,sym-
metrische Koordinaten® nennt, also fiir den Fall ¥ = G = 0,
sodann unter Verwendung eines geoditischen Orthogonalsystems,
also fiir den Fall /¥ =1, I'= 0) die partielle Differential-
gleichung zweiter Ordnung aufgestellt hat, der die rechtwink-
ligen Koordinaten einer Fliche mit dem Bogenelement (1)
geniigen miissen. Ist eine Losung 2 (u, v) dieser ,Biegungs-
gleichung® gefunden, dann kann man die zugeh&rigen  (u, v)
und ¥y (u, v) leicht durch Quadraturen bestimmen. Die hierbei
neu auftretenden Integrationskonstanten sind iibrigens ,para-
sitdr“ — Bour hat dieses charakteristische Adjektivum in iihn-
lichem Sinne verwendet — insofern, als ihre Werte auf die Ge-
stalt der Fliche gar keinen Einflu haben, nur auf ihre Lage?).

1} Math. Ene. 111, D 6a, Nr. 18, Das Boursche Problem.
?) Dieser Umstand wird genauer besprochen in einer demnichst in

den ,Juhresberichten der Deutschen Mathematiker-Vereinigung® erschei-
nenden Arbeit.
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Bour hat sich iiber seine Biegungsgleichung mit folgen-
den Worten geiiuiert: ,Die Differentialgleichung erhiilt man
feicht und sogar in recht eleganter Form, aber es scheint ge-
radezu unméoglich zu sein (i pew pres impossible), ihr allge-
meines Integral zu erhalten?).®

Angesichts dieser schwer zu widerlegenden Behauptung?!)
wollen wir uns hier mit der Behandlung von Beispielen be-
gniigen, um zu sehen, was sich unter Verzicht auf die allge-
meine Losung unter giinstigen Umstinden doch erreichen likt.
Im iibrigen werden wir dann ganz von selbst dazu gefiihrt,
zum Vergleich die neuere Weingartensche Methode?) heran-
zuzichen und einige weitere Fragen zu erortern, z. B. die Ver-
biegung einer Fliiche unter Festhaltung einer Kurve, die dann
bekanntlich Haupttangenten-Kurve sein mub.

$ I. Die Boursche Gleichung fiir den Fall If =1, I"= 0, (+ = u.
Die Biegungsgleichung hat fiir das Bogenelement
(2) ds* = du? + G (u) dv*
dic Gestalt
4G (22— )+ 26G0G 2,2,
+RGH — (G (L—2&) — 2G4 =0,
in der die Differentialquotienten von G nach w« durch Akzente,

die von 2z nach % und » durch FuBmarken bezeichnet sind.

Die Fundamentalgréfen L, 3, N sind dann durch
L:M:N:1=22,G:22,G—2,G"):(22,G

4
) 4+ 2,GGY:2VG(GEA — ) —2)

bestimmt.

1} Voss hat (a.a. O, S. 397) insbesondere darauf hingewiesen, dafi
auf die Biegungsgleichung, die die Monge-Ampeéresche Form hat, die
Charakteristikentheorie nicht angewendet werden kann, ,da dieselbe keine
Zwischenintegrale besitzt”.

?) Voss, a.a, O, Nr. 31, S. 420 (I
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Zu einem derartigen Bogenelement (2) gehdren bekannt-
lich, wie Bour zuerst festgestellt hat, Schraubenflichen, die
man leicht bestimmen kann, indem man in (3) einsetzt

) g = U(u) + =xv;
fiir % == 0 erhilt man Rotationsfliichen.
Wir wollen jetzt unter Ausschaltung der trivialen Li-

sungen (5) den Fall G = u genauer untersuchen. (3) nimmt
hier die Form an

(6) du (2,2 — ) +2u2,2,+21—1=0.

Von dieser Gleichung sollen jetzt verschiedene Lésungen
angegeben werden.

Zuniichst einmal gelingt es, in bescheidenem MaB eine
»Oeparation der Veriinderlichen® zu erreichen. Macht man
z. B. den Ansatz

(7 :=U(u)+zvr+c,v (x % 0),

so erhiilt man zur Bestimmung von U die Gleichung
4ux U+ 200U+ (U)»Y—1=0,
deren Integration auf
(1 + U’)l—?z(l S U')]—{-?z j— C,TZ
fithrt. U ist damit bis auf eine Quadratur bestimmt, und 2
enthiilt dann drei wesentliche Konstanten, wihrend (5) nur
eine wesentliche Konstante enthilt?),
Ein zweiter Ansatz

z=u- V()
mit einer willkiirlichen Funktion erfiillt (6) identisch und er-
gibt Regelflichen. Man erkennt dies sofort, da (4) in diesem
Falle ergibt
L=0.
) Vgl hierzu dic eingehende Darstellung der Verbiegung von

Rotations- und Schraubenflichen bei G. Scheffers, Einfiihrung in die
Theorie der Flichen (Leipzig 1902), S. 293 und 421.
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Also sind jetzt die geoditischeu Linien dv = 0 zugleich
Haupttangenten-Kurven, daher!) gerade Linien.

Dieses Tasten nach partikuliren Losungen ist aber nicht
der einzige Weg zur Bearbeitung von (6).

Es liegt vielmehr hier einer der wenigen Fille vor,
beidenendieklassischelntegrationsmethodederMonge-
Ampéreschen Gleichungen mit Erfolg fiir die Theorie
der Flichenverbiegung herangezogen werden kann.

Dieser Umstand rechtfertigt wohl eine genauere Behand-
lung nach der Methode. Um die iibliche Bezeichnung ver-
wenden zu konnen, schreiben wir in (6) jetzt # und y an
Stelle von # und v und nach Monge

.2)’ q, rl 87 t

fiir die ersten und zweiten Differentialquotienten. Fiir (6) ist
also zu schreiben

(69 dz(rt —s) 4 2apr+p°—1=0.

Die beiden Systeme von Charakteristiken erster Ordnung
sind aus
dzdp + 4, dy =0,
dedg+i,de 4 2xpdy =0

und den beiden Gleichungen zu erhalten, die hieraus durch
Vertauschung von 4, und /, entstehen®); dabei ist

)'1=9V;(p2__1)-7 12=—2Vz(p”:~1j.
Die allgemeine Theorie lehrt weiter, daB man ein inter-
medidres Integral

flx, y, 2, p, 9) =¢

von (6°) erhalten kann, wenn es gelingt, aus einem der beiden
Systeme eine ,integrable Kombination*

1) Weil geodiitische Kriimmung und Normalkriimmung beide gleich
Null sind.

2) Vegl. Math. Enc. II, A. 3 {von Weher), Partielle Differential-
gleichimgen, Nr.43 —45. Daselbst, mufi in (157) das letzte Vorzeichen
unter der Wurzel geiindert werden.
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df =0

zu gewinnen. Dieser Fall liegt hier vor. Eliminiert man nim-
lich dy, so kommt

N )
—dg VT aprvas)/ T =0
q + Vp‘~’ — D + g T

—d(g—Vz(p*—1)) = 0.

oder

Also ist
(q—cy+z(@p—1)=0
ein intermediires Integral von (6'), was nachtriiglich sofort
durch Differentiation nach 2 und y bestitigt werden kann.
Die vollstindige Losung dieser Gleichung erster Ordnung ist

99 z=y(c+a)+J“/1—fdx-{-b—_—z(a:,y,a,b,c).

Die allgemeine Losung erhilt man dann in bekannter
Weise, indem man in (7‘) fiir b eine willkiirliche Funktion b (a)
von a einsetzt, sodann bildet

3z 3z db

3a T ab da '
und @ eliminiert. — Schlieglich hat man fiir # und y wieder
# und v zu schreiben.

Es ist immerhin bemerkenswert, daB die erforderlichen
Integrationen sich hier soweit fiithren lassen, daf man eine
,Biegungsgruppe“ mit einer willkiirlichen Funktion 6 (¢) und
einer willkiirlichen Konstanten ¢ angeben kann, die die zuerst
gefundenen partikuliren Losungen wesentlich erginzt.

§ 2. Die Weingartensche Methode.
Das Bogenelement
ds? = du® + udv®

dessen ,Biegungsgruppe® durchi direkte Behandlung der Bour-
schen Gleichung (6) in § 1 noch nicht vollstindig gewonnen
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worden ist, ist auf der andern Seite geradezu das klassische
Beispiel fiir die Weingartensche Methode. Die Flichen mit
diesem Bogenelement sind nimlich Zentraflichen von Minimal-
fliichen, und da einerseits alle Flichen mit derselben Relation
zwischen den Hauptkriimmungsradien, in unserem Iall

R, + R, =

aufeinander abwickelbare Zentrafliichen besitzen, anderseits alle
Minimalfliichen bekannt sind, so sind damit alle Fliichen mit
dem genannten Bogenelement bekannt?).

Wir wollen aber der Vollstindigkeit halber diese Losung hier
entwickeln, um sie der weniger elastischen Bourschen Methode
gegeniiberzustellen und zugleich das Ergebnis weiter verwenden.

Wir bezeichnen die Koordinaten jetzt mit &, %,  und
stellen uns die Aufgabe, durch den Ansatz

E=uX+4

(8) n=uY-+y,
(=ul+ 2

zu erreichen, dali das Bogenelement den Wert

©)) do? = du? +- wdv*

erhilt, Dabel ist (z, y, #) eine noch zu bestimmende Fliiche,
X, Y, Z sollen die Richtungscosinus ihrer Normalen bedeuten.
Bezeichnet man das Bogenelement dieser Hilfsfliche mit d s,
so hat man die Forderung

duw? +udr® = do* = dw* + W@ 2dX*+ds* +2udXdx

zu erfitllen. Fithrt man auf der Hilfsfliche Minimalparameter ein
und bezeichnet man die FundamentalgrsBen der Hilfsfliche mit
E, F, G, L, M, N, mittlere Krimmung und Kriimmungsmasse
wie {iblich mit H und X, so erhilt man hieraus die Forderung?)

1) Vgl. auch Math. Enc. 111, D 5 (von Lilienthal), Besondere Flichen,
Nr. 17 und 18, sowie Darboux, Théorie des surfaces 1V (Paris 1896), p. 324.

2) Der Formelapparat der Flichentheorie ist in den ,Tafeln® am
Schluf des oben genannten Werkes von Scheffers zusammengestellt.
Hier kommen namentlich die Tafeln XII und XVIII in Betracht.
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udv® = u(v,da 4 v, dp)’
= (U(Lda®*+2Mdadp + Ndf*) —2KF'dadp)
+2Fdadff—2u(Lda® +2Mdadfp + Ndp?),

also

w! =uwHL —2u L,

uvi =uHN —2uN.

wv v, = w(HM—KF)+ I'— 2ull.
Diese drei Bedingungen sind erfiillt, wenn man fiir die

Hilfsfliiche eine Minimalfliche nimmt, denn alsdann ist

H=M-=20,

und die Mainardi-Codazzischen Gleichungen liefern

oL _aN _
ap du ’
sind also mit
i = — 2L, vp=—2N

vertriglich.

Hiermit ist die vollstindige Biegungsgruppe des Bogen-
elementes (9) gewonnen, da man alle Minimalfliichen kennt.
Wir erhalten sie so. Die Hilfsfliche (Minimalfliche) stellen
wir dar durch

z=c(a+f)
(10) z=ci(fcosddat [ cosBdp),
y=ci([sindda+ [sinBdp),

worin A und B willkiirliche Funktionen von a und g sind.

Es wird dann
2e¢sin® L (4 — B)
U= —— "
(11) V4 B
v="V2ic(fVAda+ [V —DB"dp),

1

und
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I

c(Sm{;;;;—lg—}—ifcosAda{—ifcosBdﬂ)'
(12) 1;=c(gqs—g-ji:’;—?g—f—ifsinzida—}-i‘fsianﬂ),
f (0= B) )
¢ 0( VAT +a+f.

Diese Darstellung umfafit dann alle Flichen mit dem
vorgeschriebenen Bogenelement (9).

Wir wollen die Darstellung verwenden, um ein Beispiel
bedingter Verbiegung anzugeben, niimlich die Gesamtheit
aller Flichen, die eine vorgeschriebene Kurve gemein
haben und aufeinander abwickelbar sind. Diese starre
Kurve ist dann bekanntlich Haupttangenten-Kurve fiir alle sie
enthaltenden Flichen dieser speziellen Biegungsgruppe?).

Das Ergebnis ist gegeben durch

: . £
§=c(— sina cosa(i+ I/sz‘)— 15/‘121]5); 4+ ifcosB d/)’),
0

I
(13) (cos2u L cosB | .. )
n=c|l - - —isinfad - +i|sinBdp]),
1 o —isinta ,+Of p

und wurde erhalten durch die Wahl
A=n+2a.
Die Funktion B(p) ist ganz beliebig wiihlbar bis auf die
beiden Nebenbedingungen
Bo) =0, B(o) = 2.

1) Voss, a.a. 0., S. 399, Nr. 19.
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Alle diese Fliichen haben die aus (13) fiir f# =0 sich
ergebende Kurve gemein:
£(a,0) = —ccosasina(l 4 i),
(14) 7 (a, 0} = ¢ (cos® « — i sin® a),

¢ (a,0) = ¢(a + i sina cosa).

w und v sind wieder durch (11) gegeben. Insbesondere
ist unter den Flichen eine reelle Schraubenfliche enthalten,
die sich fiir B = 2/ ergibt.

Diese Fliche wird in reeller Form dargestellt durch

E=c(shtcosp —chisingp),
n=c(shtsing 4 cht cos p),
{=c(p—shtchi).

Daber 1st dann

w=c-ch’t, wv=7V2c(p—1,
@ —it=2u, pFit—2p.

Andere reelle Flichen enthiilt diese spezielle Biegungs-
gruppe nicht.

§ 3. Weitere Verwendung der Bourschen Gleichung.

Wir kehren nochmals zur Fragestellung des ersten Para-
graphen zuriick, die wir jetzt so wenden wollen: Wie mufs
man in

2 ds® = du® + G (u) dv*

die Funktion ¢ wiihlen, damit die zugehdrige Bour-
sche Gleichung durch den Ansatz

(15) z=U(w) + V()

gelost werden kann, ohne daf V(v) als lineare Funk-
tion angenommen werden muf?

Diese Wahl ist, wie schon in §1 bemerkt worden ist,
immer mglich und fiihrt auf die Schraubenfiichen; wir schalten
sie deshalb aus.
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Setzt man (15) in die Boursche Gleichung (3) ein, so kommt
40U VG —2G" (1Y
+20'0"GE + R26"G — (D)) (1 — (U')) = 0;
dabei sind die Differentialquotienten von U und G nach » und

die von ¥V nach » durch Akzente bezeichnet, iiberdies ist die
Anordnung so gemacht, dali die zweite Zeile von v frei ist.

Man kann nun die Wahl treffen
G'" =0 Vi = x
=0, = x
und kommt damit wieder auf das in §1 und 2 behandelte
Bogenelement, man kann aber auch setzen

pr— (VY

also

1
Ve=— . log (»v)

und erhiilt dann die beiden Forderungen
4U"Gx—26G" =0,
2U'U"GGE + 266G — (') — (U')y) =0,
die jetzt zu erfiillen sind.
Setzt man
G () == g* (),
so verwandelt sich die zweite Gleichung in
Uy (L — (U)) g == 0
und gibt das Integral
gy =1 =,
Es ist einfach zu behandeln durch Verwendung eines Hilfs-
parameters ¢, indem man setzt

dg , :
du g = c¢sint,
gZU: U' = cost.

du
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Sodann ist noch zu setzen

o G190 G

Ax » g*
Dabei ist
dU! .
U == - = —sin{-t,

du

also )

. ,  ccost-t 1 ¢? sin*t
—sinf- ' = — — == .

%y > g*
und es isb

g dt -~ dt dyg st

T du dy du dg’
Man erhiilt so
dt ccost 1 ¢*sint
sint R
“dy (sm + %y ) t g

also die Riccatische Gleichung

dy %,
t 2= 0.
Ut geott+ T gt =0

Um hier eine bestimmte Wahl der Fundamental-GriBe
(i == ¢* zu treffen, setzen wir

¢,
(16) PP -
sin¢ Ig tang
und erhalten das Bogenelement
dg? & o .
2 du® e gt de? - - : 2t
(17) ds du? 4 g dv x‘-’snf’t+g dv

Der zugehorige Wert von # ist

(18) z==U) 4+ V{(v) __J‘

cost .

- — 1 log »v
sin ¢ Y Py U

f=}

Zu jedem Bogenelement (17) hat man also von vorne-
herein (auBer den Schrauben- und Rotationsflichen) noch eine
Fliiche (18); dabei ist ¢ als Funktion von g gegeben durch (16).

Sitzungsh, d. math.-phys, KL Jahrg, 1922, 4
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Damit scheinen dann alle Miglichkeiten erschopft zu sein,
die Boursche Gleichung durch einen ,separierenden“ Ansatz

c==U@) + V()
zu integrieren.

Bour hat iibrigens seine eigenen Leistungen iiberschiitzt;
die von Voss in seinem Enzyklopiidie-Artikel kritisierte Stelle
(Voss, a. a. 0., S. 421, Anm. 288) enthiilt zwei Irrtiimer.
Er meint, dat die von ihm bestimmten, zum Bogenelement (2)
gehorigen Schrauben- und Rotationsflichen drei wesentliche
Konstanten enthalten, wihrend in der Tat nur eine wesent-
lich ist, die anderen ,parasitir®. AuBierdem aber glaubt er,
die allgemeinste Losung der zugehorigen partiellen Differential-
gleichung (3) aus einer partikuliren mit drei willkiirlichen
Konstanten erhalten zu konnen. Seine pathetische Wendung:
»Meine langwierigen Bemiihungen . . . sind von Erfolg ge-
kront worden in dem wichtigen und sehr umfangreichen Fall
der Flichen, die auf die Rotationsfliichen abwickelbar sind®,
schieBt also weit iiber das hier erreichte Ziel hinaus.



