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Uber die Reihen von Laplace und Legendre.
Von Otto Volk.

Vorgelegt von I, Lindemann in der Sitzung am 5. Februar 1921,

Die folgende Arbeit gibt im ersten Paragraphen des I. Teils
einen elementaren Beweis eines Satzes von Gronwall iiber die
Holderschen Mittel erster Ordnung der Laplaceschen Reihe, der
auBer den bekannten Laplaceschen Formeln fiir die Kugel-
funktionen keines weiteren Hilfsmittels bedarf. In einem zweiten
Paragraphen wird ein Satz von L. Fejér tiber die Holderschen

Mittelwerte zweiter Ordnung der speziellen Reihe 2327 + 1)
0

P, (cos ) auf direktem Wege bewiesen. Im letzten Paragraphen
des 1. Teils werden einige mit den vorhergehenden verwandte
Reihen betrachtet, die ebenfalls mit der Potentialtheorie in
engem Zusammenhang stehen. Im II. Teile wird der in I, § 1
bewiesene Satz von Gronwall in derselben elementaren Weise
fiir Cesarosche Mittelwerte der Ordnung } <%k <1 bewiesen.

I. Holdersche Mittel der Ordnung /> 1.

§ 1. Die Holderschen Mittelwerte erster Ordnung
der Laplaceschen Reihe.

Von der Reihe
e 2n+1 7
o S I Pulcos 9" sind' d o,

n==0 i

(1

auf die sich bekanntlich die Laplacesche Reihe durch Koor-
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dinatentransformation zuriickfithren?) Lifit, haben Fejér?) und
Gronwall®) gezeigt, dali die Folge der Holderschen und also
auch der Cesaroschen Mittelwerte zweiter und erster Ordnung
der Partialsummen nach F'(0) konvergiert. Der Kernpunkt
der Ableitung Gronwalls liegt in dem Nachweise, daB

@) §1&2 (1, 8)sind d9
[

fiir alle » unterhalb einer festen Grenze bleibt, wenn

(B) K.(1,9) =} P,(cos?)+ 3 P, (cos?)+-+-+ 2—72;1 Py (cos ),

4) K:(1,9) = 7%I(K0 1,9+ K,(1,9)+ -+ K, (1,9))

ist. Dieses Resultat hat kiirzlich E. Hilb') abgeleitet, indem
er als wesentlich neues Hilfsmittel eine asymptotische Darstel-
lung von P,(cos®) beniitzte, die bel grofen » fiir alle Werte
0<4<a gilt. Im folgenden soll dieses Ergebnis nur mit
Hilfe der Laplaceschen Formeln*) abgeleitet werden.

Bekanntlich ist nach Laplace:
10 .
) P,(cos ) = - f (cos P —isind cos ) do,
0

4

1 do

” 9 = T G 1 2 ot O ’

(6) Pa(cos?) = (cos ¥ + i sin ¥ cos @)+ !
0

1) Vgl. z. B. E. Hilb, Uber die Laplacesche Reihe. Math. Zeitschrift,
Bd. 5, 1919, S. 17.

%) L. Fejér, Uber die Laplacesche Reihe. Math. Annal., Bd. 67, 1909,
S. 76—109.

%) T. H. Gronwall, Uber die Laplacesche Reihe. Math. Annal., Bd. 74,
1913, 8. 218—270. Weitere Literatur s. E. Hilb, 1. c.

4) In #hnlicher Weise hat C. Neumann (Beitriige zum Studium der
Randwertaufgaben, Abhandlungen der Sichsischen Akademie der Wissen-
schaften, math.-phys. KI., Bd. XXXV, VII (1920), S. 526 f.) die Laplace-
schen Formeln zur Berechnung von X P, (cos ) verwendet.
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Setzt man zur Abkiirzung

() w = cos ¥ — i sin ¥ cos ¢,
mithin

N ]
6))] 1 —w=2sin é<s1n§+zcosécos¢>,
so ergibt sich aus (7) und (8)
9) w =Vl —sin* 9 sin? ¢,
(10) ll—wl=Zsingl/1——sinzgsin2(p,

Aus (5) und (7) folgt:
1 T

(11) P,.(cosﬂ)—;bj'w do,
mithin

v+ Dw-do

] —unt1 l_wn-l-l
R f(z “’W( 1_T)+T:w )d?’

1 - 1+w " wn+1
[ 1—wp (p—(2"+3)f(1—_w—)zd¢

(21’+ )P (cos¥) = 2—1551‘

ol =
~
[\]

+(2n+1)f(‘”+2 7).

Nun ist
I+w 1 2
C—w~  —w T =
daher
1f it -
nJ (1 — w)? =2 1_w+ f(l )’
0 0

folglich nach (8)

169
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_ 1 }J’_-__EZ_S'/_’_
_ 9 @ Y . 9

.
2sin CRL sm-z—}—zcos;zcosqo
1 1 d
+—— | ?
2 sin* G (sm + i cos cos q))
und nach (6)
9
el P, (sin -+ - 1 — - Py | sin .
9 si 9 2 - 2
S1n 'é Sl 'é
1
2 sin 9 2 sin 12

Somit wird
wn

K,,(l,&):%jo —[—(~n+3)f(

+<2n+1>f(1 ]

und daher nach (4)

T

4 (l(/
S == AN 2; ,\"+1._
[-[Ferraes O,
0

1
K.(1,9) = CES)E

©of

do

+ (2 v 4 1)w+2 . (1— 20)2]

S Gy
oM

Fithrt man die Summation aus, so erhilt man:

1 “[‘ﬁ d (1-w" P}) do [l
2(n+1)= “dw\ 1-w J(1-w) (1 —w)?
0

. —zo"+%>. de _J‘ w*(1-wt")
wa dw( 1-w (1-w)? (1 -w)? &%
0

oder:

EP(1,9)=
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(12) I (1,9)
1 . d (1- w"+ (w2 +20) (L —wn 1)
= —2fzu - ) = f T .
2(n+1)n[ dw( 1— w ) 1-w (1-1t)
U
Nun ist

Fd (1 ane wdep u"(10(1—zv"+°)w(@z—i_—z)w““’)d
fdw 1—w J1—w 1—w)? (1 —w)*

0 0 .

(1— w)" 1 — w)*

J" (w Ao w2 (n4-2) w"‘“) P
4]

Da nach (9)
lw <1

ist, so folgt bei Beriicksichtigung von (10)

et twrtt, | k) 0 dy
f TA—wp STy )
( 4 sin? 2, 0 1 — sin? 25i112f/7
Nun isb
. do 4

somit wird

o g <
'osin* -
2
eine Ungleichung, die fiir alle Werte von 9 gilt, die dem
Intervall 0 <e<& <z —¢ angehéren, wo & eine beliebige
kleine Zahl bedeutet. Fiir ¢, die kleiner als ¢ bzw. groBer
als 7 — ¢ sind, kann man niherungsweise im Zihler w = 1
setzen; wir erhalten dann:
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| "2
(13b) iJ‘w-}—w + - w d(’)lw("+2)lf(1 do
0

(1 — w)‘ w) |
N (n+ ?);Tf - P (sin ?()‘)
4 sin® 2
LTI
4 sin 9

In ganz derselben Weise ergibt sich

(13¢) PR oy fir e <O <mos
oz sin® — - sin?)
! u)”‘*‘g 2
(n+2 f—ad ’<
I T=wr 1= e 0<d<e
0 ——Tlf b
4 sin n-esdsm
2

Aus (18a), (13b) und (18c¢) folgt nun, daf

(14a) 2042 9y
sinzé-siuﬂ

fod (1 —unt? w [
wa( I—w )'T:od""-< (n+2)
. (vt 2)

2sin = -

2

0<8<0<n——5

ist.
0<9<e, n—e<¥<

ist, je nachdem {

In ganz analoger Weise findet man, dab

2(n-+1) 29—
sin? — - sin ¥
(14b) | (W-i‘l”)_(_l__SWM) < 2
. (1 —w) nt+1 1 .
0 B '—jﬂ 1st.
5
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Aus (12), (142) und (14Db) folgt

(15) | KX (1,9)]
n+2 1 + 11 3n+b 1_
R sin“l—l)"sinz’) 2sin2g-sin0 2(n+1) sin®— -sind)
2 2 2
<;
n+2 1 A+1__.1 3n+5 1
2(m+1) . 9 2 Gin g 4(n+1) in Y
. 2 2

[0( e<I<lm—e

je nachdem 'l0.<7'9<8’ a—e<d<a

ist; hieraus ergibt sich

&

jK,T(I,ﬂ).sinﬁdﬂ=f Ki(1,9)|sin® do
o

v

+f-1(;;(1,19) sinﬂda+f,K;-,'(|,0)isin0d0
(16) .2, :

&

<;(Zi?) L)j‘cos :7+fcos dz)—{—f 2]

ST—E

3n+5
CES!

Der Ausdruck auf der rechten Seite nimmt, da & zwar
immer sehr klein ist, aber doch nie den Wert Null annehmen
darf, fiir alle Werte von # einen endlichen Wert an. Es ist
somit durch (16) bewiesen, daB f|K,f(1,19)[sint9dt9 fiir

0
alle Werte von n unterhalb einer endlichen Schranke
MM, bleibt.

T & 28 10t
S [1—{—s1n2 cos2+cotg 5 tg 2].
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§ 2. Uber einen Satz von L. Fejér iber die Holder-
schen Mittelwerte der speziellen Legendreschen Reihe

z‘:: @n+ 1) P, (@).

Von der Reihe 3 (27 + 1) P,(z) hat L. Fejér!) den
1]

Satz bewilesen:
Fiir die Holderschen Mittel zweiter Ordnung s,
ist lim sy () = 0, wenn —1 <z <1 ist.

n=w
Dieser Satz, den Fejér mittels der Cesaroschen Mittel-
werte bewies, soll auf direktem Wege bewiesen werden.
Nach (12) ist, wenn wir @ = cos @ setzen:

1 . d [1—w"t? do
O JT¥ : —_ - ’ il i el
s =25 (1,9) (n—{—l)nt jw dw( 1—w ) 1—w
0

"(102 +w) (1 —w"+‘)
a f (1—w) ]

Somit wird:

Y il < 1 _ '“;.n +2>
LC I 1__ _of d %J 7+ 1 n1—1 'w(l(,:
"= (7?/ + l) 7T - dw 1 —w 1—w

2 0
(17) _ _: 10+ u}'l.ﬁ; 1 _ U'"+1 B
M—wp S\n+1" n+1)" 7]
(]
Nun ist

I log (n+ 1) + €,

n + 1=
wo C die Eulersche Konstante ist; ferner

0w
11

1— wnt!

(18) 'i' i—‘ lbf(l—f—?l + o w)dw = w [ = duw,

1) Vgl. L. Fejér, Uber die Luplacesche Reihe. Math. Annal,, Bd. 67,
1909, S. 81 .

0
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f'_‘ w n+1 = wl—wﬂ‘!-l
(19) %_Jn_r_ f(1+zu+ At w)dw = g dw.

!
0

Es wird daher
1—qnt? 1 w
(n-i—l)n{ fd {(Ioo(n+1)+0 wf dw)l—w}f-ﬁd(f)

AP wt!
(1_ o (lo (n+1)+C - f dw) do

(17 a)

1 . )w+u/2 Swiwt [ 1—gt
B CTSIT; [ (log (72+1)+C)j qu— v(l_w)a-d(p .
0 0

(1_7)3
Nun ist?)
1310-{—10‘2 _- do do J‘ dp
(1——@0)3d(P l—w f(l w)*_l_ (1 —w)’
0
sin’-ﬂ—‘—1
S R ST SIS Rt W SO U
g, ? 4m1 N T R
Zsin sin 5 sin sin’

Da ferner nach (9) und (10)
lw| = V1—sin* sin?p <1,

. . S . . .
|1 —w| = 2s,m(0.l/l—sm2 sin* >siné ist, so ist

"wz(l _,wn-}-l) w n+x
e < Rus

f (I—w)y q fl w ? q—*—fl

0

2

n30+

) Im folgenden ist zuniichst vorausgesetzt, dafi 0 << 9 << ist.

smd 9 sind
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Hl—ﬂ—ldwl<lou(n+1)+c

und

somit wird

5 . 3w—|—u2 Sw—i—w‘ ]-— antt
(log (n+1)+0)f Ty P +f ST du
w* (1 —w —w"+')
+zf dp| < 8(og -+ 1)+ C). ~-,,0+Sm o
woraus nach (17a) sofort fiir 0 < ¢ < =n folgt:
o e (Blogir+1)4-C) 1
(17b) ..1]=H-l‘8" gy}ﬂ( n—i—T “sin3 )
2
+ (n+ 1) sin® 5) =0
Fiir ¥ = z erhiilt man, da
Pu(—1) = (— 1+
ist:
" —— n_tHl_ : _— 1
S"—(_ 1) (n+1), sZn—ﬂ_*_l, Sand1 = 9
1
T 5T T aen T _log2@n+1)+C
25 9n + 1 2n + 1 :
1 1 1
) gt 6T T IERFD _leg2@nt )4 O
Szmbli 2n + 2 < 2n42
hieraus folgt sofort
(17¢) lims, =0,

womit der Fejérsche Satz fir 0 <9 <z und somit fiir
—1<z<1 bewiesen ist.
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i

§3. Uber die Reihen }:‘(2n——1) J Py(z) de,
u e

. =3 .
Y (@n 1) f Po(@) dz und 35 (20 — 1) f P. (@) dz.
0 b v @

Das Potential W einer doppelt belegten, unendlich diinnen
Kreisscheibe Lifit sich durch die unendliche Reihe darstellen:

1
oy T o (4n 4+ 3)
O =>:m.‘o‘)f Pongr () dg Prugr (0) Qs ()3
0
dabei 1st
=9 cosq; p=0Cofl cosd; u=1iGCini,
y

~
A M
——

= Zin /- sin J; v = sin 7.

I
S
w2
s
=
=

Auf der Scheibe selbst, d. h. fiir «w = i-0 nimmt W fiir
»> 0 den Wert + 1, fiir v << 0 den Wert — 1 an?'). Esist also

g ll
@) Y| n+3)J Pong1 () dit-Poygr () =1 fiir ©>0
V]
U

1
(22 20:(4 n -+ 3)J Poyyr1(()du-Popy(v) = —1 fiir v<0.
V]

Wir betrachten zuniichst die Reilie (21) fiir v = 1, wobel
wir aber statt der untern festen Grenze des Integrals die ver-
finderliche x einfithren. Wir erhalten so die Reihe?)

) Vgl. hierzu meine nicht im Druck erschienene Dissertation an
der Technischen Hochschule in Miinchen: Studien iiber einige Randwert-
aufgaben der Potentialtheorie, S. 11 ff.; vgl. auch C. Neumann, Uber
die nach Kreis-, Kugel- und Zylinderfunktionen fortschreitenden Ent-
wicklungen. Leipzig 1881, 8. 111 ff.

%) Es geniigt, die Reihe (23) zu betrachten, da sich das folgende
durch eine geometrische Betrachtung leicht auf die allgemeinere Reihe (21)
itbertragen lifit. Vgl. meine eben in 1) genannte Dissertation 1. ¢. und
C. Neumann, 1. c.; vgl. auch C. Chapman, On the Summability of Series
of Legendres Functions. Math. Annal. Bd. 72. 1912, S. 218,

Sitzungsb. d, math.-phys. K1 Jahrg, 1921, 12
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1

(23) S=X@En+3) | Powyr(w)dp.
0 /

Entwickelt man den Ausdruck V' 1-—27x4 2* nach
positiven Potenzen von 2, so erhilt man

V1—2ia+ 12 = Ly)+ L@ 7| Ly@@)i 4 -+

+ Lp(@) 24y
die Funktionen L,(z), L, (x), Iy(x), -+ - - sind mit den
Heineschen Zugeordneten 7 —1(z)') oder den metasphiirischen
Funktionen K ~**(z) Nielsens?) identisch und es ist:
Ly(x) =1, L () = — 2,
1

24) L (@) = [ Pooi@de (1> 1).

Ferner ist?)

(25) Lyx) = P,(@)—22 P, ()4 Pu_2(x)

oder, wenn man beriicksichtigt, dafi

9% Po_i (&) = ”1_ 0P+ (= D) P s () st

1
1
@0) L@ =4 Pums@)— Pa(@) = f Py_1(@)dz (a>1).

Setzt man diesen Wert in (23) ein, so erhiilt man
b

S=P,(x) — P,(x) 4 P, () — P (x) 4+ - -+ oder
27) S=P(x)=1 fir —1l<e<gl.

Fiir £ = £ 1 nimmt S den Wert 0 an.
1) Vgl. E. Heine. Handbuch der Kugelfunktionen, Leipzig 1878,
Bd. I, S. 148.

?) Vgl. N. Nielsen, Théorie des fonctions metasphdriques, Paris
1911, S. 56.

%) Vgl. C. Neumann, Beitriige zum Studium von Randwertanfgaben,
Abhandl. d. siichs. Akad. d. Wissensch., math.-phys. KL XXXV, VI, 5,519,

4) Vgl E. Heine, 1 e, S, 91
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Wir betrachten jetzt die Reihe
(28) S= Y (2n-—1)L,(x).
)

Setzen wir fiir [, () wieder seinen Wert aus (26) ein,
so erhalten wir
— L) — @)+ D) Py@) + Py@) — Byle) + -
oder
(29) S, =0 fir —1<x<I.
Fiir 2z = 1 wird 5§, = — 2.

In ganz ihnlicher Weise findet man

S = X A1) Lwgs () = — B, (@) + L,60) = (@)
Y
+ Py(x)— P+ - fir 1<z <.
(10) 5, =
Fir 2 =41 wird 5, = — 1, fir z = —1 5, = + L.

Jeachtet man, dab
}_;(4 n 4 3 Layga(r) = L (dn — 1) L, (x) 4 L,(0)
)_(471 — 1) Lo, (@) 41 fir —1<ze<l
)]

ist, so folgt aus (27) und (29) wieder (28).
In iihnlicher Weise lassen sich die Reihen

x

YEn—1)@n+ ) L@ wd X @En — 1) I ()
(1)

0

leicht summieren. Man erhilt
L En—1DEn+ 1) La(x) = — Py(2) =3P, (2) 4+ 5(— P, (»)

+ Ly@) + T(— Py(x) + @) + - - =4(Py(z) + P, ()
G) A+ P@E-g=2V2. b e o icxcl
Vi—a
12*%
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& 1 1
da NP2 = - - o
0 2 V2 Vi—z

ist’). Wird z = + 1, so nimmt die Reihe (31) den Wert
—4, und fiir 2 = — 1 den Wert 4- 2 an. Tiir die 2. Reihe
ergibt sich

5 @n— 1@ = L@ + L@ + 9 L@ 4 -

= Po (a') - Pl (x) + 3(1)0 (x) — Pz (x)) + 5 (P: (@) - 1)3 (‘T)) SiREEE
=4 (P, 4 L, (x) + Py(x) + - -+

(32) — 2V 1 '
] H)UVI_—:K fir —1l<x <1,
Fir 2 =+ 1 nimmt die Reihe (32) den Wert 0, fiir
z = —1 den Wert + 2 an.
Da Py <«

durch hinreichende Vergrofierung der Zahl »n gemacht werden
kann und zwar gleichzeitig fiir alle , die dem Intervalle — |
bis 1 mit Ausschluffi von =+ 1 angehoren. und fir » = »n,

w1, n+4 2%, ..., lerner
X 1@

fiir alle « desselben Intervalls gleichmiiiig konvergiert®), so
hleiben die Formeln (27), (29), (30), (31), (32) gitltig und
gleichmiifiig kouvergent fiir alle z des Intervalls

—1 <z,
Wir erhalten somit zusammenfassend:

fir -1 <a<1

fiir xr = +1:

= 1
2i(dn+3) Lange(2) = { 0
0

1} Vgl. z. B. C. Neumann, 1. ¢, S. 528 il
?) Vgl. C. Neumann, 1. e., S. 527.
%) Vgl. z. B. C. Neumann, 1. ¢, 8. 528.



Uher die Reihen von Luplace und Legendre. 181

0 fir —1<2<1

YdnA4 1) Loppr@ =, —1 firz=1
b l—}— fir ¢ = — 1;

[0 fir—1<z<]
\

2 fir x = 1;

—

i @2n—1)L,(x)y =

2y 9. L fir —1<az<l
o ]/] — X
%(2)&—1)(27&—*—1)[/,,(1}): 4 fiir £ = 1

42 fir 2= —1;

1

2042 - _ fir — 1<z <l
'.Ii‘ ¥ . ]/1 — X
}(_), 2n— 1)* L, () = 0 fiir 2 =1

+ 2 fir z = —1.

‘Wir untersuchen noch die Reihe
(33) T @2n — 1P L, ().
0

Setzen wir wieder den Wert von L, (x) aus (26) ein, so
erhalten wir

2@Cn — 1P L, (2) =8y )+ 3P, @)+ 5P (=) + )
0
=32 (2n+ 1) P, (2).
Die Reihe (33) ist somit eine divergente Reihe,

dic die Xigenschaften der Reihe L(l n -+ 1) P,(z) hat.
0

IL. Die Cesaroschen Mittel der Ordnung & <<} der
Laplaceschen Reihe.

Im folgenden soll der entsprechende Hilfssatz fiir die
Cesarosche Summierung der Partialsummen der Laplaceschen
Rethe fiir die Ovdnung > 1 abgeleitet werden, wie es im § 1
des I Teils dieser Abhandlung fiir die Mittel der Ordnung
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1 = 1 geschehen ist. Die Ableitung wird sich im wesent-
lichen ebenso elementar gestalten wie dort, so dals sie es wohl
verdient, neben der erst kilrzlich von K. Hilb') gegebenen
mitgeteilt zu werden.

§ 1. Ausfithrung der Summation.

Wir wollen zeigen, da@
T om } N\ K
(34) S,,,,k = f [ 3 2r+1) ]’,,(cos J) - (1 — :)) sin - d i,
) 1
0

wo n<w<n-+1 ist, fiir alle Werte von » und o
unterhalb einer endlichen Grenze bleibt, wenn 1>
k>1, dagegen fiir k =} mitn ins Unendliche wiichst.
Setzen wir wieder

i 1 .
(35) P, (cos ) == f(cos ) —isin i cos ) do,

(36) (w0 — r)t =

wo der Integrationsweg in der komplexen z-Ebene von - o
um den Nullpunkt im Uhrzeigersinn herum, dann nach 4 o
zuriickzufithren ist, in (34) ein, so erhalten wir, wenn wir
wie in (7) (S. 169) w == cos ) — i sin{) cos¢ setzen und die
Summation ausfiihren:

g 'k 4 1) 14 we* gne
o, k == o sin & d f(ll/ J‘[ e é‘)‘l . (P

271 — 2)k :*‘

1(7»+1)f = e
(

22
(37
(')n + 1) 2(/"'*'" e(n+‘))z o (2," + 3) 2w r-4-1 e(n—]—l)z e—"m: l )
(1- we)? af . (— 2t 3
somit
BP)
(38) . b b:: 13 < j:) 13 + brm,k-, wo

['(k+1)

1y E. Hilb, Uber die Laplacesche Reihe (H1. Teil). Mathem. Zeit-
schrift, Bd. 8, 1920, S. 79--90.
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- de.e~" 14 we
(39) 1,.,,:.-=fsm hda f‘“/f Eo gkt (1 —qper)y

l\)

a . <L . l ' e
40y U= f sin #} d f do J L)f Lk—{-l
0 0

@A Dyur et — 2n 4 3)wnt! connle
(1 — we £)?
Wir haben also zu zeigen, dafi 7%, und U, unter
endlichen Schranken bleiben.

$ 2. Abschitzung von 10,

T, x kann grofe Werte nur dann annchmen, wenn der
absolute Betrag des Nenners sehr klein wird. Dies ist der
Fall fiir 2 =0 und L —we* = 0; im letzteren Falle wird
(¢ = o -} iy gesetzt):

1 — ¢ (cos ¥ cosy 4 sin ¥ siny cos ) =

(41) : :
cos ¥ siny + sin d cosy cosp == 0,
oder
]
la) o= _ o, tgy = —tgdecosq.

V' cos? ¢ + sin? ) cos? ¢

Hs wird somit y =0 fiir § =0 und ¢ = :, diesen
Werten entspricht z = 0 bzw. » = log (0 <cos# <1).

oS # ')

Wir wiihlen nun den Integrationsweg so, dab er von
-+ o liings der Achse des Reellen verliuft, dabei einen kleinen

o : 1 : .
Halbkreis um den Punkt r, = log - -, dann einen kleinen

cos i)

Kreis um den Nullpunkt (im Ubrzeigersinn) beschreibt, dann
schliefilich lings der Achse des Reellen noch -+ oo zuriick-

kehrt, indem er wieder um den Punkt w, = log , einen
cos
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kleinen Halbkreis beschreibt, der dem ersten zu einemr Kreise
ergiinzt.
Betrachten wir 7', zuniichst auf dem Kreise um x, =

1 . . .
log ——; wobel vorerst 0 < cos? <1 sei. Wir setzen
1
t=uz,+ oe'v, dz=igevdy,

wo o so gewihlt werden kann, da innerhalb des Kreises mit
dem Radius ¢ auBier z = z, keine weitere Nullstelle des Nenners
liegt. Es wird nun

[ St
(42) k. gkt (1 —wes)?

1 f dw_ e .c-—m(,r0+g("'i') 1 + cos ¥ - cny}-gc“r’
W (x, + 0ol v)H! AT )

=i

e

wo also, da ja o beliebig klein gemacht werden kann, in dem

s .
rechts stehenden Integral ¢ =, und w = cosi) gesetut ist.

Hieraus erkennt man sofort, dafi das Integral (42) fiir alle
Werte von o unter einer endlichen Schranke bleibt,
falls nur o <z, ist.

Wird & = Z, somit #, = », so bleibt der Ausdruck
)
2N (1 —awes)?
endlich, daher auch 7., .. Wird / = 0, so gilt, wie das fol-

gende zeigt, dasselbe.
Wir untersuchen jetzt das Integral

7, :J'dz‘e"’“ 14 we

Wk gkt (1—wer)?

erstreckt iiher den Kreis um den Nullpunkt. Machen wir die
Substitution :

(43) Z =

so erhalten wir
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5= [ S e

(44) 'C k1

T
(1—we)?

wo der Integrationsweg wieder ein Kreis um den Nullpunkt
der Z-Ebene ist. Ist ¥ > 0, so kann der Radius dieses Kreises

so gewiihlt werden, daf 1—we” innerhalb desselben ein-
schlieilich der Begrenzung nie Null wird; J; bleibt also immer
endlich.  Ist 9 =0, also w = 1, so entwickeln wir im Nenner

<

(I —we”)* in eine Potenzreihe und erhalten:

: di-e=- (1 + e";')
& Lt e

Der Integrationsweg ist wieder ein Kreis um den Null-
punkt der I-Ebene, dessen Radius kleiner als 2o sein muf.
s wird somit

i déie (L aier)
,;( . N

unter einer endlichen Schranke ./, bleiben; somit wird
(46) J, <o M

Zerlegen wir das Integral 7', x in (39) in die beiden Integrale

1
N 5T
g e j»+J;
L3
1
n

2 p b

(47)

0

aus (42), (43) und (44) folgt dann sofort, daB das zweite

Integral f fiir alle Werte von » und ® unter einer
1

n

endlichen Schranke bleibt. Fiir das erste Integral gilt, bei
Beriicksichtigung von (46) und Krsetzung von sin ¢ durch .
fiir grolie Werte von u
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(48 il
(48) f <L
1]
Da » <o <n 4 1ist, so folgt, dati 7, fiir alle Werte
von o unterhalb einer endlichen Grenze bleibt.

§ 3. Abschitzung von U, .

Aus (40) ergibt sich sofort durch eine einfache Zerlegung

=1

: g T (dz(2nd-1)etmemtntheentl
Uk <J sind d f (I(P‘_r . :"’*j(l e
0 0
(_u'n .: i ;»,
-+ 2 [sin 3 d i ‘ dog ‘

[} 3]

‘dz - elmetntDe 'lL'“+l
P L e ok I (1 ——awer)

Das zweite Integral der rechten Seite in (49) erledigt sich
in ganz analoger Weise wie die in § 2 behandelten Integrale.
Es geniigt daher, das erste Integral .J, nither zu betrachten.
Setzt man
(50) Fo== -,

so erhiilt man fir dieses Integral

[‘ dov(2n 4 1)t otnthepndl

) J wk . ZkF1 (] —awes)?
(51) ‘. 20 +1 pl=mtn—Nwuw,pn-1 .
= = S T BT ey L A LB
. (”‘.’k (\l,—-ruu_“‘-)'?._“k—f]

Hieraus folgt nach dem hm § 2 Gesagten, daf3 L, , end-
lich bLleibt fiir alle Werte von @, wenn nur o« und #
nicht gleichzeitig kleine Werte annehmen. Wir konnen
uns daher darauf beschrinken, das erste Integral eingehender
zu untersuchen, weunn ## sehr klein wird.

Fiir kleine Werte von & wird « x 1; fiihren wir nun
vestattet 1st, so er-

T

zuerst die Integration nach ¢ aus, was
halten wir;
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. y wnt! e :' o
N = J @2n+1) (1= we) dop X . j(?‘ w4 Dwttdey

0 0

> (2;21_333 P,y (cos ).

Machen wir jetzt von der Hilbschen Formel') Gebrauch:
M,
ViEr+ Do

(M, eine von n unabhiingige endliche Konstante),

(H3) Py (cos ) <

- ao. . .
die fir alle Werte 0 </ < gilt®), so wird, wenn wir von
-

allen endlich Dleibenden Faktoren absehen und dies mit T
bezeichnen:
S~ 1 Ver41
(.‘")-]) N ~ e it + .
1 —¢ Vo
Setzen wir jetzt noch
(5H5) s=-w,
so wird
: C dre(2 Y elmotub e putl |
J, =‘J sind d r(lf/v [ d i ,1‘)c . ke
: . . mk. gkl (1 —are?)
1

0
H

oo o
~ me ddi-V2n41 " el—wtnthoe

S - - § dev
mk ]/,9 TR pkt2

~

N

Die Integration nach v ist iiber einen Kreis der v-Kbene
mit endlichem Radius zu erstrecken; sie gibt also immer etwas
Endliches. Wir kénnen somit schreiben:

Y Vel B Hilb, Uber die Laplacesehe Reihe,  Math. Zeitschr., Bd. 5,
1919, S, 22,
b 2

N P B . L
) Fiu o = hat man wuf der rechten Seite von (53) # doreh

a — 4 zu ersetzen,
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Vgiz 41 (sinddo

w* = Gh+3

(57) 7y

¢

i3
oder wenn wir statt sin) & setzen:
, V2n+1 nt

//r ) s - ) l) l "t I.. a
GR) J, X },, Zn4 1 di L ) Wn
1

3 ~ N 9k 41 ~ -
0] DA LE ! 9
1 ] N - 1
= logn k=1,
Vo

k>

1o—

M

Jy bleibt also untereiner endlichen Schranke, wenn
k>3 ist; fir F =} wird J; unendlich wie log n.
Man iiberzeugt sich leicht, dafi das Integral

!

s rds (24 1) el dnabe el
| sio 0dy J dog .J b (L =)
0 0
immer endlich bleibt, welchen Wert auch w annimmt.
Es ist somit gezeigt, daf fiir jedes noch so grofie o
U,x unterhalb einer endlichen Schranke bleibt,
wenn k> 1. Dasselbe gilt daher nach (38), (47), (48)
auch fir S, 4. Da fiir & =] alles andere endlich bleibt,
abgeselien von o/, so sieht man mittels der zweiten Gleichung (5%)

sofort, dafy S, fir & =1 mit » wie log »n unendlich wird.



