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Zur Theorie der unendlichen Kettenbriiche?).

Von Alfred Pringsheim.

Vorgetragen in der Sitzung am 2. Mirz 1918.

Im Anschluf an eine in diesen Berichten von mir ver-
Gffentlichte Reithe von Arbeiten, die sich mit der Theorie der
unendlichen Kettenbriiche beschiiftigen, mdochte ich im folgen-
den einige mir niitzlich erscheinende Ergiinzungen mitteilen.
Dieselben beziehen sich zum Teil auf eine zweckmiikigere
Anordnung und Gestaltung gewisser allgemeiner Konvergenz-
kriterien, zum anderen Teil auf die Konvergenz sogenaunter
eingliedrig limitdr-periodischer Kettenbriiche bzw. einer
noch etwas allgemeineren Kategorie, die ich als ,nahezu®
eingliedrig periodische bezeichnen mdchte. Darunter ver-

- @
stehe ich hier Kettenbriiche von der Form [?Jl, deren Teil-
zihler @, durchweg innerhalb einer gewissen Umgebung

)l Uber die Konvergenz unendlicher Kettenbriiche., 1898, S. 295.

[2] Uber ein Konvergenz-Kriterium fiir Kettenbriiche mit positiven
Gliedern. 1899, S. 261.

[3] I:_Jber die Konvergenz periodischer Kettenbriiche. 1900, S. 463.

[4] Uber einige Konvergenz-Kriterien fiir Kettenbriiche mit kom-
plexen Gliedern. 1905, S. 359.

{6] Uber Konvergenz und funktionen-theoretischen Charakter ge-
wisser ]in}}héi,r-periodischer Kettenbriiche. 1910, 8. 3.

[6] Uber die Konvergenz periodischer und gewisser nicht-periodischer
Kettenbriiche mit komplexen Gliedern. 1917, S. 221

Die betreffenden Arbeiten werden im Texte, soweit erforderlich,
mit [1]—[6] zitiert.

Sitzungsh. d. math.-phys. K1. Jahrg, 1918,

o



66 A. Pringsheint

irgend einer hestimmten Zahl a liegen. Einen Satz iiber die
Konvergenz analog gearteter Kettenbriiche von der allgemei-

[+s]
a, . .
neren Form [-—’} hat zuerst Herr Perron in seinem Lehr-
1

buche?) (S. 280) angegeben, und Herr von Pidoll (welcher
den Satz, schon vor der Verioffentlichung, aus den Korrektur-
bogen kennen gelernt hatte) hat denselben (mit unwesentlichen
Anderungen der Formulierung) in seiner Dissertation?) (8. 36)
aufs neue bewiesen. Der von mir hier mitgeteilte entsprechende
Satz diirfte, wie ich glaube, nach Fassung und Beweis den Vor-
zug ganz besonderer Kinfachheit haben®) und liefert als un-
mittelbare Folgerung eine Behandlung des ,limitiir-periodischen®
Falles, die kiirzer und einfacher ist, als die frither von mir
angegebene?).

§ L

S I. Uber zweckmissige Fassung und Anordnung gewisser
Konvergenzkriterien fiir unendliche Kettenbriiche.

1. Withrend die Konvergenz bzw. Divergenz eines unend-
lichen Kettenbruches (einschlieBlich des besonderen Konvergenz-
bzw. Divergenzcharakters) keine Anderung erleidet, wenn man
ihn in einen iiquivalenten tiberfithrt, so zeigen gewisse Kon-
vergenzkriterien ein entgegengesetztes Verhalten, indem sie
bei irgend einem bestimmten Kettenbruche eine Entscheidung
liefern konnen, wiihrend sie bei unendlich vielen mit jenem
dquivalenten vollstindig versagen. Dies gilt insbesondere von

1) Die Lehre von den Kettenbriichen.“ Leipzig 1918.

2) ,Beitrige zur Lehre von der Konvergenz unendlicher Ketten-
briiche. Miinchen 1912.

3) Der Vollstiindigkeit halber sei noch bemerkt, daf Fassung und
Beweisfihrung des Satzes in Bezug auf die hier nicht berithrte Frage
nach der Gleichmiifiigkeit der Konvergenz fiir den Fall, daf die oben
mit @, nnd a bezeichneten Grofien Funktionen einer komplexen Variablen
sind, nach bekannten Methoden leicht ergiinzt werden konnen,

4) 5. [5], S. 86,
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einem hiiufig angewandten, fiir einen speziellen Fall zuerst von
Seidel und Stern aufgestellten, von mir auf Kettenbriiche
mit beliebigen komplexen Gliedern iibertragenen Kriterium?),

nach welchem der Kettenbruch {6;;] unbedingt konvergiert, wenn:
v ]l

(A) b, —la,l >1 =123 ...
Transformiert man aber den betreffenden Kettenbruch in

den ihm dquivalenten: {cl—al o b —] , so tritt an die Stelle
2

e,b’ el
der obigen Differenz fiir » > 2 die folgende:

o)+ (|00 —levani),

welche infolge der Willkiirlichkeit von ¢,_1, ¢,, auch wenn die
Beziehung (A) besteht, jede beliebige reelle Zahl vorstellen
kann. Nun habe ich zwar spiiterhin gezeigt®), daf man durch
passende Anwendung einer Aquivalenz-Transformation jene
Konvergenz- Bedlnguna in die folgende iiberfithren kann:

| p—1

®) Vo< wes,

welche fiir alle dquivalenten Kettenbriiche gleiche Wirksamkeit
besitzt®). Aber diese bis zu einem gewissen Grade zufillige
chronologische Folge der beiden Kriterien (A) und (B) er-
scheint doch keineswegs als die wirklich logische, da ja das
Kriterium (A), wie unmittelbar ersichtlich, einen speziellen
Fall (ndmlich: p, = |,)) von (B) darstellt. Aus diesem Grunde
hielt ich es neuerdings fiir wiinschenswert, an die Spitze der
ganzen Darstellung das Kriterium (B) zu stellen, dem ich nun-

1) s, [1], S. 311.
%) g, [3], S. 367.

a,
3) Indem ja der Ausdruck b lb ungeiindert bleibt, wenn
r—1"»
a, durch ¢,_ ¢, a,
br—l " ¢ bv»—-l
b, e b,

ersetzt wird.

(f)*
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mehr (mit gewissen, im wesentlichen schon frither von mir hinzu-
gefiigten vervollstiindigenden Zusiitzen) die folgende Form gebe:

" Der Kettenbruch [%ij (bei beliebigen komplexen
v ]l

a,, b, einschlieBlich a, = 0) ist wunbedingt konvergent,
wenn eine unbegrenzte Folge positiver Zahlen ¥,
existiert, derart dafi: ¥, <1 und fiir » > 2:

[0<z9 <1

) 1o<15;1b—i<.),,1(1-ﬂ)‘)

Dabei ist, falls a,| > 02) stets:
(M iFZ’TI< N

oy S1—9, b,

1.

auBier wenn durchweg:

I = 9, (1 —9)F 0 (»>2)
0,10,

und zugleich

b 00— 0. () _
(I 22:*‘ 11‘52193. Ay =+ >,
in welchem Falle die Beziehung besteht:

] a’”- “’_ —]; a’l
(1 {z,,.J‘— 11—, b,

Die unbedingle Konvergenz des Kettenbruches bleibt
auch noch im Falle #; = 1 erhalten, aufier wenn
die besonderen Bedingungen (IY) und (II') gleich-
zeitig bestehen: der Kettenbruch ist alsdann aufer-
wesentlich divergent®).

A 1

Dy
%) Ist ag = 0, so konvergiert der Kettenbruch gegen Null, ab-

gesehen von dem Einzelfalle, auf den sich die folgende Fufinote bezieht.

1) Der Vergleich mit der Bezeichnungsweise in (B) gibt: J, =

3) Bzw. von der Form -8—, falls ay = 0.
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Der Beweis, der sich zunichst dadurch etwas vereinfachen

lit, daBl man den fraglichen Kettenbruch durch den ihm #qui-

valenten: ['a’t (wo ay = a, und fir »>2: a, = ) e
1 1 - b,,_lb,.

setzt, kann im wesentlichen so gefiihrt werden, wie ihn auf
meine Anregung Herr von Pidoll auf S. 9—12 seiner Disser-
tation gegeben hat, und bedarf zur vollstindigen Abrundung
nur noch zweler ohne besondere Schwierigkeit durchzufithren-
der Zusiitze, deren einer den Nachweis zu liefern hat, daf die
besondere Beziehung (1°) bzw. die Divergenz, die sichtlich
eintreten, wenn die Bedingungen (I) und (I*) bestehen, auch
wirklich nur in diesem Falle eintreten konnen; wihrend der
andere auf die Erorterung der hier ausdriicklich zugelassenen
Mbglichkeit!) sich bezieht, daf unter den @, die Null vorkommt.

2. Aus dem vorstehenden Hauptkriterium ergeben sich
durch Spezialisierung der ¢, zuniichst jene besonderen Kriterien-
formen, die ich bereits an fritherer Stelle?) in analoger Weise
abgeleitet habe. Da hierbei fiir die #, durchweg solche Zahlen-
folgen ausgewiihlt werden, welche von den a,, b, giinzlich un-
abhiingig sind, so besitzen diese Kriterien gleich dem Haupt-
kriterium fiir alle unter sich iquivalenten Kettenbriiche den
gleichen Grad von Wirksamkeit. Dies éindert sich naturgemisf,
wenn fiir die ¢, Ausdriicke verwendet werden, in denen die
a, oder b, vorkommen. Hier zeigt sich nun der Vorzug der
jetzt gewiihlten Anordnung, insofern man auf diesem Wege
einen besseren Einblick in die zu wirklich brauchbaren Ergeb-
nissen fithrenden Moglichkeiten gewinnt. Als eine zweckmiiliige
Wahl erweist sich zuniichst die Annahme:

2) 9, = -g;»,
wo o, nach (I) der Bedingung zu genligen hat:
3) 0<g,<|[bs fiir v > 2,

1) Im Hinblick auf diese Moglichkeit wurde bei der Fassung der
Voraussetzung (1) auch die Annahme J, == 1 zugelassen.
) 8. [8], S. 369—375.
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wihrend im allgemeinen 0 < o, < [b,| zu setzen ist und die
Annahme: o, =|b,| die bei der Fassung des Hauptkriteriums
auf den Fall 9, = 1 beziiglichen Kinschrinkungen erfordert.

Durch die Substitution (2) nimmt die zweite der Bedin-
gungen (I) die Form an:

a, I Qr—l byi - 01' '
0<] b,_1b, <- 5,:1~| *g b, (r>2),
anders geschrieben:
[
@) B> e (>2),
y—1

so daf also, wenn nur diese Beziehung und auBierdem die in (3)
enthaltene und auch auf ¢, beziigliche Teilbedingung besteht:

(4a) 0, >0 (»>1),

die in Ungl. (3) enthaltene Beschriinkung o, <5, fiir »>2
auf Grund der Beziehung (4) schon von selbst erfilllt ist und
nur noch die Bedingung:

(4b) b, > 2,

(mit den erforderlichen Einschrinkungen fiir den Fall 'b, = p,)
einer ausdriicklichen Erwihnung bedarf.

Sind nun die Bedingungen (4), (4a,b) erfiillt und zwar
b, > p,, so konvergiert der Kettenbruch [—;ﬂ und es er-
v il
gibt sich aus der Beziehung (1) (mit Beriicksichtigung von:
1 b, :
1D )

® {GAS

abgesehen von jenem Ausnahmefalle, welcher hei gleichzeitigem
Bestehen der beiden Beziehungen (1), (I'') eintritt. Dabeil wiirde
die Beziehung (1) hier zuniichst folgendermaken lauten:

)
bl —eo,’

= Ol PO g (> 9),
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und diese Beziehung besagt offenbar mit Riicksicht auf die
Voraussetzung (4) dasselbe, wie die beiden folgenden zusammen-
genommen :

a, @y [
& b =_"i , > 2).
(6) b, _1b, <0, ( ( 0v1 +o (v 2 2)

Infolge dessen nimmt die Bedingung (I'), wegen: 1—;

0y

== bl —e, _ o "f—, nach Hinzufiigung des im iibrigen ein-
[%2% 04 —1 Ov
fluklosen Faktors Z)l— die Form an:
1
() i,_‘_‘?zf‘.a_'n'_“”‘ .l_+w
7 (0,05 00-1)" 0 '

Sind sodann die Bedingungen (6) und (7) erfiillt, so findet
man nach Gl (1'):

a,]” b a I[a,])” a,
8 [_’}z e -1, also: I[—’} = .
®) bh bil—o, b b 15, — e,
Die unbedingte Konvergenz des Kettenbruches [%}
AN
bleibt wiederum auch noch im Falle 4, = p, (entsprechend
der Annahme ¢, = 1) erhalten, aufier wenn die hesonderen
Bedingungen (6) und (7) bestehen. Alsdann wird auf Grund
der Beziehung (8) zunichst:

[&Jw— ,_'_b2_ ¢
b, e by —0, b
und, wenn man die beiden Bedingungen (6) fiir » = 2 wieder
in die eine unmittelbar vorangehende zusammenzieht:
A by s

- bb, 1B, |

schlieflich : 102 2
a,)”

) [b»']2= — by,

b,
wenn |a, > 0, dagegen von der Form §, wenn q; = 0).

also der Kettenbruch [_a,.] auBerwesentlich divergent (se.
i
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Durch Zusammentassung der in den Beziehungen (4)—(9)
enthaltenen Ergebnisse gewinnt man also das folgende Kon-
vergenzkriterium:

Der Kettenbruch [CZ"Jwist unbedingt konvergent, wenn
rvdl

eine Folge positiver Zahlen o, (» =1, 2, 3,...) exi-

stiert, derart daf:

[ bx >0
C
© l b, a,; + o, fiir » > 2.
0v+l .
Dabel ist, falls la, > 0, stets:
1IEaE I
(c) ‘[b,] |<4b‘~
aufier wenn fitr » > 2 durchweg:
t
[ 0 Ib,, — Ia/ ,
(C> bv——lb < ' O)—I + Q
und zugleich:
e (A, . ..,
(©") Sttt L

T (00 0m) 0
in welchem Falle an die Stelle der Ungleichung (c)
die Gleichungen treten:
a,1® ', @, ;[a,r la, !

i b J— R 1 : _:__‘»: l_A|’~‘
) [bv}l by —o, b e b Jn b, —o,

Die unbedingte Konvergenz des Kettenbruches bleibt
auch noch fir b,/ =p, erhalten, auier wenn die
besonderen Bedingungen (C) und (C") gleichzeitig
bestehen: der Kettenbruch ist dann auferwesentlich
dwergent (bzw. von der Form §, falls a, = 0)?).

''''' la
1 . .
1) Setzt man -'--— = 6,20, s0 kann man dem vorliegenden Kri-
vy = y =]
r—1

terium auch die folgende Form geben:
Existieren zwei Folgen von Zahlen 9,>0, 0,>0 (v =1,
2,3, ...), derart dab:
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3. Das vorstehende Kriterium nimmt besonders einfache
Formen an (von denen die erste das zu Anfang erwithnte Kri-
terium (A), die zweite eine von mir auch schon angegebene
Umformung des letzteren?), die dritte neu ist), wenn fur o, je
eine der folgenden drei Annahmen gemacht wird:

0y = 17 Qv=[ar+l‘, Qv=Viav-;l.‘ (1’:1, 27 31"~)’

wobel im zweiten und dritten Falle infolge der Voraussetzung
0, >0 (> 1) durchweg . >0 fiir »>2 anzunehmen ist.
Mit dieser Zusatzbedingung ergibt sich sodann:

Der Kettenbruch [g"J 1st unbedingt Lonvergent, wenn

bv 1
einsderfolgenden drei Bedingungspaare erfiillt ist:
D) bi>1, bi>la, + 1 |
(1) 'bl >;(L2, ‘bu;_>!“;v+1i+1

fir » > 2,
¥ b, >V, b >Val+ fa,;f;[

und zwar geniigt sein Wert, falls ¢,/ > 0, je einer
der folgenden drei Ungleichungen:

b= 0, b0, 40, )

@, = 0,19,

fiir » = 2,

e
so ist der Kettenbruch [Z—'J (abgesehen von dem im Texte er-
¥ _f1

wihnten Divergenzfall) unbedingt konvergent.

Die Richtigkeit dieses Kriteriums lifit sich iiberdies auch ganz un-
mittelbar durch das Hauptkriterinm von Nr. 1 verifizieren. Man findet
niimlich auf Grund der oben getroffenen Festsetzungen fiir » = 2:

IR e B S
bv——l bv 9y—1 + 01/——1) (Qv + Uv)

0

R SR o, + o,
0
1 ir v = 1: i =___~1' << 1 is-
wo jetzt fir » = 1: 0 =49, P - 1. Vgl. anch v. Pidoll, Dis

sertation, S. 13,
1) 5. [4], S. 366.
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[a,]” la, |
! [of < lal
() lwbtl}<,bll—1
a, )| fa,l
) 3 [RPEC .
( (Lol T 10| — [ ay|
f[a, " [a, |
0 AT
Lo, v by V'“a]

auler wenn fiir » > 2 durchweg:

5 a?'b <0, |b|=la, 4+ 1 und zugleich:
(D’) y—1Uyp «
gr lagay . .. a,| = + @
Ay

(B Db <0, |b|={as41/ + 1 und zugleich:
?" lagay. .. a7 =4 o

a,

b < 0, b)=Va,| + V]a, 1| und zugleich:
v—1Uy

@ 1
2 — = + o,
2 Via|

in welchen Fillen an die Stelle der Ungleichun-
gen (d), (e), (f) die folgenden Gleichungen treten:

)

N (@) b —1 q e la, |
(@) {bu_ P el ‘[?)7_1‘ BT
; aﬂm___ /J[ﬁ‘ ay ﬁ'[a"w 1%l
) {_b,. v b — e, b 7 |l by — |,
@)rﬁ;,wwuﬂ& [@ﬂs,_@L_
b, 11 .bxi—V%! b 7 (Lbr ibl'——Viag

Die unbedingte Konvergenz des Kettenbruches bleibt
auch erhalten, falls in den auf |b,| beziiglichen
Bedingungen (D), (E), (F) das Gleichheitszcichen steht,
auBer wenn die besonderen Beziehungen (D), (E'),
(F) bestehen: der Kettenbruch ist alsdann aufer-
wesentlich divergent (bzw. von der Form §, falls a;, = 0),
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Ziusatz. Besteht die auf |b,| beziigliche Bedingung in
(D), (B), (F) auch noch fiir » = 1, so reduzieren sich die
Ungleichungen (d), (e), (f) auf die einfacheren:

a [y l<n e [l<a. e [5 <va

und gehen in die entsprechenden Gleichungen iiber, wenn
die Spezialbedingungen (D), (E), (F) — und zwar die in der
zweiten Kolonne stehenden auch noch fiir v =1 — erfillt sind.

4. Ich mochte diese Gelegenheit beniitzen, um ein Ver-
sehen zu berichtigen, welches sich in einer im vorigen Jahr-
gange dieser Berichte von mir verdffentlichten Mitteilung findet.
Ich habe daselbst!) bemerkt, daf das in § 2 jener Mitteilung
von mir bewiesene, von Herrn van Vleck als Theorem 3 be-
zeichnete Konvergenzkriterium in dem Perronschen Lehrbuche
nicht erwithnt werde. Das beruht aber, worauf mich Herr
Perron aufmerksam gemacht hat, in sofern auf einem Irrtum,
als in seinem Buche ein allgemeineres Kriterium angefithrt
wird (8. 268, Theorem 34), in welchem das in Frage stehende
als spezieller Fall enthalten ist?). Und zwar geht jenes
allgemeinere Kriterium aus dem gewdhnlich als van Vleck-
sches oder van Vleck-Jensensches bezeichneten durch eine
einfache Aquivalenz-Transformation hervor, so daf unter Vor-
aussetzung dieses letzteren Kriteriums der ganze von mir a. a. O.
gegebene Beweis entbehrlich wird. Die fragliche Aquivalenz-
Transformation gestaltet sich im iibrigen besonders einfach,
wenn man sich auf den Beweis des von mir behandelten Sonder-
falles beschrinken will. Zunichst li6t sich das als Grund-
lage dienende van Vlecksche Kriterium in folgender Weise
aussprechen:

1) s. [6], S. 222, Fufin. 2.

2) Der betreffende Satz findet sich iibrigens auch am Schlusse der
in der obigen FuBnote zitierten Jensenschen Arbeit mit dem Unter-
schiede, daB dort anstatt der lediglich notwendigen Existenz eines von
Null verschiedenen by, ., diejenige zweier konsekutiver b, == 0,
b, 1., 7 0 vorausgesetzt wird,
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Sind die fiir die Konvergenz des Kettenbruches

@D

[1)] {a,—}—ﬂ }notwendigenBedingungenniimlich:

1

(b2, 41 >0 fiir mindestens ein »,
1 &,
(1 1%,‘[;),(:—{—00

erfiillt, so konvergiert der Kettenbruch, wenn die
von Null verschiedenen a, gleichbezeichnet sind
und fiir die f, eine Beziehung von der Form besteht:
@) IpI<yla,|, wo y eine beliebige positive Zahl.
Angenommen nun, es trete jetzt an die Stelle der letzten
Ungleichung die Bedingung, dab die Zahlen (—1)7-f, (soweit
sie. von Null verschieden) gleichbezeichnet sein sollen.
Dabei kann man, ohne die Allgemeinheit des Resultates zu
beschriinken, auf Grund einer bel Gelegenheit des oben er-
withnten Beweises gemachten Bemerkung (a. a. 0. S. 247) an-
nehmen, daff diese (— 1)*- 8, dasselbe Vorzeichen haben, wie
die a,. Man findet nun durch Aquivalenz-Transformation:

[7‘ —71—— ]n_ﬂ 1 .[> 1 ]n
@+ pil e lar+ prily

wenn gesetzt wird:

o1t =1, a4+ pri=c.(a, +p,3) (r=1,2,8,...).

Der ersten dieser Bedingung wird aber geniigt, wenn

man setzt: 6= V11 + (—1y=1i),
worauf sich ergibt:

a, =V 4 (—18), f=Vi@ 4 1)y+a)
und, wegen der gleichen Vorzeichen von a, und (— 1) f,:

o =V (al+ 8D, =Viila — 4l

also: f < a,]

d. h. die Teilnenner des transformierten Bruches geniigen der
Bedingung (2). Da iiberdies:
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|+ i) = |a + foi] = 1B,
so erfiillt der transformierte Bruch auch die Bedingungen (1),
ist somit fitr »—+ o0 konvergent, und das gleiche gilt also
schliefilich fiir den urspiinglich gegebenen.

Da tibrigens bei diesem Beweise die Bedingung (2) schon
fiir y = 1 erfallt ist, so erkennt man unmittelbar, dafi dabei
die Tragweite des zu Grunde liegenden Kriteriums bei weitem
nicht ausgeniitzt wird und daB daher das gewonnene Resultat
einer merklichen Erweiterung fihig sein muf: diese Erweite-
rung besteht dann eben in dem oben erwiihnten Jensen-
Perronschen Satze.

§ 2. Uber ,nahezu“ eingliedrig periodische und eingliedrig
limitdr-periodische Kettenbriiche.

1. Bedeutet a eine beliebige Zahl mit Ausschlub der reellen
negativen, fiir welche {a| > 1, so hat die quadratische Gleichung:

(1) Py —a=0
zwei Wurzeln verschiedenen absoluten Betrages. Wird so-

dann die absolut genommen kleinere dieser Wurzeln mit 2

bezeichnet, so konvergiert bekanntlich der eingliedrig perio-

dische Kettenbruch al -+ ‘ti + - - gegen den Wert — 2'1).

{
Dieses Resultat lLifit sich nach einer besonderen, von der

iiblichen abweichenden Methode herleiten?®), welche fiir den hier
zu behandelnden allgemeineren Fall als Vorbild dienen kann?).
Bezeichnet man mit # die andere, also die absolut genommen
groiere Wurzel der quadratischen Gleichung (1), so dak also:

(2) d4 =1, zz=—a, |2<z2|,

so hat man zuniichst identisch:

1) Uber die auch noch im Falle @ = — } eintretende Konvergenz
s. die FuBinoten auf Seite 78, 79.

2) Vgl. M. v. Pidoll, Dissert. S. 41.

8) Eine andere, gleichfalls auf der Substitution (2) beruhende Be-
handlung dieses Vorbildes s. [5], S. 36.
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(tl al oz ez 22
+ + +l1 e P Sk el Pty Rk
und wenn noch gesetst wird:
Zl
) =g, also: [g|<1,

Z

so ergibt sich mit Hilfe einer einfachen Aquivalenz-Transfor-
mation:
al | |
4 ‘ + . 7 Ql _______ q =l . .
) 1+1+ +|1 Z(|1+1 1+¢ [1+q
Nun ist aber nach einer bekannten Kulerschen Formel,

betreffend die Umformung einer Summe in einen ifiquivalenten
Kettenbruch:

I

. 1] ¢ 2| g |
1 Ny Q= — — 2L 2l nl
TG E T T T 14 1+ g
und daher durch Ubergang zum reciproken Werte:
1_‘q,1;_____q2l ..... —_ qﬁmz 1,
1—g 144 1+ 14
wenn: SnEZP"(I, Qoo g F—1,
also schliefilich:
O B ow s
11+QI. 1+q9 l—f‘(lu 1""3;;

Daraus folgt aber, daf der vorliegende Kettenbruch fiir
n~ w In einen konvergenten iibergeht, wenn s, fiir n—~ oo
gegen einen von — 1 verschiedenen Wert s konvergiert
und daB in diesem Falle:

N = S , B
() [1+g1' 1+qy+’:’ 1+9 (WO S'—L {ZIQ2 # 1)5
wihrend im Falle: lim s, = — 1 auBerwesentliche Diver-

genz des Kettenbruches eintritt?).
1) Der Kettenbruch ist auch konvergent, wenn die Reihe ,nachUn-

endlich® (im komplexen Sinne) divergiert, d. h. wenn: lim!s,{= 4w,
H—+
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Die Anwendung dieses Hrgebnisses aut Gl. (4), wobei jetzt,

wegen g <1, s= iw g = 1 E—q wird, liefert sofort die ge-
wiinschte Beziehung:
al | a a o L
11+!1+"+‘1+'- ZQ7d'h"“ ‘Zl)‘

2. Ein beliebiger Kettenbruch von der Form [gﬂ , WO
1

a, 0, liBt sich zuniichst rein formal stets auf die Formel (5)
bringen (abgesehen von dem ersten Teilzihler d. h. schliefilich
einem dem Kettenbruche hinzuzufiigenden Faktor). Setzt man
nimlich fir » > 1:

[

' - ‘ Zy
(7) zv+zv= 17 Zy Byl = '—ar-{-ly :Z = Q1'7
so findet man zunichst:
[“z]"_ % [_fi LAY __T—l
1 & leg+a’ Zv41t &g
und hieraus durch Aquivalenz-Transformation:
®) PJ; o [Jx__, . flrﬂ,]"“‘
1 i 21 1+q1 1+q;'+1 1

Damit diese Beziehung einen Sinn hat, ist nur erforder-
lich, daB fir » =1, 2, ... n die #, durch die Bedingungen (7)
als bestimmte, insbesondere auch von Null verschiedene
Zahlen definiert sind (was dann ohne weiteres auch fiir die

%, und g, gilt). Und man findet dann schliefilich auf Grund
der Beziehungen (5) und (6):

insbesondere also, wenn die Reihe ,eigentlich” divergiert. Man findet
in diesem Falle aus Gl. (5):

[ i __q:i;] 1
A4q 144g, 4
Gy
Yistg=1,d h.z=2 =}, a=—1, so wird: 27¢" =+
1
und der Kettenbruch konvergiert also gegen den Wert — i. Der Um-
stand, daf hier die Konvergenz des Kettenbruches vermoge der Diver-

genz von 25 q" zu Stande kommt, stempelt diesen Fall zum Sonderfall,
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al"_ay S _
(9) [11‘1_ Zi 1+S (S:#: 1)’

d. h. der betreffende unendliche Kettenbruch ist konvergent,
wenn die fragliche Bestimmbarkeit der 2, sich auf jedes noch

w
so grofie » erstreckt und die Reihe )1} 0,49, - .- ¢ gegen einen
von — 1 verschiedenen Wert s konvergiert, wiihrend im
Falle s = -— 1 der Kettenbruch wieder als aufierwesentlich

divergent erkannt wird.

3. Im AnSchlusse an dieses Ergebnis beweisen wir jetzt
den folgenden Satz iiber die Konvergenz eines ,nahezu“ ein-
gliedrig-periodischen Kettenbruches:

Ist @ eine von Null verschiedene!) Zahl mit Aus-
schluff der reellen negativen, fiir welche [a|>1,

haben 2z, ¢, ¢ die in GL (2) und (3) angegebene Be-

deutung und setzt man:
(10) Vg =49 (also: 0 <& < 1);

genligt sodann die unbegrenzte Folge der Zahlen a,
(r=1,2,3,...) der Bedingung:

(A) 1— 9’”;—1 <(1—8)  (also: la,|>0 fiir »>2),

so Lkonvergiert der Kettenbruch [ql”—] mit Ausnahme
1

eines besonderen Falles, in welchem auferwesent-
liche Divergenz eintritt (bzw. die Form ¢ zum Vor-
schein kommt, falls a, = 0 sein sollte).

Der Kettenbruch konvergiert ausnahmslos und zwar
unbedingt, wenndiea,derengerenBedingunggeniigen:

1) Die AusschlieBung der Annahme ¢ = 0O erscheint durch die For-
mulierung der Voraussetzungen (A) und (B) von vornherein geboten.
Im iibrigen bemerke man, daB nach einem bekannten Konvergenzkrite-

1%
rium (s. [4], S. 871, (II)} der Kettenbruch [%1} ja ohnehin unbedingt
1

konvergiert, falls durchweg [a,| < 1, so dafi also fiir diese Umgebung

der Stelle @ = 0 von vornherein ein einfacherer und wirksamerer Satz
besteht, als der in Frage stehende fiir ¢ == 0.
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THIQ—a -9 ¢ =123..),

[
B) |[1—
wo o die (allemal vorhandene)!) zwischen 0 und 1
gelegene Wurzel der quadratischen Gleichung:
11 o
(1n =
bedeutet.

Beweis. Um die beiden Bedingungsformen (A) und (B)

ot +o0—1=0

so weit als moglich gleichzeitig zu behandeln, wollen wir zu-
niichst von der (beide Formen umfassenden) Voraussetzung
ausgehen:

(A, B) ‘1—%j‘<ga—0ﬁ wo: 0 < o<1,

Wird sodann nach der Vorschrift von Gl (7) gesetzt:

ot
2y

sta=1 sz =—a4, ~=¢ @E=123..),

&y

so folgt zuniichst, wenn man in der ersten dieser Gleichungen
v durch » + 1 ersetzt und sodann den Wert 2,41 =1 — 2,4
in die zweite einfiihrt:

und

(12)

2'1(1 '—zr—{—l) Sy ar-l—h

man gewinnt daher die Rekursionsformel:

1
gl = s (2'» -+ a4 1),
,.

1) Setzt man zur Abkiirzung:

1+
1-—92 " '

so gebt die quadratische Gleichung (11) nach Multiplikation mit » in
die folgende iiber: 6ld-ro—r =0,

besitzt also die beiden Wurzeln:

—rd }‘3’2‘4——_4; ),

deren eine wegen:

r<& Vit4dr| <r-42

wesentlich positiv und zugleich <1 ist.

Sitzungsh, d. math.-phys. K1. Jahrg, 1918, 6
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“vermdge deren nach willkiirlicher Annahme von ¢, die ge-
samte Folge der z, fiir » > 2 eindeutig bestimmt ist, sofern es
nur gelingt, jenen Anfangswert 2, so auszuwiihlen, daB nie-
mals ein 2, = 0 zum Vorschein kommen kann. Um dieses
Ziel zu erreichen, bilden wir aus GlL (12):

1
&G4 = e (.5',,(.3 - 1) _ar-l-l)’

anders geschrieben, mit Beriicksichtigung von: 2 —1 = — 2’
und: 22’4+ a =0 (so da es also freisteht, innerhalb der
duBeren Klammer den Summanden ¢¢' -+ a hinzuzufiigen):

1
g—apr=_ (e —a)+@—ai)

Hieraus durch Division mit #:

Zug1 e [z 2, « @y g
ol ey o i Pkl
G (R (B

2! a 22
und, wegen: S= = =1
a1 F 2y a, 11
1_ +—= q —<(1_ ﬁ)——<1 ; ))’
z 2, z «
also schliellich : .

1

| o] Ll sl i
-1 & 1 <y v41
g [1—=7 ‘<02-lz]'(-(11—2 + 1~—a—>.

Beziiglich des Anfangswertes 2, treffen wir nun die Fest-
setzung:

(14) 1*12 =00(1—®) d h oz =(1—0d1- 9z
und zeigen, dafBi dann fiir jedes » > 2 die Beziehung gilt:
(15) ;1—2—3<90(1—0).

Denn, angenommen, es sei fiir irgend ein »>1:

(152) 1— z <od(1— 1),
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so folgt zuniichst:

={1~(1---Z—’)

>1—pd(1—1)
>1— (1 —9 =+ (mit Ausschlug der Gleich-
heit selbst fir p = 1)

|
| &y

und daher:
Lz 1
(16)

2, < ¥ »21).

Mit Beriicksichtigung der Annahme (15a) und der Vor-
aussetzung (A, B) ergibt sich also aus Ungl. (13):

‘ 25 , 1
(18b) | 1—=F0 <o (ed (=) + o1 —9)%) = I (1— )
und, da aus der Festsetzung (14) folgt, daf:

11— =00 (1— ),
mithin die Annahme (15a) fir » = 1 erfiillt ist, so gilt in der
Tat die behauptete Ungleichung (15) fiir jedes » > 2.

Daraus folgt zuniichst, dal alle 2, von Null verschie-
den ausfallen.

Des weiteren lifit sich zeigen, dal die g, einen gewissen
echten Brach niemals iibersteigen. Man hat nimlich auf Grund
der Definitionsgleichungen (3) und (2):

‘ g oz l—z 1—2z |1 1!
= =0 = —_— ==

g z z z | | 2 z |
z 25 < Zy | Pz &

und sodann:

i

2 »
~ <

= "5 =14ql<i+]gq,

[CRI
.+_

|
also mit Beniitzung von Ungl. (15), (16) fiir » >1:
fle —a | <A+ ¢)-o(1—)

17
(4 | (-} 9%) (1 — ) (selbst fiir den Fall o = 1).
6*



34 A. Pringsheim

Ferner ist:

g =lg—@—¢)<|g +|g—20]
und daher schlieflich:

(18) g l<P+A+)A—9)=1—9(1—032<]1.

Daraus ergibt sich aber, dat die Reihe 2j¢,¢q,...4q.
konvergent ist und zwar auch im Falle p =1, d. h. wenn
lediglich die Voraussetzung (A) besteht.

Wird dann wieder gesetzt:
)l“,vq,cb ce gy == 8,

so ist also nach dem in Nr. 2 gesagten der Kettenbruch [(II’}
1

konvergent, ausgenommen den einzigen Fall s = —1, in
welchem er aufierwesentlich divergiert (bzw. die Form ¢
annimmt, falls ¢, = 0 ist).

Es bleibt noch zu zeigen, daB das Eintreten dieses Diver-

genzfalles — iibrigens auch fir jeden der Kettenbriiche:
el

a, . .

[—1:\ fiir » >1 — ausgeschlossen erscheint, falls die engere
n+41

Bedingung (B) erfiillt ist, dak also unter dieser Voraussetzung
stets |14 s von Null verschieden ausfillt.

Man hat nun:

1 q \
—_ = _
1] [1—gq (S > .‘ 2
und daher:

(19) 1-5/>0, wenn: s 7 < 1

S l—gl 14
Um das letztere nachzuweisen, hat man zuniichst:
(20) [s— 1'_%—g;=‘1)l]z(qlq2...qz——q”)l<zl]y. Gy G = q°

und sodann:

G = —(q-—q))...(g — (g — @) —q*,
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also (da das Glied g* bei Ausfithrung der Multiplikation sich
weghebt:
el ag. .- <(d+ 1—aD... (g +le—aD—lg~

Aus der ersten der Ungleichungen (17) findet man, wegen
q| =9 < 9

lg—¢ <ol +NHA =N =0—]g) @¢>1)

und daher im Anschlusse an die Voraussetzung (B) firp=1-—-¢

(wo: 0 <o < 1)
1q] + g— ¢ <lg+(1—0) 1— g)=1—a(l— q).
Hiernach ergibt sich aus Ungl. (21):

0,0 e— (1 —o(1— gy —lgl
<x(l—o(l—|gh="-(1—0)(1—q),

so daB die Ungleichung (20) durch die folgende ersetzt wer-
den kann:

@) s— ! <=0 (—lg)Srra—ol— gy

Nun ist aber:

Yrx(l—o(— gyt = ( ! )
1

o(1—lg))
und daher:
o4 o 1m0 10149 1
I—ql “a?(1—q o2 1—9 1+ ¢l
<1
1+1gl
wenn:
l—0o 14842 1—92 -
‘02 "i___ﬁ—l, d. h. m?'o +0"_“].-—'O,

itbereinstimmend mit Voraussetzung (11).

Somit ist auf Grund von Ungl. (19) der Kettenbruch ( %’]

>2]

. 1
sicher konvergent, wenn die Voraussetzung (B) erfiillt ist. Und
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da deren Wirksamkeit bei Weglassung beliebig vieler Anfangs-
glieder keine Einbufie erleidet, so konvergiert er unbedingt.

4, Ist lim a, = ¢ <=0, so wird [1— %;—'» fiir hinling-

lich grofe » beliebig klein, etwa fiir » > m klein genug,
daf die Bedingung (B) des vorigen Satzes filr » > m erfillt

ist, also der Kettenbruch [al,] unbedingt konvergiert und

{%]Vhi}chstens aufierwesentlich divergiert,
1

falls durchweg a, >0. Da dieses Ergebnis auch im Falle

a = 0 bestehen bleibt (vgl. S. 80, Fufn. 1), so ergibt sich fiir

jeden solchen limitir-periodischen* Kettenbruch der Satz:
Ist la,/ >0 (fiir »=1,2,3,...), lima, =a, wo a

= @D

jede beliebige Zahl sein kann, mit Ausschlufi der
reellen negativen, die numerisch > 1, so ist der
. a,
Kettenbruch T
gent und zum mindesten nach Weglassung einer
o D g

passenden Anzahl von Anfangsgliedern unhedingt
konvergent.

demgemiifs [

Y

] hiéchstens aullerwesentlich diver-
1

Da ferner fiir einen Kettenbruch von der allgemeineren

Form l%’—] im Falle b,| >0 die Aquivalenzbeziehung besteht:
¥ il

a1 Ta1” . L , a,
A = : o 1 c 2> ) =
(23) [b,,]l [1]1’ Wwo: @y b, und fiir » > 2: a bl

so folgt, daB ein solcher Kettenbruch schon den Charakter
eines limitdr-periodischen Kettenbruches besitzt, falls:

. a, ,
(24:) 111:1:: Z’V—lbi’ =
wo @' nur den zuvor der Zahl @ auferlegten Beschrinkungen

zu geniigen hat, damit der Kettenbruch [i’—'] zum mindesten
: Ue 1

von einer bestimmten Stelle ab unbedingt konvergiert.
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Hierzu wire offenbar hinreichend, dafi der betreffende Ketten-
bruch in dem iiblichen Sinne limitér-periodisch, daf also
etwa:

(25) lima, =a, limb, =00,

7t 0 V=0

h

(WO Be nicht gleichzeitig reell negativ und numerisch > })

Andererseits verlangt aber die Bedingung (24) offenbar er-
heblich weniger. Bezeichnet man z. B. mit (w,), (s,) zwei
Folgen positiver Zahlen, die den Bedingungen geniigen:

. . . . &y

lim w, = + o0, lime =0, lim = lim —— =1,

»— © Y= 0 yha Dy ye+ o Ep—1
mit (a,), (b,) wieder die durch die Bedingungen (25) charak-
terisierten Zahlenfolgen, so haben auf Grund der Aquivalenz-

. . . , . wlal” [eta,]”
beziehung (23) auch die beiden Kettenbriiche: | |, |-

[ bz' 1 &y br 1

limitir-periodischen Charakter, obschon die Teilziihler und
-nenner des ersten den Grenzwert oo besitzen, diejenigen des
zweiten (insbesondere also dessen Teilnenner entgegen der
zweiten Bedingung (25)) gegen 0 konvergieren.

Hat man ferner zwar: lim a, = a, dagegen: lim by, _1

3= o )

1 : 0" . a, a
= 0'==0, !llxl»nmbg# =0"+0, so folgt: ylln-l b= v

w0

daf also auch in diesem Falle der Kettenbruch [Z"J den
» ]l
Charakter eines limitir-periodischen besitzt, obschon die

bap—1, by, verschiedenen Grenzwerten zustreben.

S0

5. Der Wert @ = — 1 gehérte bei dem Satze iiber die
©
Konvergenz des limitiir-periodischen Kettenbruches ﬁ’] (wo:
1
lim @, = a) schon zu den ausdriicklich ausgeschlossenen. Aber
y—
gleichwie die Annahme @ = — 1 fiir den schlechthin perio-

|
dischen Kettenbruch 7“1»’-]- al -+ . - - einen besonderen Fall

!
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von Kouvergenz liefert (vgl. S. 79 Fufin. 2), so kann auch

@0
der limitdr-periodische Kettenbruch [1’} zum mindesten von
1N
einer gewissen Stelle ab noch (unbedingt) konvergieren,
auch wenn: lim a, = — 1. Ks liegt zuniichst die Vermutung

nalie, dab dies insbesondere der Fall sein diirfte, wenn von
einer gewissen Stelle ab durchweg: |a,|<1}. Und die Rich-
tigkeit dieser Vermutung wird in der Tat durch Anwendung
eines bekannten (in Fufin. 1, S. 80 erwiihnten) Konvergenz-
Kriteriums bestitigh. Danach ist der Kettenbruch I:Ell'i] bei
1
la,| <1 (fir »>2) stets unbedingt konvergent?).
Einigermafien iberraschend erscheint es dagegen, daB bei
im @, = — % auch dann noch Konvergenz stattfinden kann,

¥+

wenn fiir jedes einzelne »: 'a, > 1. Dies folgt aber aus einem
anderen, der gleichen Quelle, wie das eben angefiihrte, ent-
stammenden Konvergenz-Kriterium?), auf Grund dessen der
Kettenbruch:

|

»? ”
]
14 1 1
der auch durch den iiquival 2l
(der auch durch den dquivalenten [—— 2-7,_*_1]1 ersetzt werden
kann) noch unbedingt konvergiert, obschon ja jeder Teil-
ziithler numerisch oberhalb 1 liegt und lim @, = — 1 ist.

Es hat keine Schwierigkeit, sich direkt davon zu iiber-
zeugen, daf hier der in den Fubnoten S.78, 79 erwiihnte
Sonderfall vorliegt, bei dem die Konvergenz auf der (,eigent-
lichen) Divergenz der dort mit Xq,¢, ... ¢ bezeichneten
Reihe beruht. Wegen @ = — 1 hat niimlich die quadratische
Gleichung (1) die Doppelwurzel 1, so daf also (s. Gl. (3)):

1) AuBerwesentliche Divergenz wiirde nur eintreten, wenn: @, = — }
und fiir » 2 3 durchweg: ¢, = — |.

%) s, (4], 8. 372, IIL
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;== z‘l = 1 q — ]_
und sodann (s. GL (7)):
(+1p  _v+1 r 41

~ ! 5! = - — - n.
ata=1 &g 4r+172—1 2041 2043 21)
Wird jetzt 2, so fixiert, daf:
v+ 1 \
2, = (2’,_*_ 1)’,=1 d. h. 2, =i,
so folgt allgemein fiir » > 1:
y 41 , __v—i—l ) _Z_"'___l_
Pl St T gy T T T

und daher auf Grund der Beziehungen (8) und (5):

vz n
_21:_3;2;I Sn - n "o 1
R e TYswar o s

1 v

mithin schlieflich:

Nachtrag zu dem Aufsatze:

Uber die Aquivalenz der sogenannten Holderschen und
Cesaroschen Grenzwerte ete.

(Jahrgang 1916, S. 209.)

Bekanntlich beruht die wesentliche Bedeutung der zu einer
Reihe 25 a, gehdrigen Holderschen bzw. Cesiaroschen Grenz-
werte auf deren Zusammenhang mit der Potenzreihe a2,
also, mit Beibehaltung der a. a. O. eingefiihrten Bezeichnungen,
auf Beziehungen von der Form:

(1a) hm\ » @, 2" == lim M, (s,) bzw. (1b) hm L a, 2 = lim 8.

o1 n—w n—+®
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Nun ist durch den Nachweis der Aquivalenz jener beiden
Grenzwertformen nicht nur der ziemlich umstiindliche Holder-
sche Beweis!) der Relation (1a) vollig entbehrlich geworden,
da deren Giiltigkeit nunmehr ohne weiteres aus der verhiltnis-
miibig leicht zu beweisenden Relation (1b)?) folgt, sondern es
haben die S vermdge ihres einfacheren Bildungsgesetzes die
M (ss) nahezu vollstiindig verdringt. Bei dieser Sachlage
scheint es vielleicht nicht ganz iiberfliissig, darauf hinzuweisen,
daB vermige des zwar den M, (s,), nicht aber den 8% zukom-
menden rein iterativen (und zugleich distributiven) Charak-
ters, nachdem nun einmal die Aquivalenz der beiden Grenzwert-
formen erwiesen ist, gewisse Zusammenhiinge sich ganz un-
mittelbar {ibersehen lassen, deren Feststellung bei ausschliefi-
licher Verwendung der Sy eine verhiltnismiifiig umstiindliche
Rechnung oder die Verwendung sonstiger besonderer Hilfsmittel
erfordert. Zur niheren Begriindung dieser Bemerkung diene
folgendes. Aus der Identitiit:

H

= Y5, + Yrva,
0 0
folgt durch Division mit (= -+ 1):

n+1)s, = i}' (n+1—nra, + i‘,vra,,
0 0

(2o) Sp = M, (sn) + M, (na,)
und hieraus durch x-malige Mittelwertbildung:
(2) M., (82) = Mg (50) + DMper (R )

fiir 2 =1,2,3, ..., tbrigens fir »x = 0 mit Gl. (2,) zusammen-
fallend, wenn man, wie bisher, 2t (s,) die Bedeutung von s, bei-
legt. Besteht nun fiir irgend ein % > 0 eine Beziehung von der

1) Math. Ann. 20 (1882), S. b35.
2) Wenn man noch die bekannte Transformation zu Hilfe nimmt:

o w0
Yra, e = (1 —ay Ty
0 0

im wesentlichen zuerst bewlesen von Appell: Paris C. R. 87 (1878).
p. 690. Vgl. anch dieser Berichte Bd. 31 {1901), p. 522.
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Form lim M. 11 (sa) = s, so ergibt sich aus Gl (2) unmittelbar
n—+w

der folgende Satz:
(A) Weitman, da 3ja, zum mindesten von der Ord-
nung » + 1 reduzibel ist, so bildet die Beziehung:
3) lim M, 31 (ma,) = 0

n— 0

die notwendige und hinrcichende Bedingung dafiiy, daf
> a, schon von der Ordnung » reduzibel ist. Dies
gilt auch fiir » = 0, sofern man unter Reduzibilitit
von der Ordnung 0 die Konvergenz von 2 a, versteht.

Auf Grand dieses Satzes kann man aus der Voraussetzung

lim SJ}Z_;,.] Sn) = § die Konvergenz von La,. dann und nur
=]
n— w

dann erschliefen, wenn:

Lim M, 1 (nay) = Iim M, (na,) = - - - = lim WM, (na,) = 0.

- o n— o H—x

Da aber andererseits schon aus: lim M, (na,) = 0 fiir jedes

N+ w

42> 1 folgt: Hm M, (na,) == 0, so findet man:

(B) Weift man, daf die Reihe 2Ja, von irgend einer
(beliebig hohen) Ordnung reduzibel ist, so besteht
die notwendige und hinreichende Bedingung fiir
thre Konvergenz in der Beziehung:

4) lim M, (na,) = 0.

n—— o

Auf Grund des Cauchyschen Grenzwertsatzes ist aber diese
letztere Beziehung sicher erfiillt, wenn: lim na, = 0, und so-
mit folgt weiter: e

(C) Fiir die Konvergenz einer bereits als reduzibel
erkannten Reihe X a, ist hinreichend, daf:

(5) m»na, = 0.

n—=L

Anders ausgesprochen:

Eine divergente Reihe Y. mit verschwindendem

lim #a, kann niemals reduzibel sein.
ot



A. Pringsheim, Nachtrag.

In dieser letzten Form wurde der Satz zuerst von Herrn
G. . Hardy?') ausgesprochen. Die Kiirze des von ihm ge-
gebenen Beweises ist jedoch in sofern nur eine scheinbare, als
derselbe nicht unerhebliche funktionentheoretische Ergeb-
nisse zu Hilfe nimmt (ndmlich die Relation (1 b) und einen be-
kannten Tauberschen Satz iiber die Konvergenz von XJa, 2"
fiir # = 1), wihrend hier zunichst der Satz (B) ganz un-
mittelbar aus der rein formalen Identitiit (2) hervorgeht und
fiir die Herleitung von (C) dann nur noch der Cauchysche
Grenzwertsatz erforderlich ist.

Auch die Sitze (A) und (B) finden sich bei Hardy?) mit
dem Unterschiede, daf es sich dort immer um Reduzibilitit im
Cesaroschen Sinne handelt und dafi demgemiif bei dem Analo-
gon zu Satz (B) an die Stelle des Holderschen Grenzwertes
Iim M, (na,) der entsprechende zur Reihe 2)va, gehorige

fh— o

Cesarosche Grenzwert tritt. Der Beweis gestaltet sich infolge-
dessen merklich umstindlicher, wiihrend man andererseits mit
Hilfe der Aquivalenz der betreffenden Grenzwerte aus dem hier
gegebenen Satze (B) dessen Hardysche Form unmittelbar her-
leiten konnte. Herr Hardy beniitzt iibrigens diese letztge-
nannten Sitze zum Beweise einer interessanten Verallgemeine-
rung des Satzes (C), welche aussagt, daf die Bedingung (5)
durch die folgende, wesentlich weiteren Spielraum gewihrende:
(5 a) lim na.| < + o

ersetzt werden kann. Und fiir diesen Beweis sind dann, wie

ausdriicklich zugegeben werden soll, die Holderschen Mittel-
bildungen wohl kaum verwendbar.

1y Proc. London Math. Soc. (2), 8 (1910), p. 302.
2) A a. 0. p. 304,



