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Verschirfung einer notwendigen Bedingung
fiir die Existenz einer ungeraden vollkommenen Zahl.

Von Rudolf Steuerwald (Miinchen).

Vorgelegt von Herrn Perron in der Sitzung vom 8. Mai 1937

Unter einer vollkommenen Zahl versteht man eine natiirliche
Zahl,! die gleich der Summe ihrer echten Teiler ist.

Gerade derartige Zahlen sind bekanntlich alle und nur die
Zahlen der Form 2P~ (2P—1), bei denen der zweite Faktor eine
Primzahl ist.? ‘

Ob es ungerade vollkommene Zahlen gibt, weil man bis
heute nicht; man kennt aber verschiedene Bedingungen, welche
eine solche Zahl z, falls sie existieren sollte, erfiillen miif3te. Hier
werden nur die folgenden benétigt:

Sei, als Produkt verschiedener Primzahlpotenzen dargestellt,

(1) z=p" ﬁ% bi
i=1

Nach Sylvester® mull » = 4 sein.
Die Primzahl p ist dadurch ausgezeichnet, daB in der Gleichung

(2) Ml_—l-l—[q'q _'1—'~2P —l—qz ,

i=1 i=1

welche 2z als vollkommene Zahl kennzeichnet, ein Faktor der
linken Seite, und zwar, wie wir annchmen wollen, der erste, = 2
(mod. 4) sein mul, wihrend alle {ibrigen ungerade sein miissen.
Das liefert die weiteren notwendigen Bedingungen:*

(3) p=a=1 (mod 4); b;=o0 (mod 2)

Zi—NRO RN

1 Alle in dieser Arbeit vorkommenden Buchstaben bedeuten natiirliche
Zahlen.

2 Dazu ist notwendig, aber nicht hinreichend, daBl 2 Primzahl ist.

3 C.R. 100, 1888, S. 522—26; eine angreifbare Stelle des Beweises (S. 524,
Zeile 5 und 6 von oben) lift sich unschwer verschirfen.

1 Vgl z, B. Sylvester a.a. O., S.404; oder Dickson: History of the
Theory of Numbers, Vol. I, S. 19.
Minchen Ak, 8b. 1037, 11 7
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Damit wire vereinbar, daf} alle 4, = 2 wiren.

Hier soll aber gezeigt werden:

Wenigstens einer der Exponenten b, mufl > 4 sein.

Dem Beweis werde vorausgeschickt der u. a. auch von Syl-
vester stindig bentitzte

Hilfssatz: Unter den ¢; missen sich alle Primfaktoren von

]:{2: ! befinden.
) a1 at+1

b Bekalin Bt e ga T DR R A
p—1 p—1 p+1 2

Zufolge (3) sind alle Faktoren der rechten Seite von (4) ganz-
zahlig. Daraus folgt mittels (2) die Behauptung.

Von jetzt ab nehmen wir an, es scien alle 4; = 2, und zeigen,
daf} diesec Annahme auf cinen Widerspruch fithrt, indem wir der
Reihe nach beweisen:

I. Unter den Primzahlen ¢; kann sich 3 nicht befinden.
II. Jedesder Trinome ¢7 -+ ¢; + 1 mub eine Potenz von p sein.

1II. Mindestens eines dieser Trinome kann nicht durch p teil-

bar sein.

I. Wire ¢; = 3, so miiBte die linke, also auch die rechte Seite
von (2) durch 3% + 3 4 1 = 13 teilbar sein. Daraus folgt ent-
weder p = 13 oder ¢, == 13.

Erstere Annahme ftthrt nach dem Hilfssatz auf g, = 7. Dann
mul die linke Seite von (2) durch 72 4~ 7 4+ 1 = 3-19, also die
rechte durch ¢; = 19 teilbar sein usw.

Analog fithrt die Annahme ¢, = 13 auf ¢5 + ¢, + 1 = 3+61;
also: entweder p = 61 oder ¢, = 61 usw.

Setzt man dieses Verfahren fiir alle moglichen Fille fort, so
ergibt sich, daf} z eine der folgenden Primzahlverbindungen ent-
halten mBte:

V4 71 72 73 94 75
13 3 7 19 127 i
61 3 ' 13 . 31 331 *
97 3 13 61 7 *
i 3 13 61 97 *
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: 4
In jedem dieser Fille wire aber l_l- (77 + ¢;-+1), also zufolge
i=2
(2) auch z durch 3® teilbar, was der Annahme 4, = 2 wider-
spricht.

I1. Bekanntlich kann eine Zahl der Form ¢ + ¢; - 1 auler 3,
was hier nach dem Vorstehenden nicht in Frage kommt, nur
Primfaktoren enthalten, welche = 1 (mod 6) sind. Der einzige
Primteiler von g, der moglicherweise diese Bedingung erfiillen
kann, ist aber p. Denn wire eine der Zahlen g;, etwa ¢, =1
(mod 6), so wire g7 + ¢, + 1, also wegen (2) auch z durch 3
téilbar, was eben als unmdoglich erwiesen wurde.

III. Nach dem Hilfssatz befindet sich unter den Zahlen ¢,

mindestens eine — sie heile ¢ —, welche in p—j—l enthalten ist;
also:

(s) p=2xqg—1.

Wire nun

(6) Prgri=yp=y(rg—1)

so wirde folgen:

(7) ¥+ 1 =0 (modg);
also, da ¥ ungerade sein muB:

) y=2wqg—1.
Damit geht (6) iiber in

O F#reti1=0rg—1)wg—1)202s—1)>%

Daraus folgt aber:

fiA

(OS]

(10) g
was unméglich ist.
Zusatz: Auch die ‘Annahme

Q=3 0=4; b,=2 ({=2,3...%)
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erweist sich als unzuldssig. Sie fitlhrt nimlich mittels des bei I
angewandten Verfahrens auf die Primzahlverbindung

? 7 g2 g3 A 75 95 77 78
* 3 11 7 19 127 5419 31 =

7
und damit aufﬂ (g7 + ¢; -+ 1) =0 (mod 3%, was mit &, =4
i=3

nicht vertriglich ist.



