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Mechanische Quadratur nach Gauf3
fiir periodische Funktionen.

Herrn Georg Faber zum 70. Geburtstag am 5. April 1947 gewidmet.
Von Robert Schmidt in Miinchen.

Vorgelegt von Herrn H. Tietze am 7. November 1947.

Die Formeln der sogenannten ,,Mechanischen Quadratur’ im
Sinne von Gaul} erhidlt man durch die Forderung: Die Kon-
stanten

Ry, ..., R,
zusammen mit den weiteren Konstanten (Argumentwerten)
ey ooytty (—1 L0y Loy <ol Sy, £41)

so zu wihlen, daf} die Gleichung

+1 -
- _fi f@dx =R f(u)) + -+ Ry f ()

fiir alle Polynome vom Héchstgrad 24— 1 erfiillt ist.

Dieser GauBlsche Ansatz scheint in der Abwandlung, daf3 die
gewohnlichen Polynome vorgeschriebenen Hochstgrades durch
andersartige Funktionen, etwa durch geeignete Bereiche von
trigonometrischen Polynomen ersetzt werden, nicht verfolgt wor-
den zu sein.

Ein Schritt in dieser Richtung wird im folgenden getan. — Tm
Abschnitt A werden die Grundtatsachen zusammengestellt, die
sich bei der Durchfithrung des GauBschen Ansatzes im Bereich
der trigonometrischen Polynome ergeben. Im Abschnitt B werden
einige Folgerungen gezogen, die die niherungsweise Darstellung
von Fourierschen Koeffizienten durch endliche Summen betreffen.

A
Es bedeute § eine Menge von Funktionen f(x), die in o <«

< 27 integrierbar sind. Wenn cin System I' von Konstanten

]e().,...,.]eh;to,...,l‘/c (O§t0<fl<---<tk<2"—">
Miinchen Ak, Sb. 1947
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so beschaffen ist, daB die Gleichung

s (S @ de = Ref &)+ + RS (&)

fiir alle Elemente f (x) aus § erfullt ist, dann soll " als ein ,,Gaul3-
sches System der Menge §'‘ bezeichnet werden, nétigenfalls mit
dem Zusatz ,,von der Ordnung £'‘. Es ist £/=0, 1, ... beliebig,
aber dann als fest zu betrachten, so dal3 es tiberfliissig erscheint,
die GroBBen R, 7, mit dem oberen Index £ zu verschen.

Satz 1. ,,Es bedeute T die Menge der trigonometrischen Poly-
nome 7 (x) von der Form

+h k

VACHIEI R LA %Ao + XY (4, cos px + B, sin px)
v=—Fk - u=1

mit beliebigen Koeffizienten a_,, . . ., @, ; oder beliebigen Koef-
fizienten 4, ..., Ay, By, ..., B,

Dafir, daB T' ein GauBisches System der Menge ¥ bildet, ist
notwendig und hinreichend: :

Ry=R,=++=R, =

k41
festem v aus 0 v <

und — wenn ® =

gesetzt wird — mit beliebigem, jeweils

ty =Y, t1 =Yt wl=y4+20, ..., =+FFa"

Beweis.

I. Es sei I" ein GaulB3sches System der Menge €. Dann hat man
insbesondere, wenn man der Reihe nach @ (x) =1, €%, . . ., ¢F*
wihlt,

R, + Ry +rr+ R, .
Roe“o +R1gitl - —{—Rke“k =0
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Weil #,, . . ., #, paarweise inkongruent modulo 27 sind, so ist
die (Vandermondesche) Determinante dieses Gleichungssystems
fiir Ry, ..., R, von Null verschieden, und man erhilt

(—)x-etlot o+l y Flhopqg oty
R, = '(éil,,_gila)-_ o (eite it 1) ity +1 _Zii,’,)'_‘f(m;j’
und mit der Abkiirzung = =#;, +--- + ¢,

ot (r—1t,)

R

E4

=— (e =0,...,4), (1)
I’il (gil,,_eilx>
v=0

worin der Akzent besagen soll, daB3 der Multiplikationsindex

v = » auszulassen ist. — Wihlt man ferner der Reihe nach
Ty =1, ..., 7% 5o hat man
Ry + R, +- -+ R, =1

Rpe~il 4+ R "t 4oo-. 4 R e =0

RO e—-zh[n + Rl e—ikll + e + Rh g—ihth = o,
daraus
e—iT—1t)
Ry=—
HI (e—ll,,_ e-lt,;)
»=0

Gk=0,...,4). (@

Aus (1) und (2) zusammen folgt

k —~1t —1
i = € v e tHx
812(1 L) . ’ 1,

PR Et T

P ] LR SR L I L LA 2

(— 1>k,ei|r—<k+1)t,, —

b

insbesondere fiir x = o:
(__ 1)h . eilr—(h + 1)t =1,
und damit weiter

D=t -

(2 + 1) (¢, — #) =omod 2 =,

2T
thtO mod T—

i (x=0,...,4)
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Aus 0 L7y << < ... <t < 2w folgr jetzt, wenn vy =¢,
gesetzt wird,

o=y
und
LN SN
=y + £ /2—_:1
Zuriickkehrend zu (1) wird nunmehr mit o = ,{'2—:1

" (-i(k-/+h:z-—zw)
R =

# >viky.r oy ivw__,i_;«.(-u_
ELE JEEE

i R

(_._ 1)7{. L—i_lf.?z . H’i(l : éi ()":_z) a;)
v

ih=,
S

—itk+ Dro 1

T A=y — T (. sit—mw
WG—do=ae) = TWG—ei o=

Firv=o0,...,%—1, 2+ 1, ..., 4 durchliuft der Faktor
v—» modulo £ 41 gerade die Reste 1, ..., £. Also sind die
R, untereinander gleich, und da ihre Summe gleich 1 ist, so ist

R, == — (v =0,...,4).

k41 ’

Damit sind die im Satze 1 angegebenen Bedingungen als not-
wendig erkannt dafiir, dall I’ ein GauBsches System der Menge
T ist.

II. Um ecinzusehen, dafB3 die genannten Bedingungen auch
hinreichend sind, bedarf es aus Lincarititsgriinden nur des Nach-
weises, daf}

1

2
2 | T@de = o T+ T +o) + - + Ty +4o)]

fir die spezicllen Polynome

T, (x) = ¥ = (v=o0zk%1,...,+4
erfillt ist. Das verifiziert man unmittelbar.
Der urspriingliche Gaul3sche Ansatz der Integraldarstellung

durch Summen der Form Rf (¢ + ... + R, f(#) in sciner
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Durchfithrung fiir gewthnliche Polynome liefert bekanntlich Ein-
deutigkeit der Konstanten R,, #,. Es liegt nahe, auch in der hier
verfolgten Analogie fiir trigonometrische Polynome Eindeutig-
keit anzustreben. In dieser Richtung liegen die Sdtze 2 und 3,
die zunichst etwas gekiinstelt erscheinen mégen. Sie erweisen
sich jedoch im Abschnitt B als angemessenes Werkzeug, um die
Leistungsfahigkeit der GauBBschen Methode bei der Summendar-
stellung der Fourierschen Koeffizienten aufzuzeigen und abzu-
grenzen.
Es seien p und ¢ gegebene Konstanten. Nunmehr bedeute %
die Menge der trigonometrischen Polynome
4k

(z*) T* (x) — Ehdx' eivx + c- {Pe—i(h+i)x_o.g-l-i(k-H)x}
p

k
= i Ay + X' (4, cos px + B, sin p.x)

n=1

+ C- {{p—0) cos (£+1) x—7 (p-Fo) sin (£+1) x}

mit beliebigen @_,, . . ., @y, ¢ oder beliebigen 4, .. ., 4,, B,

, By, C.Im Fallep =6 = oist die Menge T* mit derMenge T
des Satzes 1 identisch, und die Frage nach den GaufBlschen Sy-
stemen der Menge @* wird durch den Satz 1 beantwortct Im
folgenden wird daher

P |2 + [ G ‘2 >0
vorausgesctzt werden.
Die Konstanten

Ry, v Rystg, ooyt (OZfg<<ty<<... <<t <<2xn)

konnen offenbar nur dann ein GaufB3sches System der Menge T*
sein, wenn sie ein solches der Menge & sind, also nur dann, wenn
sie von der Form

1

R, =1, f=v+re (0=y<o) (3)

sind. Dartiber hinaus ist notwendig, aber auch hinreichend, daf3
die Gleichung

j T*(x)dx = Ry T*(2,) + -+ + R, T* (1)

27
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— ik +1)x

insbesondere fiir 7% (x) =pe —geti®+ 0= orf)lt ist,

also
pe_”k‘*‘i)”—ce*'“k‘*‘“”:o. <4)

Damit hat man zunichst den
Satz 2. ,Wenn |p | == | o | ist, dann besitzt T* kein Gaul-
sches System der Ordnung 4.
Es ist jetzt nur noch der Fall
le| =|6|=7mit r>o0
z11 behandeln. Setzt man
p=7re% o=re" (o und ¢ reell),
dann folgt aus (4) als notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, daB3 (3) ein GauBsches System fiir T* ist:
AR+ Dy —e vl
oder
(24 +2)y=0¢—¢ mod2mn,

. =Y o
Y =S5, mod 5

Diese Kongruenz hat wegen o <y < o genau zwei Losungen,
. . . —1
und zwar, wenn v, den kleinsten nichtnegativen Rest von :P—Ié_*_—v?

modulo % bedeutet, die Losungen v = v, und v =y, + - Das
ergibt den

Satz 3. ,,Wenn die Betrige von p und o einander gleich sind,
aber von Null verschieden, dann besitzt £* genau zwei GauBsche
Systeme I'; und T'y der Ordnung 4, und zwar ist

ry: R, = k—_;_—l t,=vo +xo

(x=0,...,4%
Ly: Rz:_é__LT 2, = Yo _’_552{_{_,/.(1)
mit o = /é—z_-El— und einem durch p und ¢ cindeutig bestimmten
Wert +,, wie vorangehend erklirt.

B

Die folgenden Uberlegungen gewinnen an Einfachheit, wenn
ihnen zwei Bemerkungen vorausgeschickt werden.
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Erste Vorbemerkung. , Wenn die Funktionenmengen § und
& in dem Zusammenhange miteinander stehen, daB} jedes Ele-
ment aus § eine Linearverbindung von Elementen aus & ist, und
umgekehrt jedes Element aus & eine Linearverbindung von Ele-
menten aus 3, dann sind die Gaulschen Systeme von § iden-
tisch mit denen von &.¢ '

Denn wenn I' ein GaulBlsches System von § ist, dann ist

—Rof(t0)+"'+Rhf(ik>

richtig nicht nur fiir alle Elemente f(x) aus §, sondern auch
fur alle Linearverbindungen von Elementen aus §, also insbe-
sondere fiir alle Elemente aus @, d. h. I' ist auch ein Gaufsches
System von &. Ebenso umgekehrt.

Man beachte, dal3 die Voraussetzungen dieser Vorbemerkung
jedenfalls dann vorliegen, wenn & die Menge aller méglichen
Linearverbindungen von Elementen aus § ist.

Zweite Vorbemerkung. ,Wenn § eine Menge von Funk-
tionen f(x) mit der Periode 27 bezeichnet, §, diec Menge der
Funktionen g(x) = f(x - ¢) mit festem reellem ¢, dann 1483t sich
zwischen den GauBschen Systemen von § und den GauBschen
Systemen von §, cine einecindeutige Zuordnung herstellen. Zu-
geordnete Systeme sind dabei von gleicher Ordnung.‘

Denn wenn T' ein GauBsches System von § ist, dann ist

ctdm ¢4

S i atemate= T

(x) dx = R, f(l(o) o+ Ry f(l‘k)

12

1

27T

= Ry glty—c) + -~ + Ry, g(t, —¢).

O%

Die kleinsten nichtnegativen Reste von z5—¢, ..., #, — ¢ mo-
dulo 27 sind paarweise verschieden. Sie sollen, der GréBe nach
geordnet, mit 7, . . ., 7, bezeichnet werden. Es ist also

0':\_’70<’Tl<...<’1'/‘<27t,

T, =1t, —cmod 2% (v=o0,...,4),

11
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und die Indizes g, . .., %, sind eine Umordnung der Indizes
0,..., £ Wenn man noch &, mit P, bezeichnet, so wird

1

glx)dx = Py gl + - + Py g(=)

e SO

27

fiir alle Elemente g(x) aus §, Jedem Gaullschen System R,

oy Ry ty, ..., 4, von § wird also auf diese Weise eindeutig
ein GauBsches System Py, ..., P,; 7, ..., 7, von §, zuge-
ordnet.

Auf gleiche Weise wird jedem Gaufschen System von §, ein-
deutig ein GauBsches System von § zugeordnet. Dieser zweite
ProzeB3 ist zu dem ersten invers, die Zuordnung zwischen den
GauBschen Systemen von § und §, ist daher eineindeutig.

Nach diesen Vorbereitungen sei

5 +00
,i‘ Ay + 2 (A4, cos px + B, sin px) oder 3 a, pire
2 — =z

die Fouriersche Reihe einer Funktion f(x), also

2
Bl

A =

1
[od i

|
St

f(x) cos pxdx, B, = %Of F(x) sin px dx

oder

Um im Sinne des Gaufischen Verfahrens ,,méglichst gute”
Niherungsdarstellungen fir die Fourierschen Koeffizienten in
der Gestalt

1y

S Ry f(t) B wty e Ry f(5) S ut

M

f= 1o

[

oder

ay~ Ry fltg) €770 -+ + Ry f(t) i

zu erhalten, wird man die Funktionen f(x) von der Form

i" Ay + 3 (A, cos wx + B, sin px) (m fest) (3)

pw=1
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in den Vordergrund stellen; ebenso — besonders im Hinblick auf
die Bediirfnisse der Praktischen Mathematik — die Funktionen
f(x) von der Form

—i— Ay + Y (A, cospx + B, sinpux) +%Am+1 cos (m +1)x (5a)

p=1

und von der Form

m
%AO + A‘,I (A4, cospux + B, sin p.x) —}—%Bm_l_l sin (m + 1) x. (5b)
=
Es ist der Natur der Sache angemessen, wenn man zunichst die
Funktionen (5) in der angedeuteten Richtung behandelt, sodann
die Funktionen (5a) und (3b) gemeinsam.
Dementsprechend werde zunichst die Menge (5) ins Auge ge-
faBt. Es ist (3) gleichbedeutend mit der Menge § der Funktionen

+m
(® flx) = N aé'™ (m =o,1,...fest).

Py
y=—m

Sie gibt Veranlassung zur Bildung der Menge %, deren Elemente

die Integranden der Fourierschen Koeffizienten a_,, ..., a ,
der Elemente von § sind, also
+m
o it —1) x
(T) PN (v=o,4+1,...,+m)

p=—1m

mit beliebigen Koeffizienten a,. Ersichtlich ist jeder dieser Inte-
granden - also jedes Element aus € — eine Linearverbindung der
Funktionen

(@) e—i?m.\" g—i(?.m-——l)x"' €+ii’mx.

*
Jede dieser Funktionen (€) ist aber auch ein Element aus %, wie
man erkennt, wenn man in () einmal

a_, =1, @, =0 sonst

wihlt, sodann
Ay =1, @, = 0 sonst.

Mit dem Hinweis auf dic erste Vorbemerkung dieses Abschnitts

folgt nun aus dem Satz 1 sofort der
11+
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Satz 4, | Es sei I' ein System von Konstanten

Ry ooy Ry toye oty (0= tg<lity <. <ty << 2m),
und es bezeichne § die Menge der trigonometrischen Polynome

+m

Flr) = 3 a
y=--m
mit beliebigen Koeffizienten a__,, ..., a,,.

Dafiir, daB mit dem System I' die Gleichungen

th:ROf(tO)e—ivt., N +R2mf(t2m) e~ iviam
v=o0,41,..., £ m)

fiir alle Elemente f(x) aus § erfiillt sind, ist notwendig und
hinreichend:

R, =

—und ¢, =y + =

”m—+—1 - (v =o0,...,2m)

27
2m 41

mit beliebigem, jeweils festem v aus o <y < - 07—;—3——1—.“
Es sollen nun die Funktionen (5a) und (5b) in der gleichen
Richtung behandelt werden. Diese Funktionen sind enthalten in

denen der Form

+m

fak-(x): 2 aveivx_*_c.{?e—i(m+1)x+qe+i(m+1)x}

y=—m

mit fest gegebenen Konstanten p und ¢. Man erhilt (5a) fur

_~1/2 g—'“ .: (5b)furp:%]/ﬁ_2_’ q:M_éVZ'

Die Konstanten p und ¢ sollen nicht auf die eben angegebenen
speziellen Wertpaare beschrankt werden. Man wird jedoch, um
Gleichberechtigung des Koeffizienten ¢ mit den Koeffizienten
a_p, - . -, @, herzustellen, durch geeignete Einschrankung der
zugelassenen Wertpaare p, ¢ dafiir sorgen, dal3 die Funktionen
((P) @O(x) = 'TE L. "1027)1(27) =€

CP2m+1(x) =pe-—i(m+1)x + qe+i(m+l)-\‘

+imx
b
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ein unitires System bilden, dal3 also
% _ 1firp = v
=] a@r@de =

O sonst

27

wird. Dafiir ist notwendig und hinreichend:
;p l2 + | g ‘2 = 1.
Man hat dann, wenn man noch

éoz-_a_m,, oG >52m=a+m’&2m+l =<
setzt:
1

b, =

~

- %

;ff*(f)@(x) dx v=o0,...,2m + 1).

Damit erscheint es ausreichend begriindet, die nachfolgend
erklirte Menge §* zum Ausgangspunkt der weiteren Betrach-
tungen zu machen: Es bedeute §* die Menge der Funktionen
f*(x) von der Form

+m
(%*) f*(x):‘— /17/1 aveivx+6.,{pe—i(m+l)x_l_ge+i(m+l)x}

y=—m

2m+ |
—_— T 3
o > b/l (?” (x/

P
=0

mit fest gegebenen Konstanten p und ¢ derart, dal3
P+ lgf =1

erfiillt ist, und mit beliebigen Koeffizientenéy, =a_,,, ..., 6,,,

=a, . by =c. DieMenge der Integranden in der Koeffizien-
tendarstellung

b, = — { 5 (2) 3,(x) dx,

also die Menge der Funktionen

2m 1
(Q;*‘) 2 b,u (?u <x) —(—?-v (}L’)
. s
mit beliebigen Koeffizienten 4,, soll mit T* bezeichnet werden.
Die Menge B* der Funktionen

(B%) b (8) = 9,(x) 2,(x) (W,v=o0,...,2m + .1)
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wird als Teilmenge von &* erkannt, wenn man einen beliebigen
der Koeffizienten 4, gleich 1 wihlt, alle tibrigen gleich 0. Da
ferner jedes Element aus &£* eine Linearverbindung von Elemen-
ten aus B* ist, so sind — erste Vorbemerkung - die GauBschen
Systeme von T* mit denen von B* identisch.

Bis hierher konnte 7 jede nichtnegative ganze Zahl secin. In
den nachfolgenden Uberlegungen sieht man sich jedoch ge-
zwungen, den Fall 7 = o gesondert zu behandeln, und es zeigt
sich, daB in diesem Falle Verhiltnisse vorliegen, die von denen
in den Fillen # =1, 2, ... vollig verschieden sind. Demgemil3
sollen die begonnenen Uberlegungen unter der Voraussetzung
zu Ende gefiihrt werden, daB 2 eine natiirliche Zahl ist. Der
Fall # = o wird im Anschlul3 an den Satz 5 durch die Ergin-
zungssitze I und II erledigt.

Fortfahrend kann man nun in der eben eingeschlagenen Rich-
tung einen Schritt weitergehen, indem man die Menge €* der
Funktionen

(@*) e—i(‘2m+1)x e e—:—i(?m«i—l)x’

3

pg—e——i(i’.m+‘2)x - nge+i(‘2m+‘l)x

heranzieht. Ersichtlich ist jedes Element aus ®B* cine Linear-
verbindung von Elementen aus €*. Umgekehrt ist auch — hier
wird 2 5= o benutzt — jedes Element aus €* eine Linearverbin-
dung von Elementen aus B*; denn zunichst ist

e i —ryx i —
$(2) = =% firy,v=o,...,2m,
d. h. die Funktionen :
PN R
e 1~mx’.'.’e+1~m.x

sind Elemente aus ®*, also gewil3 Linearverbindungen von Ele-
menten aus B*. Ferner ist

Gom g1, (@) =pe OTDT 4 gotiBma L= firy — o ., 2m
LI),u om+1<x>__j—)e+i(/1+1)x+§e—i(2m+1——u)x
fir p=o0,....,2m,

daher insbesondere
— ] 2 3 7
Lp‘lm ’rl,‘lm<x) :ﬁé‘ L&+ +7€+1x

¢0,2m+l<x> . ge—i(27n+1)x —{—jﬁg*‘ix,
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Die Funktion ¢'* ist (wegen m —~ 1) bereits als Element aus 8*
erkannt. Aus mindestens einer der eben gewonnenen Gleichungen
folgt nun, daB ¢~ #™ ¥ eine Linearverbindung von Elemen-
ten aus B* ist. Das Gleiche fiir ¢* 1™+ V¥ folgt aus mindestens
ciner der beiden Gleichungen '

q‘2m+1,o(3‘) = pe i¥ Jgeti@mta

d’?m,‘lrrll+l(x> — q—e—-ix .{_p‘e+i(2m+l)x.

SchlieBlich ist

(N e o 5t @m+ 2 x s +i(@m4 2 x
ot 1, 2m+ 1 (X)) = pge 5" +pqe + 1,

also auch das letzte der Elemente aus €* eine Linearverbindung
von Elementen aus B*. Auf Grund der ersten Vorbemerkung
sind die GauBschen Systeme von B*, und damit diejenigen von
T#*, mit denen von C* identisch.

Es werde gesetzt

Dann und nur dann ist p =6 =0, wenn p = 0 oder wenn ¢ =0
ist. Es liegen dann die Voraussetzungen des Satzes 1 vor, wenn
man unter Beachtung der ersten Vorbemerkung fiir die Menge €
die Menge C* eintreten 1Bt (4 =2m -+ 1). Andernfalls, also
wenn weder p = 0 noch ¢ = o0 ist, sind die Betrige von p und &
einander gleich und von Null verschieden. Dann liegen die Vor-
aussetzungen des Satzes 3 mit €* an Stelle von * vor (£ =
= 2m - 1), und zwar wird mit g, §; «, B; v, v, in ihrer fritheren
Bedeutung

v=0—f3, =—a-+p r'nodZn,

also v, der kleinste nichtnegative Rest von - ® mod 2%
2m -2 472+ 4
Das Ergebnis ist der

Satz 5. , Mit ciner natiirlichen Zahl # sei I' ein System von
Konstanten

RO"“’RQm+l;tO!"'itQm-{-l (0§f0<1“1<"'<\/t‘1m i-1<27t)’
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und es bezeichne §* die Menge der trigonometrischen Polynome

2m -1
@)= 23 6,9,
n=20
mit
z(u—m)a

firp =o,...,2m
<P,‘<ﬂv) = —iim+ ) +im+ D ’ ’
pe +qge

fliirp = 2m -1,

worin p = |p |¢!* und ¢ =|¢|¢'? fest gegebene Konstanten
sind, die der Bedingung

lp P+ 1g =1
genligen.

Dafiir, daB mit dem System I' die Gleichungen
éﬂ = RO f(l‘0> —q"y(to) + A + R2m+ 1 f<t2m -+ l) alt(t21n+ l)
(w==0,...,2m 4+

fiir alle Elemente /*(x) aus §* erfullt sind, ist notwendig und
hinreichend, falls

I. p =0 oder ¢ =0 ist:

— —n : (v =— . '
Rz*am_*_qundt {+/ﬂm_l_, % =0,...,2m 1
mit beliebigem, jeweils festem vy aus 0 < v <C -;«U“—:_ —;

II. p == o und g = o ist:
R, = ~— und ¢, =Y s (x =0 290 -1
L2 2m + 2 g T am2 - ACRUI Rt /
oder
R——l-- dz, 4 (x4 L) 2T
* 7 2m+ un = Yo 2 2] 2m-2
(t=o0,...,2m +1)
mit der Bezeichnung v, fiir den kleinsten nichtnegativen Rest
a———B 27 X3
von - modulo T

Nunmebhr sollen — der Vollstindigkeit halber — die Folgerun-
gen gezogen werden, die sich aus den Voraussetzungen des
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Satzes § ergeben, wenn dort #2 nicht eine natiirliche Zahl ist,
sondern mz = 0.

Fir m =o wird
lj%*) f*(x> == 60 (PO(x) _i_ él (P1<x)
mit
og(x) =1, o (x) =pe i L geti®

und der Darstellung
br — .,l_ :l‘ f*?/\.l') Tv(x) X (V ’ 1)-
2w ¢ Z 0

Die Menge 3* der Integranden von 4, wird jetzt

CI'*) bO LIJOO(;‘*’) + b] Lleo(x), éO %1(,1’) - &] 4111(1‘)
mit
(-IJO()(X) =1 %1(35) =ge ix +P—e+ ix
Yua) = pe 1% £ get T ()= poe I pget 1T 4,

Die Menge B* ist Teilmenge von T*, und jedes Element aus $*
ist eine Lincarverbindung von Elementen aus B*.

Jetzt wird, abweichend vom Beweisgang des Satzes s, eine
Fallunterscheidung notwendig.

Lo lpl=1g]
Dann (und nur dann) besteht keine lineare Abhingigkeit zwi-
schen gy (1) und $,4(x), jedes Element aus

SH —iix X = — i 7ot i2x
({(ay e, e Y pge Y A pget N

ist eine Linearverbindung von Elementen aus B*, und umge-
kehrt. In diesem Falle kann auch hier so weitergeschlossen wer-
den wie im Beweise des Satzes 5, und man erhilt den

Ergénzungssatz 1. ,,Wenn im Satze 5 die Voraussetzung

I

lp]+1g!

hinzugefiigt wird, so bleibt der Satz auch fiir 7 = o richtig®.
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Ijp| =gl

Dann wird, wenn man p = r¢'% ¢ = ¢ (r:

w =
=,
)
=

schreibt,
‘ Yoo (x) = 1

Yo (&) =7 { et A e+i(x-—oc)}

I “jf .{eui(x_“';ﬁ) +e+i(.\~—1;ﬁ)}

S e =Y
= 2re 2 -cos \ >
%)
e+ f
+ i — _
Uplx) = 27¢" "2 - cos (x—- —— E)
o @B e #—B
L})u\l>:7’2 {g ¢ (A 2 )—}_g'l ('x Q ) "JF‘I

-+ 1.

. o —
—-27-’cosz(x~—— B)

Die GauBschen Systeme von ®B* sind daher nach der ersten Vor-
bemerkung identisch mit denen von

2 ]

(B**) 1, cos (x—— 5—_—), cos Z(x—— 3{—"(3).

Auf Grund der zweiten Vorbemerkung wird der Beweis des
nachfolgenden Erginzungssatzes Il im Wesentlichen gefiihrt
sein, wenn man die Menge B** ersdtzt durch

(€**) 1, cosx, cos 2x.

Die GauBlschen Systeme von €** weichen in ihrer Struktur

von den bisher aufgetretenen Systemen in eigenartiger Weise ab.
Dafiir, daB

(6) RO) Rl) tOy I“l (O _S__ZLO<ZL<2‘R")

ein Gaul3sches System fiir €** ist, ist es notwendig und hinrei-
chend, daf3 mit den Abkiirzungen

2 = €08ty ¥ = COS/y
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die Gleichungen
R() . '%— Rl =1

7) Ryu + Ryv =
Ry(zur—1) + R, (202 —1)=0

erfiillt sind. Fiir 2 = v sind diese Gleichungen offenbar unver-
triglich. Weil
' u v
= O’

o

2t —1 2297 —1
also
(4 —v) (2uv+1)=o0

sein muB, so ist notwendig

(8) 2%V -1 =0.

Wenn umgekehrt diese Gleichung erfullt ist, so ist # == », und
die Gleichungen (7) haben fiir jedes solche Paar #, v genau ein
Losungssystem R, R;. Als Zwischenergebnis hat man dann:
Dafiir, daf3 die Konstanten (6) ein GauBsches System fiir €**
bilden, ist es notwendig und hinreichend, daB} ¢, ¢, die Glei-
chung (8) befriedigen und R, R, das Lésungssystem der Glei-
chungen (7) ist, das zu diesen Werten #, und #, gehért.

Es handelt sich jetzt nur noch darum, die Losungen #,, #; der
Gleichung (8) zu kennzeichnen.

Wegen || <1, o] <1 und |u|. |v]|=-=folgt |u]| =,

i .
{ v | = —. Daher kommen fiir 7, und #; nur die Intervalle

257C

AN

o} t

IA
17N

g r<AE 3E <scon

3 3 3 SH =
in Betracht. Da ferner z und v entgegengesetzte Vorzeichen
haben, so liegt, wenn ciner der Werte #,, #; dem mittleren Inter-
vall angehort, der andere in cinem der beiden #uBeren und um-
gekehrt. Fiir 7y kommen die Endpunkte des mittleren Intervalls

nicht in Betracht, weil sie 7, = 2 = nach sich zichen. Zu jedem

Zy aus -"3‘—”~< F <3j—:< erhilt man jedoch genau einen Wert #4,
5y
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der zusammen mit 7, der Gleichung (8) und der Bedingung (6)
geniigt. Ferner erhilt man zu jedem ¢, aus 2 <z ,,<__—43n— genau
2

einen Wert 7, der zusammen mit #; die gleichen Eigenschaften
hat. Damit sind aber auch alle Paare #, 7, erfalt, die der Glei-
chung (8) und der Bedingung (6) geniigen, und jedes solche
Paar kommt auf die beschriebene Weise genau einmal zum Vor-
schein. Als zugehdrige Werte von R und R, erhilt man

R - o _ )
07 14242 7 14 2c08%4  2-coszi,
R 1 o o 1
™ v 208 7 14 2cos?t, | 2-dcoszé
. - o> — .
Auf die Mengen § = €** und §, = B** (c:—— 2 ) ist

nun die zweite Vorbemerkung mit dem dort benutzten Zuord-
nungsverfahren anzuwenden. Man erhilt den

Ergidnzungssatz II. ,,Es sei I’ ein System von Konstanten
Ry, Ry tg, & (0 Sty <<ty z2m),

und es bezeichne f die Menge der trigonometrischen Polynome

S(x) = by @o(x) + b1 91(x)
mit
Gl = 1. () = peiT +getin
worin p = |p |¢* und ¢ = | g | ¢'# fest gegebene Konstanten
sind, die den Bedingungen

pPP+[gP=1und|p|=q]

geniigen (also pl=lq]|= %]/2)

Unter den Systemen I' gibt es solche, I',, mit der Eigenschaft,
daf3 die Gleichungen

éo = R, f(l‘o) (_Po@o) + Rl f(tl) ‘.50@‘1)

und

51 = Rof(io) 51(5‘0) + R f(f1> @1@1)
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fiir alle Elemente f(x) aus f erfiillt sind. Diese Systeme erhalt
man auf folgende Weise: Fiir jeden Wert & aus

AT LY AT
3 — = 3
sei
9’ = arc cos (——————-) (0_<_q‘}’ SL),
2 cos & = =3
P 1._ — ! _ - ——..l — -
R 1+ 2cos29 R = 1 2cos? 9
= § L= B mod 2x 0<r <27
o =y —{-“%B mod 27 0 <7 <27
=9 + -OC—;—-B— mod 27 (o £ <" < 27n),

Dann ist R, R'; =, % oder—falls<’ < tist - R' R; =, 7 ein
System T',. Ebenso ist R, R'; =, 7" oder — falls " <C
R R;<' =

y v

T ist —
ein System I',. Andere Systeme I', gibt es nicht.*

Minchen, 10. Februar 1947.



