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Uber gewisse unendliche Kettenbruch-Determinanten
und Kettenbriiche mit komplexen Elementen.

Von Otto Szisz,

Vorgelegt von A. I'ringsheim in der Sitzung am 8. Juni 1912

Die Konvergenz- und Divergenztheorie der unendlichen
IKettenbriiche ist noch ziemlich liickenhaft; nur dann, wenn
wir die Elemente eines Kettenbruches sehr einschriinkenden
Jedingungen unterwerfen, konnen wir bestimmte Aussagen
iiber seine Konvergenz bzw. Divergenz machen. Der Grund
dieser Tatsache liegt darin, daf der Nettenbruch eine sehr kom-
plizierte Funktion seiner Xlemente ist.  Zumal iiber Ketten-
britiche, deren Elemente nicht auf das reelle Gebiet beschriinkt
sind, gibt es erst seit neuerer Zeit einige eingehendere Unter-
suchungent).

Im folgenden wird der Versuch gemacht zur Vervollstin-
digung dieser Theorie einen Beitrag zu liefern. Das Haupt-

resultat besteht i einigen Nonvergenzkriterien, die — meines
Wissens — bis jetzt ganz unbekannt geblichen sind. Im

Grunde sind dies Kriterien fitr das Nichtverschwinden gewisser
unendlicher Determinanten®). Genauver gesagt, gebe ich fiir
Determinanten, die von einer komplexen Veriinderlichen = ab-

1) Vgl. insbesondere die grundlegenden Arbeiten des Herrn Prings-
heim. Diese Silzungsberichte, Bd. 28 (1898), 30 (1900), 35 (1905), 40
{1910), 41 (1911); dort finden sich auch weitere Literaturnachweise.

2) Ich hatte schon In meiner Inauguraldissertation (A végtelen de-
termindnsok elmdletéhez, Budapest 1911, p. 4 [ungariseh]) eine Anwen-
dung der unendlichen Determinanten auf die Theorie der Kettenbriiche
versprochen; in dieser Note fithre ich dies aus.
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hingen, Gebiete der z-Ebenc an, i denen keine Nullstelle der
Determinante liegt. Dabei treten zweir der Siitze in Beziehung
zu zwel Ungletchungen von Herrn J. Schur, die sich auf dic
charakteristischen Wurzeln linearer Substitutionen beziehent).
In § 1 diskutiere ich ein zuerst von Herrn Helge von
Koch gegebenes®) und von llerrn Alfred Pringsheim er-
weitertes®) Konvergenzkriterium. In § 2 leite ich drei Hilfs-
sitze In Form von Ungleichungen ab, die auch an sich von
Interesse sind und die uns zu neuen Konvergenzkriterien fiihren.
Zuniichst leite ich mit Hilfe dieser Ungleichungen drei Paare
von Siitzen iiber das Nichtverschwinden einer Determinante
A(x) ab (Sitze «, bis y, In § 3). Diese Siitze kann man
g

auch als Konvergenzkriterien fiir den Kettenbruch [(I'{J
|

aussprechen (Siitze oA, bis I},). Aus Satz .1, folgt durch eine
geeignete Umformung ein allgemeiner Konvergenzsatz fiir den

@
a

Kettenbruch {‘1'

schen Satz als speziellen TFall enthiilt (Satz 1, §4). Auf ana-
logem Wege gelangt man zu den Siitzen 2, und 2, (§ 5), welche
unendlich viele Parameter enthalten (ihnlich wie ein Prings-

J , welcher den von Koch-Pringsheim-
1

heimscher Satz) und aus welchen durch Spezialisierung noch-
mals Satz 1 abgeleitet wird. Xbenso gewinnt man aus /)
und I, die Siitze 3, und 3, (§ 6). Schlieilich ergeben die

T
el

.
o . (, 2* .
Sitze 1 bis 5,, angewandt auf den Kettenbruch [ ’1 } , Ver-
. {

allgemeinerungen der Siitze ., bis [}, was teilweise nur an-
gedeutet wird (§7). Anwendungen (autf Zylinderfunktionen,
die ich als unendliche Kettenbruchdeterminanten darstelle) und
Erweiterungen dieser Untersuchung mdachte ich in anderen
Arbeiten verdftentlichen.

1} Val. Fulinote S, 336.
2) Bull. Soc. math, de France, t. 28 (1895), P 37.
3) Diese Berichte, Bd. 35 (1905), p. 395 {1



TTher gewisse unendliche Kettenbruchdeterminanien ete,
$ 1.
Der von Koch-Pringsheimsche Satz.

Gegeben sel allgemein der I ettenbruch
'(’ )
[,
. 1
2 ()

wo die «,, b, beliebige, von Null verschicdene (reclle oder kom-

(ty

0 )
b, + 1b, +

by

plexe) Zahlen bedeuten; setzen wir

ty by a,

= C — == Chy v . -
b, n by b, s ' he1h,

so ist der Kettenbruch (1) dem folgenden #quivalent:

—l"" ‘L. )
.1}1 ’ =

es ist also keine Kinschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir
blofy Kettenbriiche dieser Form betrachten.

In dieser Arheit beschiftigen wir uns ausschlieb-
lich mit solechen Kettenbriichen, bel denen die Rethe

p .

el 02 (;:sv DR
T T T

oFetet s =3re

absolut konvergiert.
Sei daher

o
ey 4 6 4 o+ =30 =
Dl

bereits Herr von Koeh hat bewiesen, dafi der Kettenbrueh (2)
konvergiert, falls s < 1; Herr Pringsheim hat dieses Kriterium
auf elementarem Wege abgeleitet und auch auf den Fall s =1
erweitert.

Es liegt nun die Frage nahe, oh der Kettenhruch (2) nicht
auch fiir andere Werte von s notwendig konvergiert. Um dies
zu untersuchen, teilen wir alle miglichen Werte von s in drei
Klassen cin, je nachdem die zugehérigen Kettenbriiche (wir
sagen kurz der Rettenbruch (2) gehire zur Zahl s) bzw. fol-
gende Kigenschaften besitzen:
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1. alle Kettenhriiche, die zur Zahl s gehiren, konvergieren;
2. es gibt unter diesen Kettenbriichen sowohl konvergente
wie auch divergente;

3. alle diese Kettenbriiche divergieren.

Iiine vierte Klasse gibt es nicht.

Zuniichst ist klar, daB in die Klasse 8 keine einzige Zahl
eehiirt; denn wenn alle ¢, reelle positive Zahlen sind, so kon-
vergiert der Kettenbruch fiir jeden Wert von s, Ferner ge-
hoven gemils dem von errn Pringsheim erweiterten von
Kochschen Satze alle s <<1 in die Klasse 1. Ich zeige, dall
alle tibrigen s in die Klasse 2 gehoren, d. h. dafl es zu jedem
s>1 mindestens einen divergenten Kettenbruch gibt.
Dessen Divergenz ist daun offenbar aulierwesentlich. (Bezitghch
dieser Ausdrucksweise vgl. Pringsheim, diese Berichte, Bd. 40,
i. Abh., p. 19—20.)

Aus der bekannten Eulerschen Formel (s, Enz. der Math,,
Bd. I, p. 134, Formel (104)) ergibt sich fivr p, =1 (>1), =1

(___1):'—1 b Y

DN ny T gy —

fv=1Y

fjl‘)/——-l _{_.

1

dabel besteht zwischen der Rethe und dem Kettenbrueh Aqui-
valenz, so dafi beide nur gleichzeitie konvergicren oder diver-
aieren kinnen. Anders geschrieben wird dies:

L L T2 ¥
2=y _hYy iy —1 (0 —D gy —1)
b N S I R I T
=Y
ey =Dy —1)
-+ - l N _f_. PP
und wenn man — z statt y einsetzt, schlieilich:
1 1 (fy L
I R PR P o B U ol DAUPE A oY)
21‘ Mo 1 1 1
1 '

(e = D(gr 1) e
1
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Ist nun X, konvergent, so divergiert die Potenzreihe,
also auch der Kettenbruch fiir jeden Wert von a; ist dann
noch 4, >0 und > 0, so wird

1 Qo

W= e L (q,,_w+1)(r/.:é¥’1)

und Dbei passender Wahl des # und der ¢, nimmt s(x) jeden
beliehigen, zwischen 1 und + o liegenden Wert an. s(x) ist
niimlich eine stetige Funktion von @ in jedem endlichen. auf
der reellen positiven Halbachse liegenden Intervall; ferner ist
s(0)=1 und

1

W=y 41 +2?‘(

Q;—l
o1+ 1) (4 + 1)’

dieser Ausdruck wird aber el entsprechender Wahl der ¢,
grifier als irgend eine vorgegebene Zabl, da fiir q,=1, 4, =1,
. (I“ - 1
o_n
s(1) >
4
wird,

Somit ist unsere Behauptung bewiesen.

Man  kann auch allgemeinere DBetrachtungen anstellen.
Wenn wir die unendliche Menge aller Kettenbriiche hetrachten,
die zu einer Zahl s(s <1) gehiren, d. h. alle Kettenbriiche
L ,

1 fiir die Y » «, einen vorgegebenen Wert s hat (s <<1),
. 2

so sind ja alle Kettenbriiche konvergent; es Lifit sich aber
noch mehr zeigen: ist die gegebene Zahl s kleiner als 1, so
besitzt die Menge eine endliche obere und untere Schranke;
aber filr s =1 ist dies nicht der Fall. Auch auf diesem Wege
konnen wir zu unserem Satze gelangen.

S - .

Es ist also ersichtlich, dafy durch blofe Betrachtung der
‘ . . . .

Summe s der von Koch-Pringsheimsche Satz nicht verall-
gemeinert werden kann: in der im § 4 gegebenen Verallge-

T

meinerung dieses Satzes spielen neben der Summe s noch die
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Summen L L{e), L J(¢,) eine Rolle, wobet 1i{c,) den reellen

Teil der 7 rth Coo J(e) thren von der imaginiiren HKinheit be-
freiten imaginiiren Teil bedeutet.

§ 2.

Drei Hilfssatze.

Hilfssatz I. Es gilt fiiv nichtnegative d,. und a,
und fiir jedes positive ganze n die Ungleichung

n Ul
2 Y Aoty Bt (L (7> 3o a?
1 1

und damit Gleichheit gelte, 1st notwendig, dall ;=0
w, =0, 11?0=0, cooy Lpgr =0 sel, vorausgesetzt, dal

¥ 0, @, %0 und Y d? F0 ist.

Beweis. Ieh beziehe mich auf die Ungleichung

Er &y ]/,, <l (2) ((-:)) 2 <2-;) [/)2> 3
1 1 ]

die leicht aus einer von Lagrange beuniitzten Identitiit folgt
und schon von Cauchy?') bewiesen wurde. Aus dieser Un-
gleichung wird fir a, =d,, b, =2, 2,1:

]

n n " 1
2y Aoy 2 < 2 (L, (z) (L Sa?, ,) g
1

i 1
und es ist nur noch zu beweisen, daf

n41 : 2 n
( > ;1);) >4 Yo .’l);_'_l
1

1

Dazu beweisen wir, dafi

n-1 ) 2 n = ; ] R
(Lv”) IR (=, s e e TP
1

1

) Cours dunalyse de 1'fiecle voyale polytechnique (Paris 1821),
Note [ 16¢ théoreme, p. 455—456.
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dies heifst nimlich:

nt1 n n4-1
St 9Ny 22 Dy 2 AT/ SRS T N e} 2
)--l)v '1/1' = ey xr—|~—l + = ZJ a’x' x‘u > LI ‘/Lr = x:ﬂ 1 "/':2 "
1 ] n—y =2 1 ¥t

eine Relation, deren Richtigkeit unmittelbar ersichtlich ist.
Dieselbe zeigt auch, dab fiiv das Bestehen der Gleiehheit die
Beziehungen

6

r,=0, 2, =0, 2,=0, ..., &y =0
notwendig sind, da auf der linken Seite die Glieder vorkommien:
wie] ol 4 o) F a4l ),

die aul der rechten Seite iiberh'ulpt nicht auftreten, und laut
Voraussetzung w, £ 0 und », £ 0 sind, woraus unsere Behaup-
tung erhellt.

Man kann den Hilfssatz T auch durch Bestimmung eines
relativen Kxtremums leicht ableiten.

Hilfssatz Il Liegen die 6,(v>1) im Intervalle 0
bis 1 (die Grenzen inbegriffen), so gilt die Unglei-
chung

}J:L'-‘ ‘)L (1—(3) (3+1Q;,.L,41

fitr jedes positive ganze n und fiir beliebige nicht-
negative »,; es gilt sicher die Ungleichheit, wenn ent-
weder
1. d,2, % 0 1st, oder wenu
2. wenigstens fiir einen Wert von », v =, o, =
nnd G240 F 0 Ist.
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Bewels. Offenbar ist
[(1—0) & — dpp P00 >1)
oder dureh Auswertung des Quadrates
(11— (5") %? =+ (3)‘+1 a)z_}_l —2(1— (3),)5 (55‘_*_1 R >0
und es gilt hier sicher die Ungleichheit fiir
(Sr' =1 y (Sl'—{—] a/‘n'—[»l :t: 0.

Durch Swmmierung tber »=1,2,..., n wird jetst:
n
2,2 2 2 i S S |
(1—=0,)a a3+ @0, T — 2y (1—0 ) DRI >0,
1

woraus unser Satz unmittelbar folgt.

Tis wiire interessant zu entscheiden, ob folgende Umkel-
rung dieses Satzes gilt:

Ist fiir beliebige nichtnegative a,

nd-1 ”
T 2 . oo

Lr .1/)' > 2 Lr d" '1/1' a’r-}—l B
1 !

s0 kann man die o, so bestimmen, dal

&2<(1—9) 04 (r=1,2,..., 0.

Hilfsatz III. Es gilt fiir nichtnegative d, und .
und fiir jedes positive ganze »n die Ungleichung

n n
2y d Z,0 < d i+ Y (d, 4+ (Z],.{_l)af»[_l.
1 1

Beweis. Es ist
5] Y 22 | 2 y
2de o <d ()4 .LT_H) (r>1
durch Summierung iiber » =1,2,...,n
M n n
53 LY = v, vy N, 2
2¥vd x " <yrd @ty ([V.Ir+l
! ! L

oder
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n n n
. = A 2 N (] 2 Ny ] 2
2 2—!], dr ly 'l/)'—{~1 < dl .7/1 _+ 2—/’ ([1'+1 .7/",_*_[ { 2—!‘ (11' '/l/;v—*—l’
1 1 1

womit unser Satz bewlesen ist.

Bei entsprechenden Konvergenzbedingungen bleiben diese
Siitze natiirlich auch fiir » = » giiltig.

Uber die Nullstellen gewisser Kettenbruchdeterminanten.

ow
Wir setzen stets voraus, dafz 3 ¢, konvergiert; es i1st dann
2} D b

1 1 0 ... 1 1 0
'(:"'r —c, 11 .. —ec, 1 1
: = g : : 2
[f 0 —e 1 ... 0 —e 1

oder kurz

[c,}"‘ D,
1] D,
und die unendlichen Determinanten ), 1), sind absolut kon-
vergent!).  Die Deiden Determinanten konnen nicht

gleichzeitig verschwinden. Um dies zu beweisen, setzen
wir allgemein:

1 1 0
— Cpf1 1 1
Dy = ' =123
_— —tnes 1 n=1,2,3,...).

Durch Entwicklung dieser Determinante nach den Elementen
der ersten Kolonne wird

—Du = Dn—i—l + Crt-1 Dn+9 (”’ = 1-, 27 3 . )-

P

1) Helge von Kocel, Comptes rendus des stances de

I'Acaddmie
des sciences.  DParis 1893, t. 120, p. 141 147,

Sitzangsh, 4, math.-phys. KL Jahrg, 1012, 29
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wiire also /), = 0 und /), = 0, so miilite auch D, fiir jeden
Wert von 2 verschwinden; dies fithrt aber zu einem Wider-
spruch, denn es ist bekanntlich®)

limD,=1.

n=muam

Also st fir D, # 0 der Kettenbruch (2) konvergent, fiir
D, =0 aulierwesentlich divergent.

Wir suchen nun Bedingungen dafiir, da D), von Null
verschieden sei. Zu diesem Ende wollen wir eine allgemeinere
Untersuchung fiiv gewisse Kettenbruchdeterminanten, die von
einer komplexen Veriinderlichen z abhiingen, durchfiithren.

Gegeben sei die Kettenbruchdeterminante:

1 2 0
— a,z 1 z
A(z) = ? T,
© 0 —a,z 1 ...

L £
a, 2
— 2 1w,z ..
" 2
p AN 1
A2 = " ,
3 ~
[ I—— | .
",

da die beiden Determinanten einander idquivalent, d. h. ihre
nter Nitherungswerte fiir jedes n cinander gleich sind. Die #,
selen siimtlich von Null verschieden, sonst aber beliebige Zahlen.

@
Ist dann Y @, konvergent, so stellt (z) eine ganze tran-
2

szendente Funktion von # darl). Fir das I'olgende wird es
sich am zweckmiliigsten erweisen die 1, so zu bestimmen, dal}

die Ausdriicke
1) Helge von Koch, Comptes rendns des stunces de PAeadémie
des sciences. Pariy 1895, 120, p. 144 147,
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A, =g =" o>

",
ihre Lkleinstmdglichen Werte annehmen?). Wir wollen die #,
schon jetzt dieser Forderung gemiify bestimmen und in .I(z)
einsetzen. Ks ist

Ax' = U, Uy +

wobel @,41 + dyp1 von i, unabhiingio ist; setzen wir kurz
Uil = T,
so ist die positive Zahl z, so zu bestimmen, dali

g1 U
v _+_ .
Z,

miglichst klein wird.  Dies wird offenbar erreicht fiir

r = @y &gy
oder
W lly = (Mg (r>1), ()

und es wird dann
A, =2 a,qyy — 2 R(01,4)).
Sel
a, = r,¢ i
und setzen wir, im Einklang mit Gleichung (3):
1
u, =1 (r>1),

so wird

) 4t Dedeutet die zu der Zahl u, konjugiert komplexe, Zn be-

ar 4

merken ist, dufs dann aueh die Ausdriicke B, — |, -+ : ihre kleinst-

miglichen Werle annchnen,
oy k
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dann und nur dann

o
Da >, konverglert, so wird & =z,

eine Wurzel der transzendenten Gleichung

() =0

sein, wenn das unendliche homogene lineare Gleichungssystem

w, +  riew, =0
1. | 1
— ey + @, 4182 2y =0
- .. (11)
SOy e o . IR —
riete x, + Ty iz m, =0

auller der trivialen Aufldsung
./L',v:O (l”: ,—4.3,...)

eine Auflosung besitzt, die noch der Bedingung geniigt, daf;
@

3oroa, ? konvergiert!). Aus diesem Gleichungssystem {olgh
1

leicht die Gleichung

foo) _— ow 1 = o) 1 .o
N @ Ly A Y i 2 B — Y €z ag =01 (D)
1

1 1

nun ist A(0) =1, also z,, weun es eine Nullstelle von /I(2)

sein soll, sicher von Null verschieden; aus (5) folut daher

z @ 1 _ 4]
—= 2-4’ Z, ‘IJl + X’ X, T, ”+1 } XJ’ &€, xl"{'l r:*l-] C 1 )l“{‘l = 0.
1

2

LT
Frsetzen wir hier alle Glieder durch ihre komplex kon-
jugierten, so erhalten wir noch die Gleichung:

9 20 : 3 — i,
LNy, + L1 x,7 ol ¢,+1 — YL Ty P = 0.
,2'1 ,2'1 1 1
Sei ferner
1 Cl + Zsz

1) Vgl. Helge von Koch, Rendie. del cive. matem. di Palermo.
£ XXVILL (1909). p. 261 -263 und meine Dissertation (Mufinote 2). §§ 10,
13 und 14.
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folgen aus den letzten beiden Gleichungen durch Addition
hzw. Subtraktion die Gleichungen:

2¢,

g L’ z, wrz rep(L— e Y g
»\1 9

oyt (L= = 0
"‘+;‘:L L’m@%b‘ Dy
5 2]

3 (L e ) g = 0,
1

aus denen man sofort dic Ungleichungen gewinnt:

SR, 24"“"7“ <L 7y _;_1 Ly gy {L—e T o L i
Gt 2]

2L, & B I BRI L [d g e
DS < e {1 e
St G2 |

Offenbar 1st

1___ C"i :7.‘,_{_1 — 1“ ’/‘iﬂ),,_*_]

|

24 (1—cos J, E
A4 = 4T = 28 (1 4 cos @,qa)?

und daher konnen wir unsere Ungleichungen 1n die Form setzen:

:231 Cg L’ Ly Ly <2 L ) 'H (1 — COS I) +])" Z, ‘2/',,_*_11 U‘)])
=1 > ]

,'-'.!lg.z pn} 2’;’" Ly Ly <2 2 (1 + Cos ') +l) :xl' {[7),+1 | . (()g)
o1 + b2 1

Nun ziehen wir die in § 2 gegebenen Hilfssiitze heran.
Die Anwendung eines jeden dieser Hilfssitze liefert zwei Un-
gleichungen fiir die Nullstellen von A(2). Wenden wir zu-
niichst Hilfssatz I an. Wir Demerken vorerst, dafi 2, & 0 und
@,--0 sein muly und dafi die 2, nicht von einem gewissen »
an alle verschwinden kilnnen, denn in diesem Falle miifiten, in

Anbetracht des Gleichungssystems (4), alle @, verschwinden,
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was aber gegen unsere Voraussetzung ist. Jetzt folgt durch
Anwendung der Ungleichung I auf (6,) und (6,):

w

= ;1.'_ fr.r, 2y <{L Fega (1 —cos 9, +|)] 3@,

Yo g (1-F cos 9, ,)} N, 4,

G4 65 A :
oder
(;I.H_;l::, 3 L Frga (1 — cos 9,41) (7))

- = ,<L Frg1 (14 cos ) (7.)
e

In Worten: ist 2, = ¢ i £, eine Wurzel der Gleichung

1 1 2 g

() =0, so gelten fiir diese die Ungleichungen (7,) und

(7,)0).  Nur wenn eine der Summen verschwindet, wird auch

jetzt Gleichheit gelten und es mufi dann ¢, bzw. , auch ver-

schwinden.

1) Bs sel hier an einen allgemeinen Satz von J. Schur erinnert
(Uher die charakteristischen Wurzeln einer linearen Substitution mit
einer Anwendung auf die Theorie der Integralgleichungen. Mathem.
Annalen, Bd. 66, 1909, p. 488—510): se1

A=(a,; (2, 2=1,2,...,n)
eine Matrix mit beliebigen Koeffizienten. Die charakteristischen Wurzeln
von o, A h. die Wurzeln der Gleichung
A—uwll =0

selen oy, my, ..., on; sel oy = oy 4+ Lop, dann gelten die Ungleichungen

(L oe., p. 495)
12 0l Y a,; +a; . °

i, 2

4¥ror TPl — T, %
“ L

il es gilt dies a fortiovl fiir jedes einzelne der o, und o.. Wenn es
sich nmur um dies letztere handelt, d. h. wenn ich blofi fiir die einzelnen
Wurzeln Ungleichungen suche, so lassen sich, wie ich in einer anderen
Arbeif zeigen will, die diesheziiglichen Resultate noch verschiirfen und
unmittelbar anf Infegralgleichungen iibertragen.  Die Uberlegung wird
der obigen iihnlich sein,
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Wir konnen unser Resultat in folgende zwer Siitze zu-
sammenfassen:

Satz o, Sei w=&4iy, £F0, a.,=7‘,,c“’"; 1st dann
9 L2 )
£9 == 9 t)> “Vrl' 1_C(')S l’),, s 7’
CENU IR S ) =
so ist d(x) 40
Satz a,. Ist 50 und
5) /
2 L r (1 cos i), (75)

(82422 7 4

so isb () F0.

Die Anwendung des Hilfssatzes II wird ebenfalls zwei
Siitze liefern.  Zuniichst ergibt sich folgendes: gitbe s Werte
(3,,(1'>l), die den Ungleichungen
st (l— 0 b > 2 i (L —cos 0,41)° (>1) (%)

S + <
geniigen, so wiire auch

c s Sh 4 . 1
Ly > 2 e (= eos ) ()
51 & 1 1
und es witrde hier Ungleichheit in jedem der folgenden [iille
gelten:

d, 2, +0,

2. mindestens fiir einen Wert von » ist:

--—'[— e (1 — 0 ) (5 i1 Ly e ‘ > .31 )',%,H (1 — COS ")V_H)l Ly Ly
G

3. fiir einen Wert von » ist:
6, =1 wnd O, p@p £ 0.
Nur wenn ;=0 und fiir jedes » 1— cosd. =0 ist,

wird in (9) jedenfalls Gleichheit hestehen.
Bemerken wir nun, dafi @; nicht verschwinden kann und
auch von drei aufemanderfolgenden x, nie zwei verschwinden
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konnen; denn wiirde einer dieser leiden Fille eintreten, so
wiifiten, mit Ricksicht auf das Gleichungssystem (4), alle 2,
verschwinden; dies ist aber gegen unsere Voraussetzung. Hier-
aus folgt noch, daly .y und 2.1 2042 nicht beide, und von
acht aufeinanderfolgenden w, 2,1 hichstens drei verschwinden
kinnen. Wir diivfen daher die Bedingungen 1, 2, und 3 durch
folgende ersetzen:

16,0,

2 in (8) gilt mindestens fiir zwel aufeinanderfolgende
Werte von » Ungleichheit,

2 es gibt mindestens einen Wert von », so dali {ir vier
der Werte », v 41, ..., v+ 7 Ungleichhet gilt,

30, =1, o1 =1, d,42F0 fiir einen Wert von ».

Wiirde nun aber in (9) Ungleichheit gelten, so wiire dies
mm Widerspruch zu (6)), also sind fitr eine Wurzel &, die eben
formulierten Bedingungen nicht erfitllbar, d. h. eine Zall x, dic
diesen Bedingungen gentigt, kann nicht Wurzel von A (z) =0
sein; wir haben somit den

Satz g, Selw=E&+iy, §+0; gibt es dann solche
d,(r >1), daB

9 g2

(5 +

1st und dal gleichzeitig eine der Bedingungen cr-
fillt ist:

a) 0, 5= 0,

b)) in (10) gilt mindestens fiiv zwel aufeinander-
folgende Werte von » Ungleichheit,

Sy

(1 - (3,) r),._H > P (1 — COS 17,,_;_1) (l’ > 1) (1('1)

b,) es gibt einen Wert von », so daly fiir vier der
Werte », v 41, ... v+ 7 in (10)) Ungleichheit gilt,

¢) es ist 0, =1, o,y =1, 4,2 £ 0 fiir irgend cin »,
so ist A(x) -0,

Durch Anwendung des Hilfssatzes I auf (6,) folgt dex
aualoge Satz:

Satz . Gibt es solehe o, dali 4+ 0 und
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(& 2
und dal gleichzeitig eine der Bedingungen erfiillt ist:
a’) 6,0,
bi) in (10,) gilt mindestens fitr zwei aufeinander-
folgende Werte von » Ungleichheit,
bs) es gibt einen Wert von », so dali fiir vier der
Werte v, v+1, ..., v+ 7 in (10,) Ungleichheit gilt,
¢') es ist 0, =1, d,p1 =1, d,42-1-0 fiir irgend cin »,
so ist A@) -0,
Natiirlich ist fir alle diese Siitze die Vorbedingung, dafi

(L— ) 0 > ropn (T cos o) (0> 1) (10)

S e, konvergiert.
Auns Hilfssatz 11 folgt die Ungleichung:

1

27 }_"l’ ),| i1 (1 — COS I'),, \_])J Z, Ly <

P

1 ‘,
13 (1—cosi,)"
i 1 — xl

2:
) . L
’?‘,—,4_1 (1 — COS l),,.{_])' g

+ 3 +

1
2 2 2*

) 1
e (L —cosi,)”
] }

witre also

Fu (11— cos 4'),,)'5 4 r,'i,jr, (1 — cos :'l,.HL < I > (1D
. e 2

oK C1 Gl

1
a

2

und zwar so, dali wenigstens fiir zwei aufeinanderfolgende
Werte von » die Ungleichheit gilt, so wiire auch

L e :

DN e e 3

2 21_“),% (L— cos i)q1)” &, &g <C§+Ci :
dies ist aber ein Widersprueh zu (6,). Nur wenn &, == 0 ist
und alle a, positiv. und reell sind, findet tiberall Gleichheit
statt. Ist aber -0, so gilt in (11) sicher fiir geniigend
grofie » Ungleichheit (wegen der Konvergenz der Reilie Yvr,).
Dies gibt den Satz:

Sty . w2 .
Satz . Sei w=E§4dy, &40 gelten dann die
Ungleichungen:
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l
2|
l

+

«
<
s

PEA—cos 0 i (= cos ) < 505, >, (1)

so ist A(x) -0
Ebenso gewinnt man den analogen Satz:

Satz y,. Seix=&4iy, y L0
gleichungen:

; gelten dann die Un-

7 (U eos )" 4 7 (L cos 14)’ <:+”,]g (r>2), (11

so 1st A (w) -1 0.

§ 4.
Verallgemeinerung des von Koch-Pringsheimschen Satzes.

Sei X1 «, konvergent; betrachten wir dann den Ketten-
bruch

a

o
= | (t, 2% «

X 27| o 2 L w2t 5
L B e s \JL, (12)

4

so ist offenbar

1 z 0. 1 E 0
1 (((‘,;QJ"‘_ —uy 1 —a,: 1 z
e N I R 0 —a0 1

und der Nenner ist die eben betrachtete Funktion 4(:). Die
im vorigen Paragraphen abgeleiteten Siitze ergeben also un-
mittelbar Konvergenzkriterien fiir den Kettenbruch (12). Aus
Satz «a, folgt das Konvergenzkriterium:

Satz A, Sei e=&4iy, E40, ay=r.¢", 2,
konvergent; ist danu

9 L2
Y

(5% %)

so konverglert der Kettenbruch (12),

, > f,r i (l—cos d,), (71)
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Fbenso folgt aus «, das Konvergenzkriterium:
Satz A, Seil n -0, Yo konvergent; ist dann
20 S S (14 cos 9)) (7
- ) ()T) o .l' b E 1 kN
GENDIEE |
so konvergiert der Kettenbruch (12).
Man sicht ohne weiteres, daf bei den gegebenen Bedin-
gungen nicht blok der Kettenbruch (12), sondern auch der

)

1o~

910
Kettenbruch [7117 } fiir jedes positive ganze n konvergiert:
n .

also ist die Konvergenz eine unbedingte.

Setze Ich fiir & spezielle Werte cin, so erhalte iclk aus
diesen Siitzen spezielle Konvergenzkriterien.

Fiir 2 ==1 folgt aus Satz A, der Satz:

Der Kettenbruch

| A
¥ — ¥ 1:7;
{ 1 Jl 1 ] (19)

konvergiert unbedingt, wenn 2)r», konvergiert und
die Ungleichung erfiillt 1st:

Yo (1 cos ) < 2.

Dasselbe Resultat erhalte ich aus Satz 4, fir o =i.

In diesem Satze ist offenbar der von Herrn Pringsheim
erweiterte von Kochsche Satz enthalten und dieses spezielle
Konvergenzkriterium kann daher vermittelst unserer Methode
leicht abgeleitet werden, da es im vorhergegangenen nicht be-
niitzt wurde.

Im Laufe dieser Untersuchung wird sich eine weitere Ver-
allgemeinerung dieses Satzes ergeben.

Seien jetzt alle a, reell und positiv, also 0, =0 (» > 2),
- 15 . ) " |
ferner @ =" und - (wegen £-4-0), so folgt aus Satz .1

das (librigens nicht neue) Konvergenzkriterium:
Der Nettenbruch
roet
l«

o0
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konvergiert unbedingt, wenn Y, konvergiert, und
y o= ist.  Die Teilziihler liegen jetzt auf einem belichigen,
vom Nullpunkt ausgehenden Halbstrahl, die reelle negative
Halbachse ausgeschlossen. Daly der Satz fic y == nicht
oilt, ist klar, denn lant unserem in § 1 gegebenen Beispiel,
gibt es dann zu jedem Wert von Y51, der groBer als 1 ist,
divergente Kettenbriiche.

Dasselbe Resultat lifit sich auf dihnliche Weise aus Satz .1,
ableiten.

Wir leiten nun einen allgemeinen Satz ab, der alle Sitze
enthalten wird, die man iberhaupt durch Spezialisierung von &
aus Satz A, bzw. A, gewinnen kanun. Zu diesem Ende wollen
wir folgende l'rage beantworten: gegehen sei der Ketten-
brueh (2); welchen Bedingungen miissen die e, geniigen, damit
eine Zerlegung

O] (r>2) (1)

moglich sei, ftir welche die in Satz .1, geforderten Konvergenz-
bedingungen erfiillt sind? Sel

. - b -
= 3 ¢ /,, 2 == (el (5 EE ())‘
also, gemify (14):
ty = g b2 0,

. - . iy
Die Nonvergenzbedingung lautet: cos /) -0 und
ER

IS .
W O3S l—eoslp— )l (19)
E 2

2% cos

Statt Unglerchunyg (15) kaun ich auch setzen:

y o i
2 cos? 1/) >yt —cos (g, — )] (15))
~ 2

Die y, und ¢, sind gegeben: die Frage ist: kann ich #
so bestimmen, dafy diese Relation erfiillt ist? leh kann die
letzte Ungleichung auch in folgender Form schreiben:
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o x* @ . .
L4 cos i >y — Y rp oS Cosyp — Y v yusin g, sin g5
») 2

v

setzt man dann zur Abkiirzunyg

g 5

o o -]
Sy =Sy, XY COS @y ==8,, Y. Sy == 8y,
2 2

so erhiilt unsere Ungleichung die Form:

s, — (14 8,) cos y — s, siny <1 (159
oder kurz

() <1.

Syy Sy Sy sind von y unabhiingig; um zu entscheiden, ob
es ein 1y gibt, welches diese Relation erfiillt, bestimmen wir
den kleinstmiglichen Wert. den (i) annehmen kann. Dieser
wird jedenfalls ein Minimum der Funktion F'(y) sein, da diese
cine periodische Funktion von ¢ ist.

Der gesuchte Wert von v ist also durch die Gleichung
hestimmt:

(14 s,) siny = s, cosy;
woraus, wenn wir beiderseits quadrieren,
(14 s,)%2sin? = s;(1—sin®y)
oder auch
{(1 4 8,)* -+ si} sin? yp = s; (16)
folgt.

Brster Fall: sei (145,455 =0, also s,=0, —s,=1;
dann wird I7(y)=s,, » kann beliebig gewithlt werden, also
ist die Konvergenzbedingung: s, <1.

Ziweiter Fall: sei (I4s,)% 4 si--0; jetzt resultiert
aus (16):

sin? oy = =
T (s s
und demnach
9 1 J :
oy S

T () s

- . . . . .
I"(y) mimmt offenbar seinen Kleinstmiglichen Wert fiir
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83 I+,
sin Yy = COS ! == -
(1 52 4 3t {1+ 57 4
an und es wird
[ A C dsy s
O U s s (s s
(L) sy

Wir haben noch den Ausnahmefall zu untersuchen, in dem
die Ungleichung (15,) erfiillt ist, nicht aber die Bedingung

Y . e : .
cos ;= 0: dies tritt ein, wenn die Gleichungen ¢, — y =0

o

filr alle » und v == 7 bestehen.

Fiir

(])1=(/’2=...=.7
wird aber s, = 0, s, = — 35, und die Ungleichung (15)) redu-
ziert sich auf
14 cosyp >, (14 cos ),
woraus fir 4 = das Konvergenzkriterium
s, <1

folgt.

Wenn wir nun unsere Resultate zusammenfassen, erhalten

wir den folgenden Satz:

Satz 1. Der Kettenbruch

o)” _[ned"]" ,
£ 2
= @

konvergiert unbedingt, wenn die Ungleichung besteht:

s, — 1 <{(1 4+ 8,)° -+ s} (17)
nur wenn alle ¢, reell und negativ sind, ist an Stelle
der Ungleichung (17) die folgende zu setzen:

s, <1.

(In diesem Ausnahmefalle kann der Kettenbruch — wie wir
zeigten — fiiv irgend cin s, > 1 schon divergieren.)
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Daber ist leicht nachzuweisen, dafi stets die folgende Re-

lation besteht:

57> 88+ si,
und die Gleichheit dann und nur dann gilt, wenn alle ¢, auf
ecinem vom O-Punkt ausgehenden Halbstrahl liegen. s ist
witmlich

2
|

» Ll . .
PR > S e €S gy - E Y S, |y
Dl =) ‘_)

und hieraus folgt unmittelbar die Ungleichung:

2 - 2 " ) 2
(2:" ;',.> > ().;‘" i’y €OS :,-,,) -+ <2_’,r 7y SN (/“,.> .

und man sieht auch, daf die Gleichheit dann und nur dann
gilt, wenn alle ¢, untereinander gleich sind.
An Stelle der Ungleichung (17) kann man sefzen

(5, — 1P < (1 8 + 5. (18)
Ieh zeige niimlich, dal die Ungleichungen (17) und (18) nur
¢leichzeitig bestehen konnen; ist s, —1>0, so ist dies klar;
ist s, —1 <0, so besteht a fortiori die Ungleichung (17), aber
auch die Relation (18) ist noch giiltig, da man sie ja in die
Form setzen kann:
§f— 28 <8+ 28, + 58 (189
oder auch
5 — 8 — 20(s8, + s) <5
oder schlieilich
(5, -F 8 (5, — 5, — 2) <asi (19)

da nun offenbar s, + 5,>0 und s, — s, <2 ist, so ist damit
die Giiltigkeit der obigen Ungleichungen erwiesen.

Von Satz A, kommt man mittelst derselben Methode zu-
niichst zu der Konvergenzbedingung :

Der Kettenbruch (2) konvergiert unbedingt, weunn es ein
b0 wibt, fir das die Ungleichung erfiillt ist:

LG : .
2502 5> S [ cos (). (15,)
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Hieraus wiirde die giinstigste Bestimmung von y wieder
zu Satz 1 fihren. Dies erkliivt sich auch daraus, dal man
Satz A, aus A, mit Hilfe der Substitution z == i¢ ableiten kann.

Aus Satz 1, wie auch aus den Ungleichungen (15,) und
(15,) konnen Siitze einfacherer Form abgeleitet werden.

So folgt zuniichst mit Riicksicht auf Ungleichung (17)
der Satz:

Satz 1,. Bezeichnet s die grofere der Zahlen |1+ s,
und s, , so ist der Nettenbruch (2) unbedingt Lkonvergent,
wenn die Ungleichung gilt:

s, <1 - e

Nur wenn alle ¢, reell und negativ sind, lautet die Bedingung :
s <1

In diesem Satze ist das am Anfange dieses Paragraphen
abgeleitete erste Kriterium enthalten.

Ist s, >0, so ist sicherlich 2 >1; in diesem Falle ist
also die Bedingung

5, <2

a fortiori fiir die Konvergenz hinreichend.

Ferner sollen jetzt dic ¢, in einem vom Nullpunkt aus-
gehenden Sektor liegen, dessen Zentriwinkel o <= sei und
e soll nicht aulerhalb des Sektors liegen; dann ist

cos(g, —y)>coswmw (1> 2),

also folgt aus der Ungleichung (15,) der Satz:

Satz 1,. Der Kettenbruch (2) konvergiert unhedingt, wenn
die Bedingung besteht:
5, < 1 —}~ cos .

I —cosm
Es ist vorteilhaft  so zu wiihlen, daf cos y moglichst grofs
sei, also |y miglichst klein zu nehmen.

In diesem Satze ist das am Anfange dieses Paragraphen
gegehene zweite Konvergenzkriterium enthalten.

Sei jetzt 2 ¢ der Zentriwinkel eines Sektors, in dem keines
der e, liegt; o sei der Winkel, den die Mittellinie des Sektors
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mit der #-Achse bildet. Setzen wir y=a—z, so ist @, —

= ¢, — a |+ a, und in einem Scktor, dessen Zentriwinkel 22

ist und der symmetrisch zur reellen negativen Halbachse licgt,

AU

+ . . D] . .
befindet sich keines der e 7 daher ist jetzt

cos (g, — ) > cos (T — ¢)
oder auch
1—cos(y, — y) <1+ cose,
und aus der Ungleichung (15,) folgt jetzt:
Satz 1. Der Kettenbruch (2) konvergiert nnbedingt, wenn

die Ungleichung gilt:

. 1— cosau
Tl cos e

Aus Ungleichung (17) folgt leicht der Satz:

Satz 1, Seien alle ¢, reell; konvergiert dann Yy, und
ist die Summe der negativen Teilziihler threm absoluten Werte
nach nicht erofer als 1, so konvergiert der Kettenbruch (2)
unbedingt.

Seien nun alle ¢, rem imaginir; sel o, die Summe der
Teilziihler, die auf der oberen Halbachse liegen, absolut ge-
nommen; o, sel die Summe der Teilziihler, die auf der unteren
Halbachse liegen, absolut genommen. Daun ist

5, =a,+ a6, §=0, s, =0, — 0,,
und aus Ungleichung (19) wird jetzt die folgende:
(o) + 0,) (5, + g, —2)<(o, — 6,)%;
nach Ausfiihrung der Multiplikation folgt hieraus:
20,0, <o, + o, (20
wir kounen daher den Satz aussprechen:

Satz 1, Sind alle ¢, rein imaginiir und ist die Bedingung
(20) erfillt, so konvergiert der Kettenbrueh (2) unbedingt.

Die Bedingung (20) ist offenbar sicher erfiillt, wenn
6,0, <1 ist.

Im folgenden Paragraphen gewinne ieh nochmals den Satz 1
dureh Spezialisierung eines allgemeineren Satzes.

1o

Sitzungsh. d. math.-phys, K1, Jahre, 1912,
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Bemerkung. I[ch michte auf den besonderen Charakter
des Satzes 1 hinweisen. Man kann ja den Begrift der absoluten
Konvergenz einer unendlichen Reihe auch so formulieren: eine
unendliche Rethe heifit absolut konvergent, wenn sie selbst
und eine jede Reihe, die aus ihr durch Abiinderung der Cha-
ralteristiken) ihrer Glieder entsteht, konvergiert. Wir kionnen
nun diese Formulierung auf Kettenbriiche tibertragen, indem
wir sagen: der Kettenbruch (2) soll absolut konvergent
heifien, wenn er selbst und jeder Kettenbruch, der aus (2)
durch Abiinderung der Charakteristiken der ¢, entsteht, kon-
verglert. Der von Herrn Pringsheim erweiterte Helge von
Kochsche Satz bezieht sich dann auf absolut konvergente
Kettenbriiche, withrend die meinem Kriterium geniigenden
Kettenbriiche im allgemeinen nicht absolut konvergieren. Der
von Herrn Pringsheim eingefiithrte Begrift der unbeding-
ten Konvergenz eines Kettenbruches ist natiirlich von diesem
der absoluten Konvergenz durchaus verschieden.

$ 5.

Weitere Konvergenzkriterien.
Aus den Sitzen g, und g, (§ 3) folgen unmittelbar die
Konvergenzkriterien:
Satz B, Sel Xrr, konvergent, z =254 iy und & O
gibt es dann solche o,, dal

2¢&t ) . ;

@: 7}2)/2 (1 — (j,.) (5,-.{.1 > [ (1 — COS I),y.,{.l) (l > 1) (1()])

und dafi gleichzeitig eine der Bedingungen erfillt ist:
a) 0, =0,

b,) in (10,) gilt mindestens fiir zwel aufeinander-
folgende Werte von » Ungleichheit,

b,) es gibt einen Wert von », so dali fiir vier der
Werte », 41, ..., »- 7 in (10,) Ungleichheit gilt,

. . . ft . g
1) Nich Herrn Pringsheim ist — die Charakteristik von «a.
“










































