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Das Pentagramma mirificum und die nichteuklidischen
Parallelen.

Von Heinrich Liebmann.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am £ Mai 1912,

Im Laufe meiner Untersuchungen tiber die nichteuklidische
Geometrie bin ich zu der Uberzengung gelangt, dali sowohl
in der hyperbolischen wie auch in der clliptisch-sphiirischen
Gieometrie als prinzipicll einfache und zugleich fir die ver-
schiedensten Aufunben verwendbare Grundlage eime gewlsse,
fitr beide Geometrien scheinhar viollig verschiedene Zuordnung
von rechtwinklicen Dreiecken gewiililt werden Jkann.

Diese Zuordnung wird in der elliptiseh-sphiirischen Geo-
metrie aus dem , Pentagramma mirificum® von Gaufi abge-
leitet!), in der hyberbolischen aul einem ganz anderen Weg?).
Beidesmal besteht thre Tragweite darin, daly mit threr Hilfe
gewisse Konstruktionsaufuaben sieh lisen lassen, z. B. die Non-
struktion des Dreiecks aus den drei Winkeln?), dafs sie zur Ab-
feitung der Metrik (Iriconometrie) verwendet werden kinnen?)
und endlich, dafi mit threr Hilfe auf der einen Seite die ligen-
schaften der hyperbolischen (Lobatschefskijschen), auf der
anderen die der elliptischen (Cliffordschen) Parallelen ohne

I Gaufs’ Werke L1, 3. 451,
%) Liebmann, Nichteuklidische teometrie, 2. Aufl, Leipzig 1912
. F.oozitiert mit NLECG), S0 87—41.
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274 H. Liebmann
jede trigonometrische oder analytisch-geometrische Entwicklung
erkannt werden konnen?).

[ch michte nunmehr zeigen, dafy diese Zuordnungen in
beiden Geometrien 1m engsten Zusammenhang stehen (§ 1),
aulierdem aber, dali der grundlegende Satz von Study in seiner
Theorie der Abbildung der orientierten Geraden (Speere) des
elliptischen Raumes auf die Punktepaare einer Kugel ehenfalls
hier eingeordnet werden kann: auch dieser Satz, aul den wir
spiter zuriickkommen, ergibt sicli durch eine einlache Non-
struktion, die durch das Pentagramma mirvificmir nahegelegt
wird (8 2).

§ L
Das Pentagramma mirificum und die Zuordoung rechi-
winkliger Dreiecke.

Wir gehen, an eine elementare Konstruktion ankniipfend,
von der elliptisch-sphiirischen Geometric aus und werden so-
dann, indem wir die Klein-Cayleysche Malibestimmung ein-
filhren, leicht den Ubergang finden zur hyperholischen (eo-
metrie, wobel es wohl nicht Gberfliissig ist, fiir diesen zweiten
Yall nochmals auf alle Einzelheiten der Zuordnung einzugehen.

i. Das Pentagramma mirificum.

Wir betrachten auf der Kugel vom Radius Eins cin rechi-
winkliges Dreieck ALC mit den Katheten L€ =, A =1
der Hypotenuse ¢ und den Winkeln

S ODBA=u, < DAC=/.

Der Kiuze halber bezeichnen wir allgememn mit s die
zu § komplementiire Strecke und mit ¢* den Komplementwinke!
von . Verlingert man jetzt B4 um ¢ bis I und L0 um o
bis 17, so ist im Viereck ACJD:

, . E . a .
Al = g CLD =< EDA=_, JDAC=7-—1
AU =1, Cl=w«, I'D=1n, D=1

U NLVE.GloS0 10 und 8L 161 —166.
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Dieses Viereck mit drei rechten Winkeln (dreivechitwinkliges
Viereck) nennen wir dem rechtwinkligen Dreicelk zugeordnet.
Verlingert man jetzt €A und 1) bis zum Sehuitipunkt
-
I,
keliges Dreieck mit den Bestimmungsstiicken
- Ly —_ / 1 . ‘
=< TAD =12, = JAI'D =«
o, — ]1'1) = ‘”l’ ][1 =3 _‘LJ) — cl, {,‘1 — _‘1111' — [}"

1

so entsteht ein zweites, dem ersten zugeordnetes rechtwin-

Setzt man diese Konstruktion fort, so crgibt sich eine ge-
schlossene Kette von fiint rechtwinkligen Dreiecken, die cin
,Pentagramm® bilden, d. h. die Figur der Diagonalen eines
Finfeckst), Sie veranschawlicht simtliche aus dem einen Drej-
eck ableitbaren Dreiecke und dreirechtwinkligen Vierecke.

Wie schon bemerkt worden ist, kann hier anf die Theorie
der Cliffordschen Parallelen hegriindet werden (N. 1. G. §30,1),
aus der wir hier nur die fiir den folgenden Paragraphen not-
wendigen Siitze anfithren wollen, die a. a. O. hewiesen sind:

Man crhillt im elliptischen Raum die beiden Clifford-
schen Parallelen zu g dureh 2, indem man von £ das Lot
LI ant g fillt und dureh 22 die Ebene £ senkrvecht zu 217
legt und mit der Ebene £ (Ebene durch P und g) zum Schnitt
bringt (g,). Die heiden Geraden durch £ i 19, welche mit
g, den Winkel 7 einschliefien, der der Strecke P17 gleich ist,
sind die gesuchten Parallelen.

Orientiert man mit Study ¢ in bestimmiem Sinn, so wird
man die beiden Parallelen, jenachdem sie dureh Linksschrau-
bung oder Rechtsschreibung lings der Achse I'P’ aus ¢ her-
vorgehn, als orientierte Links- und Rechts-Parallele zum Speer i
bezelelmen.

Ferner fithren wir noch den Satz an?):

Sind zwei Speere einem und demselben dritten rechtsparallel
(linksparallel), so sind sie zueinander rechtsparallel ({inksparallel).

D) Gauly” Werke HIL S 481 — Hessenberg, Trigonometrie (Samum-
lnng Gischen), S, 115.
A N.E G, 801880 = Vogt, Syathetisehe Theorie der Cliffordsehen

Parallelen, Leipzig 1909, S, 15,
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Ubergang zur Cayley-Kleinschen Massbestimmung.

Das Gertist des Pentagramma mirificum 1st fiir die Kugel
cin Olbant: B 1017 und I I sind drei Quadranten von Haupt-
kreisen der Nugel, und es wird /7 mit einem Punkt € von
von DI, D mit einem Punkt 1) von 1977 verbunden; £21) und
e schnelden emander in «, und damit haben wir unmittel-
bar zwer zugeordnete Dretecke DO und I7A D sowle ein
rugeordnetes Vieveck AL C DT

Pithven wir jetzt 1n der Ebene clliptische Malbestimmung
ein, wobet ein nullteiliger Kegelsehnitt zu Grunde zu legen
sty so wird J7 1717 ein Polardreieck dieses Kegelschnitts.

Zetchnen wir emn Polardreieck fitr einen recllen Yunda-
mentalkegelschmtt A, gebn wir also zur hyperbolischen Geo-
wetrie @her, und liegt dabel /7 im recllen Gebiet der hyper-
bolischen Mafibestimmung  (inuerhalh von /\') so liegen 1Y
und 17 aulierhally, also im imaginiiven Gebiet der MaGihestim-
mung.

Verbinden wir J' mit einem recllen Punkt ¢ von 131,
Domit einem Punkt D von [J 17, so wird zwar das Dreieck
L O reell, das zugeordnete Viereclk A f04) aber hat zwei
Imaginiire Kcken.
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Iis weniigt aber eine einzige Hilfslinie, wm wicder cin
veelles Viereck zu erhalten: Wir verbinden 49 mit dem un-
endlich fernen Punkt S von £5A4, d. b, mit dem Schnittpunkt
der Verliingerung von LA wmit dem Fundamentallkegelschnitt,
und sehmeiden 105 mit B F () und CI7(L).

Dicses Viereck ¢ nennen wir ,dem rechtwinkligen
Dreieck o 260" zugeordnet®.

In Pig. 1 ist zum Fundamentalkegelschnitt ein Kreis ge-
withlt und 73 als Mittelpunkt des Kreises angenommen, wo-
durch die Konstrultion sehr vereinfacht wird.

Man erkennt aus der Figur auch sofort, dal (7 1) im
hyperbolischen Maly gemessen gleich (A 1) ist, denn das Dop-
pelverhiilbngs (S, PS) ist ¢leieh dem Doppelverhiiltnis (S, 145);
und hieraus folgt die hekannte Konstruktion der hyperbolischen
Parallelen IS wu ()57,

3. Berechnung aller Bestimmungsstiicke der zugeordneten Figuren.
Ist die Gleichung des reellen Fundamentalkegelsehnitts in
rechtwinkligen cartesischen Koordinaten gegeben durch
2y —1=0
so wird die hyperbolische Fntfernung
s = (1)

zweier Punkte P (x; ) und P, (», y,) gegeben durch

1) Cojs = 1 Oy Y Yy .

L— o il L=t —

wobei € ofs den hyperbolischen Cosinus bedeutet:

Die Formel ergibt sich leicht aus der belannten Delinition
des hyperbolischen Entfernungsmaties (2, ) als halber Lo-

DF Sehnr, Grondlacen der Geometrie, Leipzie, 1906, S, 101
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garithmus des Doppelverhiltnisses, das I’ und I, mit den
Pankten bilden, in denen ihre Verbindungslinie den Funda-
mentalkegelschnitt trifft.

Der (hyperbolische) Winkel (S) zweier orientierten') Ge-

reaeben sind,

raden y, und g,, die in cartesischen Noordinaten geg

durch die Gleichungen

2 Cos a4 Y st o, — P,

Zeos ¢y - ¥ s, — p, =
st dann bestimmt durch

Sos's — cosr(u2 - ul)/vv by

P 1—p Vi g2

Diese Formel folgt aus der Definition des hyperholischen
Winkelmalies als der durch 2 dividierte Logarithmus des
Doppelverhitlenisses, das die heiden orientierten Geraden mit
den durch ilwren Schnittpunkt an den Fundamentalkegelsclmitt
gelegten Tangenten Dbilden.

Fir den Noordinatenanfang {illt cuklidische und hyper-
holische Winkelbestimmung zusamuen, ferner stehen zwel (ie-
rade, von denen die eine durch den Koordinatenanfany geht
und zur anderen 1m Sinne der cuklidisehen Mafibestimmung
senkrecht steht, auch im Sinn der hyperbolischen Mafihestim-
mung aufeinander senkrecht. Man erkennt dies sofort, wenn

man einmal p,—p, = 0 setzt, und dann p, =0, o, — o, =

Wir nehmen jetzt zur 2-Achse die Gerade L1, zur y-
Achse die Gerade BJ1), ferner sei

o == 1 s == 9,
Do w, A ,
dann bekommen wir fiir die cartesischen INoordinaten die Tabelle

1) W. Blaschke. Uber einige nnendliche Gruppen von orientierten

'

Berithrungstransformationen der Ebene. Math, Annalen 69 (1910), S. 205,
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Iitr die hyperbolischen Xntfernungen
(B =a, (CA)y=h, (BA)=r¢c, (@) und (L0)

finden wir hiernach:

L 1 -~ ot —
Coja = . ,also w=Tangoe = .
71— 2 A A
o |1 — u? Tang b
Coib= . = Lalsorn —ie ,g \
171— 02— Coju
1

_.=QCoja Coil;
71— u? —

o
o
—
Y
I

die Grandformel {iir das rechtwinklige Dreieck.

Lndlich folgt noch

Coj(C/D) =

.. v 17?4 o? 1 1
;( — — —
RUINGAY) o cos 1t . (rz
- sim | — 1()
undl
Coj(RP) = ! . =Coje.

>I 1= — 2

Dic letzte Tormel zeigt wieder, dali (@) = (BA) ist.
wie schon oben (S. 277) gezeigt wurde, die vorletzte gibt die
Beziehung zwischen ciner Strecke (170) und dem zu ihr als



2R0 1. Lichmann

: . 7 .
Lot gehorigen Parallelwinkel | — s an, d. h. dem Winkel

< QDS, den die Parallele S zu der auf 0 in @ errich-
teten Seukrechten @S mit 3¢ einschliefit,

Bezeichnen wir eme Strecke und den zugehirigen 1'a-

D oo
rallelwinkel immer durch die entsprechenden lateinischen und
uriechischen Buchstaben, ferner die zu einer Strecke «, 6, m . ..
Lomplementire, 4. h. diejenige, zu der als Parallelwinkel das
) ) o
Komplement von «. . w ... gehort, und o', o' m' ..., so isb
< A o ) ) y

in unserer Figur

(LQ) = '

und wir haben die allgemeine Beziehung zwischen Lot (1) und

Parallelwinkel (o):

3 Coja= . .
: SI

Um jetzt noch die fehlenden Winkel
o= < HAC und < QLC

zu berechnen, brauchen wir die Gleichuneen der dvei orien-
tierten Geraden fiA, CF wnd @F; die jedesmal angecehenen
Punkte geben den Sinn der Orientierung an, und man erhiilt
die Gleichungen

s g0 — 1/ cos 1=
Zoe—u == {
v :
— 4 = (),
1!' [,2+ 2
Die Formel 2) ergibt dann
o v
cos <7 Q0 = . also
11—
o 2
sin <7 QL0 == i/l { — . .

11— Coil
d. h. nach )
TP =



o e o9
Das Peptagramma mirifieun. 251

Sehliefilich wird noch

. s s gt »
cos A== cos < BAC = = e o
| — 2?2 Pt e? 71—

also
n Wl — ¥ _ R
T o et | L — e Cof(tr)
. h. () =1.

Damit sind alie Stiicke des Dreiecks AL und des Vier-
ecks LC ) wirklich berechnet.

4. Zusammenstellung.

Dureh Ubertragung des Geriistes, das zum Pentagramma
mirificum fithrt, niimlich eines Polavdreiecks des Fundamental-
kegelschnitts haben wir somitt gefunden:

Zu jedem vechtwinklicen Dreieck der hyperholi-
schen Geometrie mit den Natheten «, 0, der Hypo-
tenuse ¢ und den Winkeln 2 und x gehort ein Vier-
eck mib drel veehten Winkeln, mit den Seiten

(L) =a, (OF) =1, (I'¢Y)=1¢, (OCB)=w'
und dem spitzen Winkel
G OPQ =g,

(Die Bezichung zwischen 7 und 2, b und g, ' und e ist
oben angegeben.)

Aus diesemy Viereck ist dann ein zweites rechtwinkliges
Dreiecl abzuleiten usw., sodafi wir gewissermalbien ein hyper-
holisches  ,Pentagramma mivificum®  erhalten, als Gegenstiick
7z dem vou Gauli.

s sel hier noch eine Deilinfige Bemerkung gestattet: Wir
haben mit den Formeln der Cayley-Kleinschen MaGhestim-
mung gerechnet und nur die eine Beziehung

(O1) = (B0
ohme Rechnung gefunden, freilich doch mit metrischen 1ilfs-

mitteln und durch spezielle Wahl der Lage.
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Danchen miilite aber die Zuordnung von rechtwinkligem
Dreieck und dreirechtwinklivem Viereck in diesem Zusammen-
hang ohne jede Rechuung verfolgt werden (wie N. . G.
5. 37—41).  Die Hilfsmittel dazu liegen vor, denn die Gleich-
heit zweier Strecken (A45) und (A'B) ist ja auch ohne Foymel
definierbar: (A L5) 1st gleich (A'L"), wenn es eine hyperholi-
sche Bewegung, d. h. eine projektive Transformation der Ehene
gibt, bei der der Fundamentalkegelschnitt in sich tihergeht und
zugleich das Punktepaar A, 3 in A", 1. Ehenso ist <¢ (4y, ¢,)
gleich dem Winkel <7 (g1, y3), wenn es emme hyperbolische Be-
wegung gibt, bel der y, und g, In g und g5 {ibergehen. Knd-
lich ist die Beziehung zwischen komplementiren Strecken auch
durch Konstruktionen aus der Geometrie der Lage delinierbar.

Es handelt steh darun, die hierbel zu verwendenden Siitze
festzustellen, woraut aber an dieser Stelle wegen des so ecin-
fachen in der N. L. G. wiedergegebenen elementargeometrischen
Beweises wohl verzichtet werden kann.

s o

Studys Abbildung der Speere des elliptischen Raumes,

In Nr. 1 des ersten Paragraphen haben wir die Bedeu-
tung des Pentagramma mirificum und der damit verkniiptten
Zuordnung des rechtwinkligen Dreiecks zum Viereck mit drei
rechiten Winkeln fitr die elliptisch-sphiirische Geometrie ge-
zeigh, wir wollen diese Zuordnung jetzt noch weiter in der
Liniengeometrie des elliptischen Raumes anwenden.

[. Der Studysche Satz.

Study hat den folgenden Satz bewiesen, aus dem fiir die
darin erwiithnte Abbildung der Speere des elliptischen Raumes
sich eine Reihe weiterer, zu inhaltreichen und eleganten geo-
wetrischen Untersuchungen fithrender Sitze ergeben?):

1) K. Study, Beitrfice zur nichtenklidischen Liniengeometrie.  Am,
Joof Math, XNIND 2 (1907). 80130,
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Bildet man die Speere (g) des elliptischen Raumes
in der Weise auf die Punktepaare 12, L einer Kugel ab, dal
man durch den Mittelpunkt O der Kugel die orientierte Rechts-
parallele () und Linksparallele () zu g zicht und mit der
Kugel zum Schnitt bringt (12, L), so gelten fiir die sphiiri-
schen Abstinde

(12, I(‘Z) =i ]'fl ()]l’z
und (111 LZ) == q ]JI 0 ]/2
der Bilder zweier Speere ¢, und g, die Beziehungen
(I, L1,) = v —q
Iy L)) = v+ .

Dabei ist ¢ das eine gemeinsame Lot der beiden Speere,
y der Winkel g, g,.

Zur Erliuterung fiigen wir hinzu, da zwei Speere, wenn
sic nicht parallel sind (also Iauter gemeinsame Lote haben),
zwei gemeinsame Lote besitzen: Ist I/, 17, = ¢ das eine ge-
meinsame Lot,  der Winkel, durch den man ¢, um I 17, als
Achse drehen mufy, damit es mit g, In elner Ehene liegt, so
sind die Fufipunkte I717% des zweiten geneinsamen Lots da-
durch bestimmt, dal

I = 1% =

ist.  Ferner ist dann 171% = » und der Winkel der Drehung
bzw. Schraubung um dic Achse I1I%, welche g, in g, iiber-
T T A T (s 1
fithrt, ist gleich ¢ ).

2. Beweis des Studyschen Satzes.

Nach dem Satz in §1, 1 sind zwei einem dritten rechts-
oder linksparallele Speere zuelnander rechts- oder linksparallel,
Demmach ist der Bildpunkt L fiir alle zueinander linksparallen
Speere derselbe.

N B.GL, 80187, — W Voget, a.a, O, S0,

Sitzungsh, d. math.-phys, K1, Jalrge 1912, 14
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Hiervon wollen wir bei der Studyschen Abbildung Ge-
brauch machen. Wir fillen zunichst vom Mittelpunkt ) der
Bildkugel das Lot O auf das gemeinsame Lot I IY, der
beiden Speere ¢, und y,, die abgebildet werden sollen, und
fithren die Bezeichnungen ein:

o Al T 1 Al
OF =u, I'l',=q¢,, I'l'y=q,=q¢,—¢.
Sodann legen wir durch 77 die zu gy, und g, linksparallelen

Speere /e, und Z,; sie stehen auf dem Lot I IF, in I senkrecht
und schlieBen mit der Verlinmgerung von 017 die Winkel ein

gy wnd oy, gy,

wober 4, und y, die Winkel der Speere ¢, und g, mit ihren
senkrechten Projektionen auf die Ebene 0171 1, sind, und

Yy Yy =

der Winkel von g, und g, ist.

Wir betrachten jetzt zuerst den Speer /i, und fiihren als
Hilfslinie den Speer /i ein (s. Fig. 2), der von I ausgeht und

mit OF und % die Winkel . und ;,—— @, — v, einschliefit, er

9
liegt mit (17, /;; und J, in einer Ebene. Ks sei ferner 011, =7,
das Lot von O auf A, aulierdem scien L und £ die zu O’

und {0 senkrechten, in der Kbene 01711 gelegenen von ()
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ausgehende Speere, A und K die Punkte, in denen sie die
Bildkugel treffen, /. und L, die Schnittpunkte der orientierten
Linksparallelen durch O zu & und %, (also auch /% und ¢;) mit
der Bildkugel.

Wir betrachten jetzt das sphiirische Viereck ANK, L1, in
dem nach der Definition der Linksparallelen
— 7T

ILKK, = < KK, L, =

ist, und die sphiivischen Abstiinde (K L) = <7 KO, und A 1,
= <J. N,0 L, die Werte haben):
(KIy=0I'=u

(L) = 0H =y
auberdem ist

(KK) =< l) =< I'OH = y4,.
Jetzt ist das Pentagramma mivificum anzuwenden. Zu
dem rechtwinkligen Dreieck OH I" mit den Bestimmungs-
stiicken

o= I'=w, b=0H =v, c=0I"=u
=< OFH = q¢, 4y, A=<LIHOF =y
gibt es ein zugeordnetes rechtwinkliges Dreieck mit den Stiicken

0 g T

i i 4
i, =¢ =- —u, h=n'=- —¢g, —y., ¢, =0 = —79p
1 9 ] / 9 11 /'ty O 9 1
. A
i ‘_ 0 C— — A
/"1 = = () —u 1 t”l - ;“ - Al
2

und, diesem zugeordnet, ein Viereck mit drei rechten Winkeln
und den Seiten

Uy 715 Uy o T "W

. 5 9 a . .
von denen die beiden letzten den Winkel | --u, einschliclien.
e
1} Wir messen also den sphiirischen Abstand zweier Punkte auf der
Kugel darch den Winkel, den die vom Mittelpunkt nach den Ponkten

gezowenen Rudien miteinander einsehliofien,

10*
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Dieses Viereck stimmt also mit LA K L, iiberein in den
dret Stiicken
(LK) =u, (KK, =y, (K L) =n1,
auflerdem sind in beiden Vierecken die Winkel zwischen

und y,, 7, und v, rechte, und hieraus folgt dann die Uberein-
stimmung in den noch iibrigen Stiicken, d. h. es ist

n . a
FLOL = € 0,1) =~ gy — vy, T KDL=,
und endlich

Jr
<L LL K = 9 -+ ;.

Man sieht, dati der Winkel L O L, von « unabhiingig ist,
der Hauptkreis aber, auf dem I, liegt, von ¢, und ¢, unab-
hiingig.

Bilden wir jetzt in derselben Weise /4, ab, so liegt der
Bildpunkt L, auf LL,, und zwar ist

P
(LLz) = 9 Po = Yy

daher 1st:

a 7
1) (L Ly) = o P T Wy — (7 — v '/'1>

=g, — Pty — v, =0+

Tiir die orientierten Iechtsparallelen und ihre Bilder It
und 7i, tinden wir, wenn wir als Hilfslinien Rechtsparallelen
zu g, und g, durch I beniitzen und mit /¢ den Durchdringungs-
punkt des zum Speer L vechtsparallelen Speeres durch O mit
der Kugel bezeichnen:

JT
(RR) =T — (1, — 1)

JT
(1';]22) — 5 —_ (1/)2 —_ (/)2)

<

und endlich

5) (BB =y ypy — (4 — ) =4 .
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Mit den Formeln 4) und 5) ist der Satz von Study be-
wiesen, und die hier gegebene Ableitung, welche ohne trigono-
metrische) oder analytisch-geometrische Iintwicklungen zu
verwenden, allein der ganz elementaren, durch das ,Penta-
gramma mirificum® gegebenen Grundlage bedarf, gewihrt durch
die dabel gebrauchten Konstruktionen zugleich einen Kinblick
in die Entstehung der Studyschen Abbildung.

U An anderer Stelle (N. E. (., S. 189 —191) hatte ich noch trigono-
metrische Formeln beniitzt zur Ableitung der Beziehungen (1) und (5).



