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Uber eine dem Lambertschen Problem der acht Punkte
verwandte Aufgabe.

Von Max Lagally,

Vorgelegt von 8. Finsterwalder in der Sitzang am 4. Mai 1912,

In drei Standpunkten ¢J; (¢ = 1, 2, 3) werden die Winkel
aemessen, welche die Visierlinien mnach fiint Zielpunkten Zi
(h=1,2, 3, 4, 5) miteinander bilden. Gesucht ist die gegen-
seitige Lage der acht Punkte ¢ und 12.Y).

4 Bel dem eigentlichen Lambertschen Problemy der acht Punkte
sind die Winkel bekannt, welche die Strahlen von vier Standpunkten
nach vier Zielpunkten unter sich einschliefien. Lambert hat die Aut-
aube, hieraus die Figur der aeht Punkte zu finden, analytiseh durch
Zartickfithrung auf eine Gleichung 2. Grades gelost (J. H. Lambert,
Beitriige zum Gebrauch der Mathematik und deren Anwendung, 1. Bd,,
Derlin 1765, § 270 u. f.). Etwas veriinderte analytische Lissungen caben
spitter J. A  Grunert (Avchiv fiir Mathematil und Physik, 1. Bd., 1811,
p. 89) und W, Laska (Monatshefte fiir Mathematik und Physilk, 12, Bd.,
1901, p. 172). Der zuletzt genannte Autor hat wohl zuerst ansdriicklich
auf das hier behandelte Problem anfmerksim gemacht, ohne indessen
seine Losung zu fordern. Neuerdings hat die Aufgabe in der Photo-
grammetrie Beachtung gefunden und wuarde von Th. Scheimpflug
(Wissenschaftliche Vortriige, gehalten aut der [Na® zu Frankfurt, heraus-
cegeben von R Wachisumth, Berlin 1910, p. 180) und J. Tschawler
{Mitteilangen der K. u. K. Geographischen Gesellschuft in Wien, Heft 8;
1911) dureh graphische Nitherung gelist.

Dus eigentliche Lambertsche Problem kanu geometrisch In ganz
dhnlicher Weise wie das hier behandelte gelost werden. Legt man die
Standpunkte auf” vier Kreispaare fest, so eraeben sich die Zielpunkte als
Restsehnitt je zweier Nurven 3. Ordnnng mit sieben hekanuten Sehnitt-
punkten.
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Die mm folgenden festge-
haltene Bezeichnung ist aus
der Figur 1 ersichtlich. Alle
‘Winkel werden von den Ziel-
linien nach [f¢, aus gemessen;
und zwar ist B, @1 = 4
gesebzt; die Winkel, welche
einen nach Il I, oder 1.,

gehenden  Schenkel  haben,
e 1. also R, Qi B (=1, 2,23
) heilien ¢yx.

Da der Mafistab der ganzen Konfiguration, ebenso ihre
Lage in der Ebene, unbestimmt und willkiirlich ist, konnen
zwel von den acht Punkten beliebig angenommen werden; und
zwar sollen It und IR, auf der y-Achse im Abstand £« vom
Anfangspunkt des Koordinatensystems liegen.

Dann ist die Lage des Punktes ¢, auf die beiden durch
L, und R, gelhenden Kreise beschriinkt, in welchen iiber der
Sehne R, I!. der Peripheriewinkel 4, steht; ebenso ist der geo-
metrische Ort fiir ¢, und ¢, von je zwer durch Ity wnd 1Y
gehenden Nreisen gebildet.

Fiir die weitere Beliandlung der Aufgabe kann also als
geometrischer Ort eines jeden der drei Punkte ¢, ¢, und @,
wahlweise einer von zwel Kreisen angenommen werden; mithin
zerfallen die siimtlichen Lisungen des Problems in acht gleich
grolie Gruppen, entsprechend den acht Kombinationen von je
dreien der Kreise [N ALKy, KjIKG Ky, IGIG K, K K WG,
NI KL Ky, KW, K, K KGR, KK I,

Im Interesse einer exakten Vorstellung wird fiir die fol-
gende Untersuchung eine heliehige, aber fest gewihlte Gruppe
herausgegriffen: ¢, @, und ¢, sollen auf denjenigen drei
Kreisen angenommen werden, deren Mittelpunkte auf dem
positiven Teil der z-Achse liegen.

Durchliiuft einer dieser Punkte ¢, den ihm zugeordneten
Kreis, so wird seine Verbindungslinie mit dem gesuchten Punkt
i, durch einen festen Punkt P des Kreises

vehen miissen,
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da der gegebene Winkel I, i1l = ¢ir als konstanter Peri-
pheriewinkel auftritt und mithin iiber einer festen Sehne It ;.
stchen mufy (Fig. 2).

So ist zuniichst auf jeder der fiinfzehn Ziellinien @ Iy cin
Punkt 24, bekannt, der leicht zu konstruieren ist.
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Fig. 2. g, 8.

Es soll nun versucht werden, unter Benutzung der ge-
~gebenen Punkte B, und It und der konstruierten Punkte I’
zu einem beliebig angenommenen Punkt IR, den Punkt I,
zu konstruieren (Fig. 3).

Die Verbindungslinien R, P, R, P, , R P, liefern die
Punkte @, ©,, @, als zweite Schnittpunkte mit den dret
Kreisen. Dann sind O, P, 0,1,,, @, P, die Ziellinien nach
Ii,. Diese drei Ziellinien werden sich jedoch im allgemeinen
nicht in einem Punkte schneiden. s ist deshalb zu unter-
suchen, welcher Bedingung It geniigen muf, damit iiberhaupt
ein zugehoriger Punkt I:, existiert.

Wenn der Punkt 22, eine beliebige Gerade I der Ebene durch-
Liuft und dabel die Lagen Itj, R} usw. annimmt, so entstehen

drei perspektive Strahlenbiischel mit den Triigern Py, P,,, I;,:
Py RUED . YN P (BRI YA Py (BB ).
Wenn hiebei @ die Lagen @i, ¢ usw. annimmt, so sind

die Biischel P (@ Q1 Q7 .. ) und P2 (0, Qi ¢F . . .) kongruent
md also projektiv,
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Analoges gilt fiir die beiden anderen Kreise. Iolglich
sind folgende drer Strahlenbiischel zueinander projelktiv:

Lo(Qui Qv )N Poa(Q2@Q0 05 0 ) A Paa (05 Q505 .. ).

Da zwel projektive Strah-

7N, .
\\ // N- lenbiischel als Ort der Schnitt-
\g\ P /{*4 punkte entsprechender Strah-
il \ . - .
&, S len einen Kegelschnitt erzeu-

een, auf dem auch die beiden
Triger der Biischel liegen,
ergeben sich fiir L2, drei geo-
metrische Orter, niimlich drei
Kegelschnitte, von denen je-

der durch zwel von den drei

Fig. 4. Punkten P, P,,, P,, geht

(Fig. 4). Weil sich in jedem

weiteren Schnittpunkt zweter dieser Kegelschnitte entsprechende

Strahlen aller drei Biischel schneiden, geht auch der dritte

Kegelschnitt durch ihn hindurch. (IFiir die Punkte ;o gilt

dieser Schlufy nicht.) Weil endlich je zwei der drei Kegel-

sclimitte einen der Punkte P2 gemeinsam haben, schneiden sic

sich noch in weiteren drei Punkten 1$?, 1%, 1Y, welche die
gemeinsamen Schnittpunkte aller drei Kegelschuitte sind.

Es gibt also drei Punkte R{?, RP, R der Geraden [/,
welchen iiberhaupt ein Punkt 72, entspricht. Weil das fiir jede
Gerade der Ehbene gilt, liegen alle Punkte I, zu denen ein
entsprechender Punkt 72, existiert, auf einer Kurve 3. Orduung.

Der Verlauf dieser Kurve 5. Ordnung muli nun studiert
werden.

Wenn der Punkt R, in einen der Schnittpunkte der drei
Kreise fillt (I'ig. 3), etwa nach L2, so fallen auch die Punkte
0, @, und @; nach I}, Die drei Zielstrahlen nach 77, niim-
lich @, P,,. O, F,,, 5, schneiden sich dann ebenfalls in 72,

Zu einem Punkt R, der in einen Schuitbpunkt der drei
Nreise des Biischels filllt, existiert also ein zugehdriger Punkt 17,
und zwar fillt er mit £} zusammen in denselben Schnittpunkt.
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Folglich sind die vier Schnittpunkie des Kreisbiischels,
nimlich R,, 1}, und die beiden unendlich fernen imaginiiren
Kreispunkte (7, U, Punktc der Kurve 3. Ordnung.

Cillt ferner 13, in den Punkt P, so ist die Gerade I, I’
unbestimmt; @, kann ein beliebiger Punkt des ersten Kreises
sein je nach der Richtung, in welcher I, nach P, riickt; @,
und @, dagegen sind bestimmte Punkte des zweiten und dritten
Kreises. ), P,, und (), Py, schneiden sich in einem Punkt 72,
der, wie sogleich gezeigt wird, dem Punkt P, entspricht.
Denn verbindet man It, mit P,,, so erhilt man den bisher un-
bestimmten Punkt );; und dessen Verbindung mit I, gibt
die Richtung, in welcher 12| nach I, riicken mufi, damit ein
zugehiriger Punkt 2, existiert.

P, ist also ein Punkt der Kurve 3. Ordnung und ihre
Tangente in ihm ist bekannt. Gleiches gilt fir die Punkte
P, und Dy,

Mithin sind von der Kurve 3. Ordnung sieben Punkte 12,
-I,:,v (‘rl‘ Irl’ ])11'
niimlich 12, P,,, P,,. auch die Tangenten an die Kurve. Das
entspricht einer Kenntnis von zehn Punkten der Kurve, die
folglich mehr als geniigend bestimmt ist; und die auch daun
hinreichend bestimmt ist, wenn zufiillig neun von den Punkten
in der speziellen Lage wiiven, in welcher sie die Schnittpunkte
eines Kurvenbiischels sind.  Das umstiindliche Krmitteln weiterer
Punkte auf konstruktivem Weg ist keinesfalls notwendig.

Damit ist die Frage nach der Lage derjenigen Punkte 12,
zu welchen ein entsprechender Punkt 1Y, existiert, erledigt.
Soll nun ehenso einem Punkt R, ein Punkt 72, entsprechen, in
welchem sich die drei Strahlen @), P,,, ¢, P,,, ), P,, schneiden,
so mubl in vollstiindiger Analogie mit dem vorausgehenden It
auf ciner zweiten Kurve 3. Ordnung liegen, welche, wenn
auch mit anderen Tangentenrichtungen, durch dieselben sieben
Punkte I\, I, U, U, I,,. P,,, I, geht. Die noch fchlenden
zwei Schuittpunkte der beiden Kurven 3. Ordnung sind Lisungen
des Problems, da ihnen sowohl ein Punkt I, als ein Punkt 72,
zugehirt.  Thre Konstruktion fiihrt aufl eine Aufgabe 2. Grades

P, P,, bekannt und in drelen von ihnen,

L
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und wird mittels der Steinerschen Konstrulktion der gemein-
samen Ilemente von zwei projektiven Gebilden erledigt.

Ist ein Punkt /! eine Lisung der Aufgabe, so erfordert
die Konstruktion der Punkte 18, fi,, ¢/, ¢,, ¢, nur lincarc
Operationen. Im ganzen hat das Problem acht Gruppen
vou je zwel Losungen, also sechszehn Liésungen, die
mit Zirkel und Lineal gefunden werden kinnen?).

Weil im vorliegenden Fall die beiden Kurven 8. Ordnung
durch die unendlich fernen Kreispunkte gehen, vereinfacht sich
die Konstruktion der noch fehlenden zwei Schuittpunkte. Legt
man durch die vier Schnittpunkte 12, It;, P, I,, der beiden
Kurven 3. Ordnung ein Kegelschnibthiischel, so schneidet jeder
Kegelschnitt dieses Biischels jede der beiden Kurven 3. Ordnung
in noch zwel weiteren Punkten. Die Verbindungslinien dieser
Punkte bilden zwei Strahlenbiischel, deren Triger S und S je
auf ciner der Kurven 3. Ordnung liegen und die zu dem Kegel-
schnitthiischel und also auch unteremander projektiv sind. Ihr
Erzeugnis ist also ein Negelschnitt, auf welchem die Punkte S
und S' liegen und welcher durch die noch iibrigen {iint Schunitt-
punkte der beiden Kurven 3. Ordnung, nimlich P,,, U, U, und
die beiden gesuchten Schnittpunkte hindurchgeht; dieser Kegel-
schnitt ist, weil er durch die unendlich fernen Kreispunkte
U7, U, geht, der durch S, S und P;; gehende Kreis.

Die zu dieser Nonstruktion notwendigen Punkte S und '
lassen sich mittels zweier zerfallender Kegelschnitte des Biischels,
niimlich der Geradenpaare It P, 11, P, wnd I I, I, I’ er-
halten. Diese schneiden jede der Kurven 3. Ordnung in zwel
Punktepaaren, deren Verbindungslinien S bzw. S zum Schnitt-
punkt haben. Um den dritten Schuittpunkt einer dieser Ge-
raden, etwa von [¢, P, mit ciner der Kurven 3. Ordnung zu
finden, hat man auf die Untersuchung der Punkte 7!, einer
Geraden ! zuriickzugreifen, welchen iiberhaupt ein Punkt 72,
entspricht. Da fiir alle Pankte von I8, I, (mit Ausnahme
von P))) der Punkt @, nach IR, fillt, tritt die Gerade 12 P,

) Hierin sind auch die Nebenlisungen eingeschlossen, hei welehen
an Stelle einzelver Winkel 20 ihre Suppleniente trefen.
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an die Stelle des ersten der dret bet dieser Frage auftretenden
projeltiven Strahlenbiischel mit den Triigern I, P,,, L,,, und
nur die beiden letzten hestimmen einen Kegelschnitt, der durch
1l geht.  Dem zweiten Schnittpunkt dieses Kegelschnitts mit
der Geraden [P, entspricht als zugehiriger Punkt 72 der
dritte Schmttpunkt von £y P, mit der Kurve 3. Ordnung.

Legt man nun ein zweites Kegelsehnitthiischel durch die
vier Schnittpunkte 1, B, I, I,,, so liefert dieselbe Kon-
strulction einen zweiten Kreis, der den ersten in den zwei ge-
suchten noch fehlenden Schnittpunkten der beiden Kurven
3. Ordnung schneidet.

I folgenden gebe ich eimen analytischen Ansatz der Auf-
gabe, dessen vollstindige Durchfiithrung mir wegen rechneri-
scher Schwierigkeiten nicht gelungen ist, der aber immerhin
gestattet, das Problem auf die Lisung einer Gleichung zuriick-
zufiihren.

Iis sollen die Koordinaten von @; mit &, 5;, die von I,
nib &, 1, de von L mit gy, v bezelchnet, aulierdem die
Richtungswinkel der nach ; und 2%, fithrenden Radien «
bzw. i genannt werden (Fig. 2).

O sel der Riechtungswinkel der Geraden ) fiy.

Nach dem Satz vom Peripheriewinkel ist

T Ry M P =250

l

also
/i,' + 2 T — 1800 + i
T =;~1+ 2‘/,’]‘— ]800 N
Ierner ist
<)/~ (()ijl[—l)ik = Uy Mg
Also ist die Winkelsumme im Dreieck 176, P,
2 (,”t'h - 180° "/ik) —+ u;— i = 180°
"’{l;"‘*‘ 1800— .?. (?[1{"%— o; = O
"‘}z'l: == 7__1) (/(I'I;—}‘ (l,'+ 1800)

oder mit Beniitzung des obigen Ausdrucks f{iir 1

Sitzungsh.domath.phys, K1 Jabeg, 1912, 18

T MO Ly = < MPi= 175 4 180°— 9,
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. ay f 2
i == O -+ Gik -
. , Lo «
Da der Radius des durch ¢y gehenden Kreises i, == i
SN Ay

und die Abszisse seines Mittelpunktes @ coty 2; hekannt sind,
lassen sich jetzt die Noordinaten von ¢ und I angeben:

= « cotg 2, —}—4 —- COS
sn/

Iee

(t
N = 5 SIn (4
sin /.l

. t «
o = G cobg Ay - Gin i COS 1) == i) (cm li—cos (24 24

I —

¢ ..
Cip = csinggy = . osin (A 250,
sin 2; ST Ay

Die Koordinaten von ¢; sind dawmit durch die Veriinder-
liche «; ausgedriickt; Py ist ein fester Puankt.
Es soll nun die Gleichune der Geraden ¢, 1, aufvestellt.
™ (¥ >

Ly + ;’.'

dabel aber nicht «; selbst, sondern tg = | == 7, als veriin-

derlicher Parameter eingefithrt werden.

Yoo Fu tﬂ I)xh _ t(r (ul + / + G il:> == T + tg ik

L —— Uy 2 1 — LN tg Gin
]//:(1 '_71'tg(/‘ik)—wl:(.ri_*"tg (F l'lc) - 7.1'&(1 *—Trtgf/ il;)— ”H;(Ti *’tg(/ z/:i)-

Durch Tinsetzen von u;, und v und eine Reibe von trigono-
metrischen Umformungen der rechten Seite ergibt sich

B (=) (1 —ribg g o) = aa(ret-tg i)+ 20 (1 -reotg tg g ) = 0.

Tiir die neun Geraden Q; I, ergeben sich neun Gleichungen
dieser Form mit den neun Unbekanuten @, @, x5 v, ¥, Vs
T, Ty Ty Um dieses Gleichungssystem zu reduzieren und auf-
mlisen, lassen sich zwel Wege heschreiten.  Man kanu zu-
niichst dem Gedankencang der geometrischien Lisung folgen
und in zwel Schritten zuerst die drei Veriinderlichen 7, 7, 7
dann die vier Veriinderlichen z,, 2y, #,, », elbumieren,  Hie-

as
i



. Y
Uher eine dem Lumberischen 'roblem ete. 269

durch erhiilt man mit Lerehtickeit in Determinantenform die
Gleichungen der zwel Kurven 3. Ordnung, welehe als geome-
trisehe Orter fiie den Punkt /¢, bereits hekannt sind. Jedoch
die Aufstellung der Resultante 9. Grades dieser zwei kabischien
(ileichungen, der Nachweis, dali sic reduzibel ist, und die Ab-
spaltung  der siehen Wurzelfaktoren, die den geometrisch be-
reits belsannten Schnittpunkten der beiden Kurven 3. Ordnung
entsprechen, scheint fnlierst wmstindlich zu werden.

Hier soll ein anderer Weg cingeschlagen werden. Be-
werkt man, daly die zwei Veriinderlichen @ und 9, (fiir jeden
bestimmten Wert von £) nur in dret Gleichungen und immer
mitsanmen vorkonnnmen, so erhiilt man durch Ilimination dieser
drei Grofenpaare drer Gleichungen zwischen 7, 7, und 7, von
der folgenden Form:

]_‘Tltgflll: T]‘{*—tg'(/]]c l-{‘COtg;.]tgf/[k
) 17tz rtoga, 14 cotyiatgga, =0 (=125

J—T:iig"'/:;lc T:;‘;‘{'}_;"/:m 1+C(th2:zt;;"/:sic

Durch Entwickeln nach Klementen der letzten Reihe er-
uibt sich:
20 (L4 cotgdn te g [(rp — 72) (1 4 tg gak tg gux)
(L4 7ms) (bg gar — tg g2) | = 0
wobei die Summation nach zyklischen Vertauschungen der In-
dices 1, 2, 3 auszuftihren ist.
List man  diese drei Gleichungen (29 nach 17,7,

IH4-7,7, 1+ 7, 7, auf, so erhiilt man ein Gleichungssystem
voun folgender Form:

2%)

L4170 = a, (1, — 7)) + ty (g — 7)) + ay (v, — Ty
3) Ld-ry7, =1, (7, —75) -+ by (15 — )+ by (r,—1)
I+ 7,7, = €y (73 —7y) + ¢y (15 — ) -+ Cy (T1 —7,).
Diese Auflosung ist miglich, da, wie man sich leieht ither-
zengt, in der dabei auftretenden Nemnerdeterminante z. 1. der
Kocffizient von coty 2, nicht verselhwindet.

15*
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Die Emfithrung allgemeiner Koeffizienten ¢, 6, ¢ hat den
Ziweck, die umstindliche Auflosung des Gleichungssystems (27)
zu vermeiden; sie bringt jedoch den Ubelstand mit sich, dali
etwa vorhandene Ilelationen zwischen den Koeflizienten des
aufgelisten Gleichungssystems und mithin anch zwischen den
Wurzeln verloren werden kiunen und auch tatsichlich ver-
loren werden.

In jeder der Gleichungen (3) ist die Summe der Koeffi-
zienten von 7, 7, und 7, Null; man kann also die Bezeichnung
in folgender Weise iindemn:

T-f oty = (0 -+ )1, — a1, —ay 7y
3% by =—pfnu+ G0, — M
ltnrn=—pnn—nt+ 0 +mnn

oder auch
a) 147,75 = a, (1, — 7)) + a3 (7, — 75)
39 by 1+ 7,1, [ty — 1) 4 fy (1, — 73)
o) 1frnr, =y (ry — 1)+ 7 (1, — 1)
Durch Subtraktion der Gleichung (b) von (a) ergibt sich:
(—f—a) () — 1) ag (1, — 75) — [y (1, — 73)
= (—f, — Py — “2) (ry — T]) -+ ([’)3 - “3) (r; — 71:)

Ty = — By + @) + (y — ) ? : :

|

I

Ty (Tz - Tl)

H
TI'
Ehenso ergibt sich durch Subtraktion der Gleichung (c)

von (a):

T__, S TI
Ty = — (7'1 -+ Vet “3) —+ (;'2 - “2) i .
73 — Tl
. T, — T, .
Dureh Elimination von —*——-1 erhilt man:
S
2 1

[72 + (3'1 + 7 -+ (‘3)] [Ts + ([’)1 -+ ﬂs -+ ”2)] = (/';3 - “z) (72 - "2)
oder
Ty Ty - Ty (/;1 -+ ”:) + 7, (7'; + 9 <k ”:s) -+ A== 0.
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wo zur Abkiirzung

A=a,fy+ By et g bt frye vy B veos gy

gesetzt ist.
Vergleicht man diese Gleichung mit der ersten des Sy-

stems (3), so ergibt sich:

1) 1 (g o) 1 (A ) Gy A ) A — 1= 0.
Mittels dieser linearen Gleichung kdnnen die Gleichungen (3/)

so umgeformb werden, daB jede nur zwei Veriinderliche enthiilt:
1,1y (ay g )T (b ) A =0

D mnd Gt re)n+ @At r)n Tt
T+ Gyt ta)n Gy b 1A=

Diese drei Gleichungen sind nicht unabhiingig voneinander;

l

climiniert man niimlich aus zweien von ihnen die beiden ge-
meinsame Veriinderliche, so erhiilt man die dritte Gleichuny,
Yirst mit der linearen Gleichung (4) zusammen ergehen zwei
beliebige von ihnen wieder ein Gleichungssystem, das den
(ileichungen (3%) iiquivalent ist.

Nach diesen Umformungen kann man zur Elimation von
zwer Veriinderlichen 7, und 7, schreiten und eine Resultante
in 7, aufstellen.  Aus den beiden letzten Gleichungen (5) er-
hiillt man:

B (;'1 “’rf“z %— “3) T,

4 -+ (e T /')1 -+ ﬁ%)

L g/"fl jlf_ oy + )T, ;}— B

Setzt man  diese heiden Ausdriicke in (4) ein, so erhilt

man folgende Resultante m 7 :

- Gy )7, - .,
7, {1y + a, S - g
() ,1+<.7+m+ﬁ3) i+ o)
(/>’ +aq+a)r,

, d—1=0.
FGh b G !
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Diese Gleichung ist vom 3. Grade und ergibt drei Lissungen
der Aufwabe, indem sich zu jeder Wurzel der Gleichuug (6)
suniichst 7, und 7, und dann die iibrigen sechs Unbekannten
des Gleichungssystems (1) lnear und cindeutig berechnen lassen,

Der Widerspruch mit der geometrischen Lisung, nach
weleher die Resultante eine quadratische Gleichung sein miilile,
ist bereits oben begriindet worden; durch Kinfithrung der all-
vemeinen Noelfizienten i (3) oder (3) ist das Problem ver-
allgemeimert worden.  Die hier gegebene analytische Tiosung
witrde erst voll hefriedigen, wenn es geliinee, die rechnerischen
Schwierigkeiten zu iberwinden und die Resultante aul den
2. Grad zu reduzieren.



