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Uber einige funktionentheoretische Anwendungen
der Eulerschen Reihen-Transformation.

Von Alfred Pringsheim.

Vorgetragen in der Sitzung vom 2. Dezember 1911,

Bekunntlich hat Fuler in dem ,De transformatione
serierum® itherschriehenen Kapitel seiner Differentialrech-

J bedient, um eine
1+

Potenzreihe 2w, 2 inshesondere auch fiir Divergenz-sStellen o
zu ,suminieren®, priziser gesagt, in eine andere Reihe zu
transformieren, welche nach heutiger Ausdrucksweise die ana-
lytische Fortsetzung der urspriinglichen darstellt?). In der Tat
erweist sich die fragliche Transformation in einer Anzahl
zwar verhillfnismiifiig  spezieller, jedoch besonders wichtiger

nung!) sich der Transformation z =

und markanter Iiille als ein iiberaus einfaches und wirksames
Hilfsmittel, um die analytische Fortsetzung einer Potenzreihe
zu studieren, zumal wenn man statt der oben angegebenen die
(im folgenden ebenfalls schlechthin als [ Kulersche* Trans-
sy
ity zu
Grunde legt, unter s eine Dheliebige Konstante bzw. einen ver-
iinderlichen Parameter verstanden. Auf den Nutzen dieser
Methode habe ich bereits vor einer lingeren Reihe von Jahren
aufmerksam gemacht?®), vervtfentlichte jedoch damals lediglich
aus einer ganz bestimmten Veranlassung ein auf diese letztere

formation bezeichnete) etwas allgemeinere Form z =

I) Tnstitutiones calculi differentialis. Pars posterior, Caput . (In
der Petersburger Ausgabe von 1755, p. 281 )

%) Die Eulerschen Schliisse lassen sich, aunch bei Beschriinkung
von @ aul das reelle Gebiet und ohne Beniitzung des Begriffes der
analytischen TFortsetzung, durch Herstellung eines pussenden Rest-
glicdes legitimieren; s. Poncelet, Journ, f. Math. 13 (1835), p. 1 f.

) Math. Ann, 50 (1898), p. 158.
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beziigliches Iinzelergebnig, withrend ich von der vollstindigen
Durchfithrung und Publikation der im Anschlusse hicran bereits
angekiindigten allgemeineren Untersuchungen Abstand nahm,
da ungefiihr win dieselbe Zeit die Herren Fabry!) und Linde-
1617), vollig unabhiingig von mir und wohl auch voneinander,
auf die Beniitzung desselben Grundgedankens verfallen waren.
Erst aus Anlaly der von der Deutschen Mathematiker-Ver-
einigung im Jahre 1907 veranstalteten Iuler-Iestsitzung
kamen mir diese Untersuchungen wieder in Erinnerung, und
eine kurze Darstellung ihrer wesentlichsten Krgebnisse bildete
den Inhalt eines bei dieser Gelegenhelt von mir gehaltenen
Vortrages. Die betreffenden Resultate sind nun freilich in
der Zwischenzeit, seit ich die genannten Untersuchungen be-
gonnen, zumeist auch auf anderen Wegen gewonnen, zum Teil
sogar durch allgemeinere iiberholt worden. Dagegen scheint
mir die fragliche Methode bisher noch niemals geniigend aus-
geniitzt, andererseits allerdings in Bezug auf ihre Tragweite
gelegentlich auch fiberschitzt worden zu sein. Aus diesem
Grunde hielt ich es fiir zweckmiiiig, einmal ihre wichtigsten
Anwendungen in ausfithrlicher und systematischer Darstellung
zusammenzufassen. Geschah dies zuniichst auch nur fiir die
Ziwecke einer im laufenden Semester von mir abgehaltenen
Vorlesung, so hoffe ich immerhin, daf diese Darstellung auch fiir
weitere Kreise einiges Interesse bieten diirfte, als ein moder-
nisiertes Kapitel ,De transformatione serierum¥®, in wel-
chem eine Reithe bhemerkenswerter und fiir die Funktionenlehre
charakteristischer Siitze, mogen dieselben im wesentlichen auch
schon mit verschiedenartizen anderen, meist komplizierteren
Hilfsmitteln gefunden worden sein, aus einem vollig einheitlichen
Prinzip in moglichst elementarer Weise hergeleitet werden.

Zu einer vorliufigen Orientierung iiher den Gang und
die Ziele dieser Abhandlung diene im ibrigen die folgende
Inhalts-Ubersicht.

1) Par. C. R. 125 (1897), p. 1036. — Journ. de Math. (5), 4 (1898), p. 317 ff.
2) Par. C.R. 126 (1898), p. 632, — Acia Soc. Fennicac 24 (1898),
Nr. 7, p. 6 it
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Inhalts-Ubersicht.

§ 1. Der Konvergenzbereich der Eulerschen Transformation.

1. Die Form der Koeffizienten.
9. Die versehiedenen Miglichkeiten fiir die Gestaltung des Konvergenz-

bereichs.

3. Allgemeine Bemerkungen iiber die Tragweite der Fulerschen Trans-

b

T w

[or

ot

formation.

§ 2. Eindeutige Funktionen mit einer einzigen Singularitdt bzw. einer end-

lichen Anzahl singuldrer Stellen.

. S .
. Reilien von der Form X »*-a" (2 =0, 1, 2, ...).
. Reihen von der Form 3 g ()
. Digression iiber die Herstellung ganzer transzendenter Funktionen mit

N
L

, wo ¢(r) eine ganze rationale Funktion.

vorgeschriebenen Werten.

. Fortsetzung.

. Bin Hilfssatz aus der Theorie dm aganzen transzendenten Funktionen.
=]

. Rethen von der Form Lr/

. wo 4{(r) eine hichstens dem Minimal-
typus der 1ten Ordnung angehijrige ganze transzendente Funktion
bedeutet.

. Reihen von der Form X ¢(). ., wo ¢(r) einem Typus y >0 der

1ten Ordnung angehort.

. Besonderer Fall eines Hadamardschen Satzes iiber die Singularitiiten

. . . . Al S Wl p R
einer Reihe von der Form L a, b, a.

§ 8. Funktionen, welche in der Ebene mit dem geradlinigen Schnitte
- = o) reguldr sind,

. Koeffizienten-Bedingung fir das reguliive Verhalten einer analytischen

Funktion in der lings (1 - - o) zerschnittenen Ebene.

1’ Sy

. Reihen von der Form X 0r—a) "0 (x =1, 2,3, ...).

. Reihen von der ¥orm 3 ( 1 ) s

Vv —u

. Rethen von der Form ‘5‘ i ( o tPT L q At

&}

. Anderer Beweis fiir die andamental-igenschaften der in Nr. 4 be-

trachteten Reihen.
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§ 4. Uber den Zusammenhang der analytischen Funktionen mit den
Anfangs-Elementen >, @, 0, o und Y ja, 2", 3 b a”

Andere Auffassung der Kulerschen Transformation.

. Verallgemeinerung der Kulerschen 'I'ransformation zur Darstellung

. T fu . NI W LT
von Reihen der Form La,,l),_ a.

Der Satz tiber die Zusammensetzung der Singulavitiiten fiir den be-
sonderen Fall, daB «, eine hochstens dem Minimaltypus der
1ten Ordnung angehdrige ganze Funktion ist.

Uber die Unmoglichkeit, den Satz in seiner Allgemeinheit lediglich
mit Hilfe der in Nr. 2 angegebenen Transformation zu beweisen.

Jehandlung eines weiteren lesonderen Falles des fraglichen Natzes.

§ 5. Potenzreihen, welche den Einheitskreis zur natirlichen

Grenze haben.

. Herstellung einer zweekmiiBligen hinreichenden Bedingung fiir den

singuliiren Charakter einer heliebigen Stelle des Konvergenzkreises.

. Fortsetzung.
' . R Lo —om,
. Reihen von der Form X« «™,  wo lim > 0.
v r—e m,
m,
. Reihen von der Form XJa, 2”7, wo lim- = — o,
.

r=w ¥V
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$ 1.

Der Konvergenzbereich der Eulerschen Transformation.
1. Bs besitze die Potenzreihe
) [ (@) = Yra.a
0

cinen endlichen Konvergenzradius, welcher ja dann ohne
wesentliche Beschriinkung = 1 angenommen werden kann.
Ferner werde mit s eine von 0 verschiedene, im iibrigen ganz
beliebig zu denkende komplexe Zahl bezeichnet und eine neue
Variable 2z durch die Substitution cingefithyt :
(2) =" also:z= —

14z S —u

so dafy also aus (1) resultiert:

(wmn—za(+)%a+w§%ww(fjﬂ

1+
Diese Reihe konvergiert in der vorliegenden Anordnung
dann und nur dann, wenn?):

€

b ose

<1, also: 1>
Z |

114 2

und die letztere Beziehung ist offenbar a fortiori erfiillt, wenn:
1 1

D 1 —1> s, d. h 'z ——

) 1] SR

also fiir alle # im Innern eines Kreises um 2z —= 0 mit dem

) Hitte die Reihe (1) statt des Konvergenzradius 1 den Konver-

genzradius 1!, so wiirden an die Stelle der Ungleichungen (4) und (5)
die folgenden treten:

ll

. |
== 1 1 |- chill <1 [ 2] = - e
|7 =S ERRE S RIS
1 \l_*_ I
und alle weiteren Schliisse bleiben bis auf die hieraus erwachsende
Moditikation unveriindert.



16 A. Pringsheim

Radius QO—_——]; —. Da fiir den auf der Peripherie dieses
14 s,
Kreises liegenden Punkt z = TR ls] sich ergibt:
_ | gl
x| = = =1,
s

» | 1
(L4-1s) (1'— 14{_‘8“\)(
so 1st unter allen mdglichen Kreisen um den Punkt z == 0,
welche ganz in den durch Ungleichung (4) definierten wahren
Konvergenzbereich der Reihe (3) fallen, der durch Ungleichung
(5) definierte der grofite.
Entwickelt man die Glieder der Reihe (3) nach Potenzen
von #, so wird zuniichst:

(7 1 >1'+I— i, (_ 1);, . (), + ;). R — i/- (~_ 1)}. (,, + ;) .
1=/ 5 . ol

WO _(lt;)'

o+ 2= = o,

und daher:

F@) = (1+ 2 Yran s X5 (= 17 (4 4 ), - 2+

(6) ! '
= (14 2) - DXva, s 2 (— 1) 7 (4), -2

0 7
Da die Reihe (3), also auch (6), fiir ,e'i<,9'<1+ 5
gleichmiifiig konvergiert, so gestattet der Welerstralische
Doppelreihen-Satz, die Reihe (6) nach Potenzen von 2z zu

ordnen, etwa:

, A . 1
@ =0+a S (e < 1),

0

also, nach Riicksubstitution von x:

@) [(x)=- :,(, : ?;’ Ai(s) - (s f ;,;)l (fﬁr: {gx < I +11 § )
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Fiir die Bestimmung des Koeffizienten 4;(s) von 2% ist
maligebend, dali nur dicjenigen Glieder der Reihe (6) einen
Beitrag mit dem Faktor 2% liefern, fitr welche 2>, also
» <1, so dab sich ergibt:

©) A () = 3 (— 1Y (Dotrs” = 3 (— 1Y (D s 55—

fir 2 =0, 1, 2, ... (also inshesondere A4,(s) = «,).
Der vorliufige Konvergenz- und Giiltigkeitshereich der
Entwickelung (7) ist durch die Bezichung

z | 1

C i < =
) s§—x <l—f— s |

gegeben. Der wahre Konvergenzradius o resultiert anderer-
seils aus der Gleichung:

(10) fl) = lim 1/ A (5)

< L=

so dafi also unter allen Umstiinden die Relation besteht:

(11) lim 1’7 A; () <1 s].

L=>

2. Um die Gestalt eines durch eine Beziehung von der I'orm

z |
— <o
s —
charakterisierten Bereiches zu erkennen, gewinnt man duarch
die Substitution:

z=1£&49yi §=o0-}1i,
et . .
je nachdem o 5 1, eine der folgenden drei Beziehungen:
Q a 2 a H R
. 06 \° ot \°_fo-1s8\*
(12a) (&4 - sy ,;) < =), wenn: o <1,
1—¢? l1—¢®) "\1—p¢* )
9 s *
(12D) gf + 7y <= .. 0=1,

1S E e g\ e 0 B
( c)( aﬁ~1)+<’f e b ey . 0>l

Sitzungsh. d.math.-phys. KI. Jahrg, 1912, 2
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. 1 . .
Fir den speziellen Fall: o = — " nimwmt zuniichst Un-
— S

gleichung (12a) dic Form an:

T e+ s U T s et s 2+s)’

somit ist der durch Ungleichung (9) definierte Minimal-Kou-

vergenzbereich der Rethe (7) das Innere eines Kreises it

dem Mittelpunkte:

1 — 5
¢ = . :
2 5|
und mit dem Radius:
1 =i S
I = ik 5
2418
1

Da ¢ den absoluten Betrag ~<» und den Rich-
s

2
. —5 . . . .
tungskoeffizienten - besitzt, so liegt einerseits der Punki

p K

=0 1m Inuern des Kreises, andererseits der Mittelpunkt ¢
auf der ritickwiirtigen Verlingerung des Strahles Os. Da ferner:

e 4 r=1,

so berithrt der betreffende Kreis. den wir kurz als den Kreis (¢, )

Lezeichnen wollen, den Kreis |2z =1 im Punlte » =
S
von innen und schueidet den Strahl Os noch in einem Punkte /.

dessen Entfernung vom Nullpunkte durch die Beziehung

< s

Ol =r— | ==

S
24 s
gegeben ist. Der Punkt s liegh also aufierhallb des Kreises

Jener Kreis (o, #) ist aber offenbar daun der wahre Non-

. . & . — S . .
vergenzhercich der Rethe (7), falls die Stelle - eine singu-
S :
liive fir f(r) = Y a2 ist. Aber auch nur in diesem Fallo

- : . -8 . ;
Ist nitmlich /() reguliiv im Punkte 2 = , 50 it offen-
s )
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Sz

bar das gleiche fir ]‘(1 ) als Funktion von # in dem ent-

sprechenden Punkte:

x ]
b2 :<5’/—-1}>J':~h (1.1].4——‘1—{_181.

B

Dann mubs aber der wahre Konvergenzhereich der Reihe
20 A;(s) - 2% der sich ja bis zu einem Grenzpunkte des Regu-
laritiitshereiches von f zu erstrecken hiitte. einen Ra-

1+ 2
1 .
: — ist.
14+ s

Hieraus gewinnt man mit Riicksicht auf die Beziehung (10)

unmittelbar das folgende wichtige Krgebnis:

dius besitzen, der grioler als

Die notwendiye und hinveichende Bedinging dafii, daf

der Punltl = = s on stnguldrer fiir 35, a ist, lautel
)' -
(] 3) him 17 A,(S‘) =14+ s.
L=
Und, wenn man speziell s = — ¢/ setzt:

Dic notwendige wind  hinveichende Dedingung  dafiir,
dafp dey Punlkt z == ev% cin singulirer [iir Y, a2 isl,
besteht in der Dezichung :

i | 1
(4) Jhm 1l di(—e)) =lim 2D, i =2,
r=w ‘ L= | ) '
1

Ist nun g>1: 1 aber mmmerhin noch o <1, so tritt
- |

an die Stelle des Kreises (e, #) ein Kreis (¢'. ») mit den Be-
stimmungsstiiclken :

2

(1-3) CI _ — 0—2 .8 ,)-‘ Q . S‘

- ‘;
1—o0 IT—on%

und der oben mit 4 bezeichnete Schunittpunkt riickt auf dem
Strahle 05 nach derjenigen Stelle ', welche bestimmit wird
durelr die Beziehung : '
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16 V= —lc|=_7 - s <} s
(16) == 2o s <)
Zugleich mufli aber
i<t

sein, da anderfalls der Einheitskreis ganz in das Innere des
Kreises (¢!, #) fiele, somit nicht der wahre Konvergenzbereich
von Y a2 wiire. Darnach mufi also stets sein:

0 i - 1
1*+? ) S < 1 )
d. h.

i
—- . - 1/ L -
(D - lm 1V Adi(s) >|s —1.
o l=mw [
Diese Beziehung gibt somit im Falle |s§ >1 eine oberc
Schranke fir den Konvergenzradius o (so dafi n diesem
te) =

Tralle
1 1
<< ).
s F1SeS 5 )
Tm Falle ' s <1 findet cine analoge Beschriinkung nicht
statt, da ja dann ohne seiteres

T ;
| it s <1
ausfillt.
Lifit man in Gleichung (15) o gegen 1 Lonvergieren, so
wird » = o, withrend gleichzeitig der Mittelpunkt ¢’ auf der

viickwiirtigen Verlingerung von 0s ins Unendliche riickt und
(s. GL (16)) o' =1 s wird. Der Kreis artet also in diesem
Falle in eine (Gerade aus, welche auf 0s im Halbierungspunlkte
senkrecht steht. Als Konvergenzbereich der Reihe (7) erschein
dann diejenige von der genannten Geraden begrenzte Halh-
ehene, welche den Punkt z = 0 enthiilt.

Genau dasselbe Resultat wiirde sich offenbar aus der aul
den Fall 0 = 1 beziiglichen Gleichung (12b) ergeben.
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Als notwendige und hinreichende Bedingung fiir dus Kin-
treten des IMalles o = 1, also fiir die Konvergenz der Entwicke-
lung (7) in einer den Punkt z = 0 enthaltenden Halbehene
urgfbt sich sodann nach Gleichung (10) die Beziehuny:

i
(18) lim V| 4: ()| = 1,
i=w
welche offenbar insbesondere stets dann befriedigt wird, wenu
die | 4; (s)| unter einer endlichen Schranke bleiben.

In dem mnoch iibrig bleibenden Falle o> 1 konvergiert
nach Gleichung (12¢) die Reihe (7) fir alle  aulierhallh
des Kreises (¢!, #') mit den Bestimmungsstiicken:

0 L
19 ¢'=-" -8 7= a5
(19) o — 1 o —1

Der Mittelpunkt ¢’ liegt jetst also auf der (direlten) Ver-
lingerung des Strahles 0s und zwar wm so entfernter, je
weniger o die Minheit hersteigt. Das Konvergenzgebiet ent-
hiillt (wegen: |¢' = o -»">»") den Nullpunkt, zugleich aber
auch den Punkt z = =, withrend der Punkt s wieder aufier-
halb liegt (nimlich, wegen :

. 0
¢ =
o+1

in das Innere des Kreises (¢f, ») fillt).

ls| < si,

Wiichst o ins Unendliche, so konvergiert ¢' nach s, wiih-
vend #° unendlich klein wird. Der Konvergenzhereich der
Reihe (7) besteht also in diesem offenbar durch die Beziehung

(20) Tm /4 )] =0

ryr=v

charalterisierten Falle aus der gesamten z-Ebene mit einzigem
Ausschluls der Stelle s, welche ja eo ipso fiir die Reihe

AP0 ( i )

S—X



s A. Pringsheim

cine singulire sein mull. Da aber schon auf dem Ninheits-
kreise, als dem wahreu Wonvergenzbereiche der Reihe Y a,ar,
mindestens eine singuliive Stelle liegen muli, so ist das Kin-
treten dieses Ialles nur mdéglich, wenn s selbst der Peripherie
des Einleitskreises angehrt: mit anderen Worten, die Bezie-
hung (20) kann, wenn iiberhaupt, nur dann zustande kommen,
falls o8 st Weiter unten wird gezeigt werden, dafy sie
bei ganz bestimmter Beschatfenheit der @, auch wirklich statt-
findet.

3. Als Hauptresultat der vorstehenden Betrachtung ergibt

frs

sich also, dali die aus der Rethe Y ra.a” durch cine Nuler-
0

sche Trausformation hervorgehende Reihe

flz) = \_\ 5 }j_‘,/ A (s) - (S i T) v
b (17 0 bt

einen durch die Bezichung

- ; Sy
.s'i_[f <p= (lim 1/} A;(s) )
i=
charakterisierten, stets also den Punkt @ = 0 im Innern ent-
haltenden Konvergenzbereich besitzt, der durch cinen — in
gewissen Grenzfillen (s. Gl (18), (20)) in eine unbegrenzte Ge-
rade bzw. einen Punkt ausartenden — Nreis begrenzt wird
und der, sofern nur jene Zahl o das ihr zustchende Minimum
o iiberschreitet, ither den urspriinglichen Konvergenz-
-
kreis = =1 der Reihe X a,2 allemal hinausrvagt, fir
0>1 sich sogar ins Unendliche erstreckt. Da die betref-
fende Reibe in jedem innerhalb ihres Konvergenzberciches lie-
venden abgeschlossenen Bereiche ihrer Natur nach stets gleich-
miiiig konvergiert, so liefert sie also eine analytische Fort-
setzung von > a,w”, gerade so, wie die Transformation von
>iuya i oeine jabgeleitete® Potenzreihe (Taylorsche ormel),
von welcher die vorliegende Methode unter geeigneten Um-
stinden merkliche Vorteile bietet: einmal, weil jeder der Koeffi-
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zienten 4y (s) nur cine endliche Anzahl von Koeffizienten «,
enthiilt (niimlich Z 4 1) und infolgedessen ciner Abschiitzung
des infinitiiren Verhaltens weniger Schwierighkeiten hereitet, als
die stets alle «, enthaltenden Koeffizienten der Taylorschen
Reihe; sodann aber, weil sich das Konvergenzgebiet eventuell
ins Unendliche erstreckt (was ja bei der Transformation
durch die Taylorsche ormel niemals ecintreten kann). Selbst-
verstiindlich wird es immerhin nur bei besonderer Verteilung
der singuliiven Stellen mdglich sein, durch geeignete Wahl bzw.
Variation des Parameters s Entwickelungen zu gewinnen, deren
Konvergenzbereich ein unendliches oder auch nar einigermaiien
ansehnliches Gebiet der Ibhene umfafit. Und es bedarf wohl
kawn der Bemerkung (welche ich lediglich 1m Hinblick auf
cine spiiter {§ 4] zu machende Anwendung nicht unterdriicken
mochte), daf es im allgemeinen nicht moglich ist, durch
irgend eine Wahl des Parameters s eine heliebig angenommene
Stelle w, dem Innern oder auch nwr der Grenze des Konver-
genzbereiches cinzuverleiben.  Man iiberzeugt sich leicht, daf
es schon in Illen fulierst einfacker Avt (z. B. wenn der Ein-
heitskreis drei oder mehr ungefihr iquidistante singuliive Stellen
enthiilt) ausgeschlossen erscheint, eine Iiulersche Transformation
herzustellen, deren (ju allemal die Stelle @ == 0 i Innern ent-
haltender) Konvergenzkreis auch nur so weit reicht, wie der-
jenige eciner passend gewithlten Taylorvschen Entwickelung.
Dagegen wird sich der Nutzen der Bulerschen Transformation
inshesondere dann hewiihren, wenn die Singularitiiten der Reihe
2o a2 und ihrer analytischen Fortsetzung durchweg in einer
den Punkt w =0 ausschliefienden Halbebene liegen.  Hierhin
gehdren die in den heiden folgenden Paragraphen behandelten,
esonders einfachen und priignanten Fille.
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§ 2.

Eindeutige Funktionen mit einer einzigen Singularitidt bzw. einer
endlichen Anzahi singuldrer Stellen.

1. Eine Potenzrethe von der Form

-
20 fu(x) = Y- (x=0,1, 2, ..)

1
besitzt den Konvergenzradius |z = 1 und deliniert, wic leicht

erkannt wird, eine rationale [Funktion mit dem Nenner
(I —2)yt'. Denn man hat zunichst:

fo (:U) = 1’_&}
und sodann:

L@ =a- - Df,(x), [,@) =z Df(z) usf,

so daly also f.(«) durch »-malige Anwendung der Operation
z- D, aus f,(x) entsteht, woraus sofort die Richtigkeit der
obigen Behauptung hervorgeht.

Fiir unsere weiteren Schliisse erscheint es indes-.u erforder-
lich, die Form der rationalen IFunktion f.(x) genauer festzu-
stellen, was sich mit Hilfe der Kulerschen Transformation
leicht bewerkstelligen lat. Daber erscheint es auf Grund der
zuvor gemachten Bemerkung itber den Charakter von f. ()
von vornherein angezeigt, den Parameter s = 1 zu wiihlen.

Setzt man die vorgelegte Potenzreihe in die Form:

=z i‘ o417,
0

folz) = o i]» pe e gl
1

so findet man durch Anwendung der Formeln (7) und (8)
(p. 16, 17) auf die Reihe ;’(r 1)
. . & z \H
(22) [o(z) = }(:_,” A5 (1 o a)) ;
W0

(25) AY A1) =Y (— 1y (B (4 1y (speziell: A = 1),
0
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Um die Natur der Koeffizienten A% nither zu hestimmen,
bemerke man, dafy fiir »>1, »>1:

v o P ‘yl
18— (-D/ e )tz()
und daher:

)' N
@24) AP =D~ (L (— 1) (. c("‘l"“>t_“= D {et (et — 1YY, -
Die Formel gilt iihrigens, wegen:
. e 2\t
N P A S [ e
fO("l’)'—l_x_)“—f ~ l_x
auch noch filr = = 0 (bet A>1), wenn man dem Symbol
D™y die Bedeutung von y bheilegt.
Hiernach ist aber offenbar A{ identisch mit dem Koeffi-

s

zienten von —; in der Mac Laurinschen Entwickelung von
!
¢ (e — 1), so dali also: .
. . w1
25) At —1y =Y ] A .,
=~
Da aber andererseits:

o o . t e 2
et (et — 1) :(1+ B ..T_...>.¢/-.(1_+_2!_}_§2 _}_...> ;
so folgt, duli die betreffende Entwickelung als niedrigste
Potenz von ¢ das Glied # (mit dem Koeffizienten 1) enthiilt

und daf: die Koeffizienten aller hoheren Potenzen reelle posi-
tive Zahlen sind. Man findet somit:

I AP =0, wemn x <1Z,
(26) l 1

P

I AP =1, A reell positiv, wenn x> 2,
so daB also:

(‘37) et (C’t b 1)/ = i’% AE/) .

Infolgedessen reduziert sich aber die Entwickelung (22)
(wegen: A = 0 fiir 2> ) auf die folgende:

(28) @) = 3 ap () -
0 == ’

z
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also auf cine ganze Fanktion (x -F 1) Grades von 1 b

reellen positiven Koeffizienten A1, Die letzteren geniigen

itherdies fiiv jedes elnzelne Z==1, 2, 3, ... bei veriinderlichem
x>/ der Relation (27), aus welcher sich noch ergibt, dali:
(29) 0< AP <l efe — 1.

9

2. Die vorstehende Betrachtung lilit sich ohune weiteres

o

auf Potenzreihen 20 a, 2 iibertragen, bei denen jeder Koeffi-
1

zient «, ein und dieselbe rationale ganze Funktion von »
1st, etwa:
a,=g0) (»r=1, 2,3, ...,
wWo: . "
] g(y) = Y ey,

O

(30)

Alsdann wird zuniichst:

@ P n i 7~
};‘J,v (t, B = va (}_}/ czr") Y = >_}z [ (L. » ‘,,:"),
[§]

1 1 0 1

so daff mit Beniitzung von Gleichung (28) resultiert:

0 m 5 T 41 m n 7 R
@) sonw =Sy A () = 8 (e ar) |
= A\l—x . 5 i~z
1 0 n 0 A /
Man erkennt leicht, dafs dieses Resultat auch umkehrbar
b
ist, d. h.: Enbwickelt man eine ganze Funktion (w4 1)t

Grades von 14'-- nach positiven Potenzen von x, so lassen
—

sich die Koeffizienten dieser Entwickelung stets in die Form 4 (r)
setzen, wo ¢(y) eine ganze rationale Funktion ate? Grades vou y.

s handelt sich nun darum, das vorstehende Resultab aunch
auf den Fall auszudehnen, dafi an die Stelle der rationalen
ganzen Funktion ¢(y) eine transzendente tritt, so dal also:

w
w, = (), wo jetzt g(y) — Y»c.y* eine bestiindig konvergie-
]

rende Rerhe bedeutet. Ilierzu ist vor allem zu bemerken, dali
die blofze Aussage, die Koeffizienten «, sollen in der Form einer
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canzen transzendenten Funktion g(v) darstellbar sein, vollig
hedentungslos ist, da es stets (unendlich viele) ganze tran-
szendente Funktionen g(y) wibt, welche an unendlich vielen,
heliehig vorgeschrichenen Stellen y. mit der einzigen Hiufungs-
stelle % beliebig vorgeschriehene Werte Y., insbesondere also
an den Stellen 1, 2, 3, . .. die als villig willktirlich zu
denkenden Werte «a,, «,, a,, ... aunehmen, so dali also in der
Tat @, = ¢ () wid.

Teh machte zuniichst diese Gelegenheit bentitzen, um iiher
die Herstellung einer solchen ganzen transzendenten Funktion
g(y) (wo: g(y,) = Y,) die folgenden Bemerkungen zu machen.
Die Losung dieser Aufgabe lLifit sich ja ganz unwmittelbar
mit Hilfe des (ilteren) Mittag-Lefflerschen Theorems
(ither Darstellung eindeutiger Funktionen mit vorgesehrichenen
Singularitiiten) bewerkstelligen und wird auch gewohnlich in
dieser Weise ausgefithrt?). s ditrtte indessen logisch natiir-
licher und methodisch einfacher erscheinen, bei der Behandlung
der fraglichen Aufgabe, deren Ziel ja doch lediglich cine Uher-

far)

tragung der Lagrangeschen Interpolationsformel auf ganze
transzendente Punktionen ist, die Analogie mit dieser letz-
teren in den Vordergrund zu stellen und demgemiily die Lisung
divekt an den Weierstralischen Produlit-Darstellungssatz an-
zukniipfen, statt den Umwey ither den merklich komplizierteren
Mittag-Lefflerschen Satz zu nehmen?), umw so mehr als von
diesem letzteren hier nur ein ganz spezieller Fall (niimlich
Darstellung einer Funktion mit lauter einfachen Polen) ge-

1) 8. 2 B. Guichard, Ann. Fe, Norm. (3), 11 (1884), p. 427. —
Pho I BoJourdain, Journ. £ Math. 128 (1905). p. 209. — Einen nach
neinem Dafiivhalten recht wenig glieklichen Versueh, die fragliche Auf-
gabe unabhiingly von dews Mittag-Lefflerschen Theorem zu erledigen,
mitehte D Cazzaniga, Ann. di Mat. (2), 10 (1850—82), p. 279.

%) Bel I W. Osgood (Iehrbuch der Funktionentheorie I, 1907,
P 480) wird das fragliche Resultat aus einem sogar noch komplizierteren
Satze hergeleitet, dern.a. 0. als Mittag-Tefflerscher Anschmiegungs-
satz® bezefchnet wird, Fs ist das derjenige Satz, weleher in der betref:
fenden Mittag-Lefflerschen Abhandlung (Aeta Math. 4, 1884, p. 43)
als Theorem B erscheint,
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braucht wird. Und withrend die Herleitung jenes speziellen
(itbrigens fiir die gewdhnlichen Anwendungen besonders wich-
tigen) Falles aus dem allgemeinen Mittag-Lefflerschen
Satze eine verhiiltnismiifiig umstiindliche Rechnung erfordert,
so erscheint er umgekehrt in dem vorliegenden Zusammenhange
als eine ganz unmittelbare Folgerung aus jener verallgemei-
nerten Liagrangeschen Interpolationsformel.

3. Die Austithrung der vorstehend angedeuteten Methode
beruht auf einer uaheliegenden Verallgemeinerung eines he-
kannten, fiir die Produkt-Darstellung der ganzen transzendenten
Funktionen grundlegenden Weilerstrafischen!) Satzes, niimlich:

Versteht man unter . (r = 1, 2, 3, . . .) elne un-
begrenzte I'olge von 0 verschiedener Zahlen mit der
einzigen Hiulungsstelle co, unter p, (v =1, 2, 3, . . )

eine Folge ganz beliebiger positiver Zahlen?), so lassen
sich stets (unendlich viele) Folgen von natiivlichen Zah-
len e, so bestimmen, daiy die Reihe

x - Tm, 41
$op Y
1 Y

in jedem endlichen Bereiche (und dann eo ipso gleich-
mifig) konvergiert.

1} Weierstrafi, Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funk-
tionen.  Abh. aus der Funktionenlehre (1886), p. 16 == Werke, 2, p. 92.
(NB. In dem ersten Abdrucke dieser Abhandlung [AbLh. der Berliner
Akademie, 1376) wird der fragliche Satz nicht bewiesen, sondern nur
anzgesprochen und durch das Beispiel w, = » — 1 verifiziert.)

%) Die p, konnen inshesondere mit » ins Unendliche wachsen (was
bel der hier beabsichtigten Anwendung des Satzes geradezu als Regel
anzusehen ist). Bleiben die p, unter einer endlichen Schranke p, so fillt
offenbar der im Texte aunsgesprochene Satz mit dem gewdhnlichen Weier-

y o myetd RN TINRUNE S
Y, | Py

@»
strafschen zusammen (wegen: }_J]),,
]

r | /
Dagegen wilre es schon notwendig, auf die Tin Texte gegebene
allgemeinere Form des Satzes zu rekurrieren, wenn man bei der Produkt-
Darstellung einer ganzen Funktion jede mehrfache Wurzel durch cine
entsprechende Potenz des zugehirigen Tinearfaktors, statt wie hel
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Beweis. Ist fiir irgend ein bestimmtes m >0 die Reihe

& [ 1 m1
Z"}h Sl
1 [ Yv |

konvergent, so gilt bei jedem endlichen Werte von y das gleiche
fitr die Reihe:

@ g w1l
SORE
YDy — |
] s Y | ’

so daly die Annahme m,>m der gemachten Aussage geniigt.
Ist die obige Voraussetzung nicht erfiillt, so Lilit sich,
wegen lim gy, = %, zu jedem noch so grofien #>0 eine

yY=w

natiirliche Zahl % so fixieren, dali:
(32) Vel g jyi<r, »>un.
[

- -1 . . -
Bedeutet dann 250, irgend eine konvergente Ileihe mit
positiven Gliedern, so folgt aus den vorstehenden Ungleichungen,

daly die fragliche Reihe fitr [y <w (gleichmiibig) konvergiert,
wenn die e, so bestimmt werden, dali:

]‘ my 41
VL ((‘) < (J,,‘]V
d. h, g

(33) m, +1>1gC, +lgp,.

IHiermit wiire der Ixistenzbeweis von Zahlen m, der
verlangten Art in einer fiir den hier vorliegenden Zweck voll-
stiindig ausreichenden Weise geliefert.  Doch michte ich, so-
fern es sich um eme wirkliche Bestimmung solcher Zahlen m,
handeln sollte, noch folgendes hinzufiigen.

Weierstraf durch eine entsprechende Anzahl verschieden bezeich-
neter, aber gleichgeltender einfacher Lineurfuktoren in Rechnung
stellen will.  Denn es liecgt ja keinerlei Grund vor, den Fall auszu-
schliekien, dall die Multiplizitiit der Nullstellen mit dem Index iber alle
Grenzen witchst.  (Dies ist zuweilen ibersehen worden — s. 7. 11 Bier-
wann, Theorie der analytischen Tunktionen [1877), P 304.)
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s ist ohne weiteres klar, dafi man durch sukzessive

- . e . . ! —1
Heranziehung immer schwiicher konvergierender Reihen o
(etwa: O = ¢, "o, v (lg)'Fe ust) die untere Schranke fir

die i, bestindig herabsetzen kann. Immerhin wird man
bei diesem Verfahren, wie langsam auch die gewiihlte Ver-
gleichsreihe 207" konvergieren moge, stets eine wesentlich
hohere Schranke erhalten, als in Wahbrheit erforderlich 1st, da
ja bei der oben angewendefen (dem entsprechenden Weier-
straischen Verfahren genau nachgebildeten) Schlufiweise die
Voraussetzung lim |y, = o in hchst unvollstindiger Weise

p=

(niimlich ausschlieilich in Form von Ungleichung (32)) aus-
geniitzt wird, ganz ohne Riicksicht darauf, dafi die besondere
Art des Anwachsens der |y, auf die Konvergenz-Chancen der
Reihe und somit auch auf die passende Normierung der ue,
einen mafgebenden Binfluf ausiiben mulit). Selbstverstiindlich
kann es sich bei einer in dem eben angedeuteten Sinne vor-
runehmenden  Vervollkommmung der Formel (33) nicht etwa
um die Gewinnung eines wivklichen Minimums fiir die m,
handeln (da die Lxistenz eines solchen nach Lage der Sache
ausgeschlossen crscheint, sofern nicht cin konstantes m, >0
schon das erforderliche leistet). Vielmehr wird es bel der Aul-
stellung einer ,moglichst vorteilhaften® Formel zur Be-
stimmung der s, lediglich darvauf ankommen, den Einflufy des
Anwachsens der y, insoweit zur Geltung zu bringen und
die Auswahl der €, in der Weise zu treffen, dal eine gewisse
formale Einfachheit des Endresultates nicht aunf Kosten miog-
lichster Verschiirfung verloren geht.

Iis bedeute nun o einen iibrigens beliebig klein anzunch-
menden, positiven echten Bruch, %, (v =1, 2, 3, . . .) eine
Folge positiver Zahlen, welche nur den beiden Bedingungen
zu geniigen haben:

1) Man wiirde infolgedessen aus der Formel (33) niemals entnehmen
kinnen, daf bei hinlinglich starkem Anwachsen der 3 sehon die Wikl
eines paszend gewihlten konstanten my = 0 fir den heabsichtigten Zweck
ausreichend erscheint.
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S <p
©4) o 2

(unter % cine beliebig grofe positive Zahl verstanden). Wird
dann » >0 beliebig grofs angenommen, so ist die Reihe

y ‘m],-{—l

tir [y |<» offenbar konvergent, wenn die m, so hestimmt
werden, dafi zum mindesten von irgend einem bestimmten »
abh die Bezichung besteht:

Lol R

2 y,,; ito?

anders geschrieben:

w41 3
']/1' ' > ]71+’J . ,j,“
r k.

) D07 : Py p\'"Te L P
und diese Beziehung wird | wegen A > 1, also P > /
Uy (Y i

a fortiori erfiillt sein, wenn:

o o
U; el =, g ])1' e
r ’ k. ’

d. h.
lg 4 1g
0, y 1 > | . Ly
n, - (I + 0 lg o), —lur

= (1 4 ()) . ]_A* R— "

Wie groli man auch » angenommen hahen moge, so mul
sich, wegen:
) lg »
Iim . ® =0
y=x Ig ,1/)"

o

b

ein e so fixieren lassen, daly i v > g0
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g7 <%, also - E -
Ig |y, gy 1t
lg .|

Die fur die fragliche Konvergenz ausreichende Bedingung
(85) ist daher wieder a fortiori erfiillt, wenn irgend ein
n > m existiert, derart, daB fiir » > n:

]0 )v-}—l()‘] 1 : 1%”*}"‘1%]/),
R T T e

oder auch, wenn man noch

=al.
1—o

\.

=14+ -—=1-+¢
1—0

setzt, wo also & einzig und allein der Beschriinkung unterliegt,
positiv zu sein, schlief3lich:

lg» 4 1g Dr

e, +12(14 &) - 1”_—1/’1 Z’.

(36)

Will man hieraus noch einen mdaglichst kleinen ganz-
zahligen Wert als untere Schranke fiir m, ableiten, so er-
gibt sich, wenn man den (im vorliegenden Zusammenhange
eigentlich kaum noch in Betracht kommenden) Fall ausschliefzt,
dafi der Ausdruck auf der rechten Seite von (36) unter einer
endlichen Schranke bleibt, mit Riicksicht auf die Willkiirlich-
keit von e:

1(“ 3 _{, 10_ Y

(37) 51

m, +1>1(14 &) - 5]

(wo das Symbol [z] die grilite in « enthaltene ganze Zahl
bezeichnet 1)).

1) In dem oben ansgeschlossenen Falle hiitte man den auf der
rechten Seite von (36) stehenden Ausdruck duarch eine ithm gleiche oder
dariiber liegende ganze Zall zu ersctzen, so dafi sich also er-
ceben wiirde :
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Dabei steht es nach Ungleichung (34) noch frei, k, = p.
wu setzen, falls die p, endlich bleiben (wie insbesondere im
WeierstraBischen Falle) oder héchstens so ins Unendliche
wachsen, wie (Ig )%, so dafi dann die Formel (37) die ein-
fachere Gestalt annimmt:

ley
(38) iy, 12> [(1 -+ &) IWD - }
D ‘7/’!

4. Um jetzt eine ganz transzendente Funktion (7(2) her-
zustellen, welche an den Stellen y,. (wobei der IFall, dafi die 0
unter den ¥, vorkommt, vorliufig ausgeschlossen werden mag)
die Werte Y, annimmt, bilde man zuniichst (ganz analog, wie
bei der Herleitung der Lagrangeschen Interpolationsformel)
eine ganze Funktion P(y), welche die Stellen y, zu einfachen
Nullstellen hat (die iiberdies, was fiir die Praxis zuweilen
nitbzlich ist, noch beliebig viele andere Nullstellen haben dart).

Man hat sodann:
Ly ) .
e = I Yn),
<.’/ — Y/ y=y, )
wo I'(y,) von Null verschieden und daher:
)‘r" . Z)(!/) [ = Yn fl“ .7/ = ;'/'l
L) y— yn | =20 fitr 'y = 4, und » § n.

Hieraus wiirde sich fiir die gesuchte Funktion (7 () sofort
der Ausdruck ergeben:

m, = [(14¢)- x

Nimmt man etwa speziell: y, = . und setzt (siche im Texte):
F,=p,, so wird darnach:
m, = [(L+4¢) - m],

EE . 1
d. h. schliefilich, das es freisteht, & <= " anzunehmen: m, = m, so dal

also unsere Forwel hicr wirklich den kleinsten fiir m,, zuliissigen
Wert liefert,

Sitzungsb. d. math.-phys, K1, Jahrg. 1912. 3
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= Y, P
29 GQ)= Sy - ;
39) ) 21‘ PRys) 4~
falls diese Reihe in jedem endlichen Bereiche gleichmiibig kon-
vergierte, was
1 —1 o
AL Y ' and  lim Y =0
‘1/ Sak yr yr 1_ ’/ W= ,//v
Yr

wegen {

nur dann der Fall wiire, wenn die Reihe
& | JG 1
2P
konvergent ist. Ist nun aber diese sehr spezielle’) Bedin-
gung nicht erfillt, so lilt sich die Konvergenz der Reihe
durch passende Zusatz-Funktionen herbeifithren, welche im
iibrigen offenbar nur den beiden Bedingungen zu geniigen haben,
m Endlichen durchweg regulir zu sein und den Wert der
Reihensumume an den Stellen y, nicht zu alterieren. Man er-
kennt aber ohne weiteres, dali dieser Zweck in denkbar ein-
fachster Weise erreicht wird, wenn man jedem Reihengliede
(nicht, wie beim Mittag-Lefflerschen Satze einen Zusatz-Sum-

. [/ l)l), "
manden, sondern) einen Faktor von der Form ( ) hinzu-
i,

fiigt,®) nachdem man auf Grund des zuvor bewiesenen Hilfs-
satzes die Zahlen m, so bestimmt hat, daB die Reihe

1) Selbst wenn die y, so beschaffen sein sollten, daf Y, "

konvergiert, so konnen ja dic Y, und die reziproken Werte der P'(y,)
sitmtlich oder teilweise mit » ins Unendliche wachsen,

) Mit Hilfe eines solchen Konvergenz-Faktors lassen sich die
Welerstrafischen Funktionen £ («), p(n) in tiberaus einfacher Weise
einfithren, ohne das Mittag-Tefflersche Theorem zu beniitzen oder,
wie zuwellen in der gleichen Absicht geschieht, von der Partialbruch-
Reihe fiir p* (1) ausgehend, durch Integration zu p (1), (1) zu gelangen.

Setzt man, wie iiblich:

'
RYIRD) 2rm = m
. R
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@ 74 : m, 1 ©. Yv 1 " my,
I L 1-[ v , also auch: 2 50 o iy
TPy D S AN

bestiindig konvergiert. Durch Multiplikation der letzten Reihe
mit dem in jedem endlichen Bereiche endlich bleibenden Faktor

[EdON
11— yi
I

ergibt sich sodann, dafi die Reihe

o Yo PG [\
10 6w =% pry 0 ()
( ) th r (!/1') Y—Y \Ur

in jedem endlichen Bereiche absolut und gleichmiibig konver-
giert und demgemiili eine ganze transzendente Funktion darstellt,
die tiberdies firy =y, (v =1, 2, 3, . . .) den jedesmal vor-
geschriebenen Wert Y, annimmt. Die Gleichung (40) Liefert
also die gesuchte Verallgemeinerung der Lagrangeschen Inter-
polationsformel. Fiir den Fall, daf zu den mit %, bezeichneten
Stellen noch die bisher ausgeschlossene Stelle y, = 0 mit der
Vorschrift &/ (0) = Y, hinzukommt, hat man der Reihe (40)
offenbar nur noch das Anfangsglied

Y, Iy
: Py oy
hinzuzufiigen.

~ \ 3
AR L
g0 hat man wegen der absoluten Konvergenz der Reihe p2 <')' )
«
" )
nach der im Texte gegebenen Vorschrift zur Frzielung der erforderlichen
i
Konvergenz der Reihe 2

"

H—aw, bei gleichzeitiger Erhaltung des Re-
ey

9
. . . 3 - .
siduums 1, jedem Gliede nur den Falktor ((;’ ) hinzuzufiigen.
)
1
Setzt man sodann:

: 1 S 1 w2 1 — 1 ° 1
) = e 2l e o) o e B s ]

u +u, v ”'_'(')/r v @y + . _{ @, .

so folgt durch Differentiation:

— =, -}—ZJI((fl 5 — 1 ) = p{u).
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Ferner ist evident, dak man aus Gleichung (£0) durch
Division mit dem Faktor P{y) (welcher in diesem Falle so zu
withlen ist, dali er ausschlieflich die (einfachen) Nullstellen
¥, hat) den obenbezeichneten einfachsten IFall des Mittag-
Lefflerschen Satzes erhiilt.

In demjenigen besonderen Falle, welcher den Ausgangs-
punkt dieser ganzen letzten Betrachfung bildet, nimlich: Her-
stellung einel ganzen branszendenten Funktion g (), welche
fiir y = » (r = 1, 2, 3, ...) belichig vorgeschrichene Werte «,
annimmt (s, p. 27), hiitte man als ganze Funktion I’ (y) eine
solche mit den Nullstellen y = 1, 2, 3, . . . zu koustruicren.
Dieser Forderung wiirde zuniichst durch die Annalime

. 1 ) 1
Pyy =~ Fe(— =",

Yy Ty l(—y)
geniigh. Offenbar triigt es aber sehr wesentlich zur Vereinfachung
des Endresultates bel, wenn man, im Anschlusse an eine zu An-
fang dieser Nummer gemachte Bemerkung, der Funktion P (y)
noch die Nullstellen 0, — 1, — 2, ... hinzufiigh, so dal also

Py =sinay Py)=macosrva =(— 1)a=a

resultiert und daher die gesuchte, der Bedingung ¢ () = «,
geniigende ganze Funktion die Form annimmt:

(\‘Ll) !/(.U) = 'IZ Sin Ty ir<_— 1))' . (ll: o .<!/)’”|'-

M 1 y__f‘: )

Dabei sind die m, so zu wiihlen, daf die Reihe

V" 1/ my, -1
2 “*"(',,> |

bestiindig konvergiert; man hiitte also speziell e, = 0, wenn
o, .
schon die Reihe 3 —  konvergieren sollte?).
»

1) Dieser hbesondere Pall der Formel (41) findet sich schon bel
E. Borel, Par. €0 R.127 (1898;, p. 1001; s auneh J. Hadamard, L

série de Taylor et son prolongement anulytique, p. 27,
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5. Aus den vorstehenden Ausfithrungen erwiichst nun die
I'rage: Welchen Beschriinkungen hat man die ganze transzen-

% . "J\ .
dente Funktion g(y) zu unterwerfen, damit die Reihe 2v (v) - @,
!

welche ja im Falle eines rationalen y(y) eine rationale
==
canze Funktion definiert?

Zur Beantwortung dieser Frage ist es notwendig, auf einen
[ilfssatz aus der Theorie der ganzen transzendenten I"unktionen
zu rekurrieren, wobei ich mich der von mir in einer Arbelt
iiber diesen Gegenstand?) heniitzten Terminologie hedienen will.

Ich sage?), eine ganze transzendente Funktion ¢(y) sei
vom Typus y der Ordnung o (unter y und o positive Zahlen
verstanden), wenn bei heliebig kleinem & > 0:

vanze unktion von = erzeugte, eine transzendente

g R Ay oy ¢ e Tl hra e
(42) g () [ <ot fiir alle ‘lnnhmg'hd'x glof.,fen W,
| >0 2% fiir gewisse heliebig grofe y.

Steht nur die Existenz der ersten dieser heiden Unglei-
chungen fest, so sage ich, es sel y(y) hischstens vom Typus »;
und, falls an die Stelle eines positiven 3 die N ull tritt, falls also:

(43) g(y) <et v fiir alle hinlinglich grofien y,

es gehore ¢(y) hochstens dem Minimaltypus der Ordnung o
an. Insbesondere wird also die letzte Bedingung allemal dann
erfullt sein, weun y(y) einer niedrigeren Ovdnung als der
der Ordnung o angehirt.

@D
Ist nun ¢(y) = 2#c,y% so finden bekanntlich sehr ein-
0

fache Beziehungen statt zwischen dem infinitiren Verhalten
der Koeffizienten ¢, und dem Ordnungstypus von g(;)*). Da
es sich in dem vorliegenden Zusammenhange nur um den
besonderen Fall o == 1 und um eine einzige der fraghichen

1) Math. Ann. 58 (1904).
2) Aoa. O, p. 264,
3 8.z Boaca. O, p. 266 1, p. 337 41
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Beziehungen handelt, so will ich zur Bequemlichkeit des Lesers
deren fiir den genannten Spezialfall besonders einfach sich
westaltende Herleibung hier angeben. Hs handelt sich dabel
um den Beweis des folgenden Satzes:

Ist ¢(y)  2#c.y” hochstens vom Typus y der Ord-
¥]
nung 1, so hat man:

B
(44) lim /! ‘527“ <M.
=
Dieses Resultat gilt auch mnoch fiir y = 0, i welchem
Falle man offenbar den oberen Limes durch den Limes
schlechthin ersetzen kann und nur das Gleichheitszeichen Gel-
tung hat. Es wird also:

(45) lim 1/ ! Cz[ = (),
wenn ¢(y) hochstens dem Minimaltypus der Ordnung 1
angehort?).

Beweis. Die Voraussetzung besagt, daly zu beliebig
kleinem >0 eine positive Zahl Il existiert, derart dal:

i/ Coyr <Lty fir: y|> R..
0

1) Wie aus dem Gange des Beweises unmittelbar ersichtlich ist,
tritt an die Stelle dieser Beziehung die priizisere:
#
lim |/ =te, =7
=0
wenn ¢ (y) wirklich dem Typusy angehtrt und demgemiis auch der
zweiten Ungleichung (42) geniigt.

2) Der letzte Teil des Satzes wurde mit wesentlich komplizierteren
Hiltsmitteln zuerst von Herrn Poincaré bewiesen (Bull. Soc. Math. de
France 11 [1883], p. 138. Die dort gegebene unvollkommenere, insbeson-
dere fiir den hier vorliegenden Zweck nicht geniigende Formulierung

S
limxle, =0

=W

Lt sich ohne weiteres durch die Formel (45} des 'T'extes ersetzen).
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Infolgedessen hat man nach dem Cauchyschen Koeffi-
zientensabze:

coyt | Lty iy > 0L

Nimmt man jetzt:

x> 1+ ) L, also 0 >R,
7+ &
v, . . . ~
so steht es frei, in der letzten Ungleichung y = oo
L. . b
sctzen, so dafi sich also ergibt:
PN :
G < ‘ ) <ot (fir: x> (y 4-¢)- 1)
Yoo
und sodann:
Fed -
e <y ey
p |

somit schlielich :
' P
7 e
lim " e, <y.
“ =7
Da aber nach einer bekannten Formel?):
o rd
lim - x! =1,

v %

so ergibt sich, wie behauptet:

1) Dieselbe folgt unmittelbar aus der Stirlingschen Nitherungs-
formel, kann aber auch ohne dieses Hilfsmittel in verschiedener Weise
ganz elementar abgeleitet werden; s. z. B. a. a. O., p. 267; auch: diese
Berichte 32 (1902), p. 169, p. 297. Noch einfacher mit Hilfe des be-
kannten Cauchyschen Grenzwertsatzes, wonach:

* pz-}—]

. /S .
lim l P, = lm .
= =7 “

falls der rechts stehende Grenzwert existiert. Man hat nur zu setzen:

also:
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o
(44) lim 7! e, | <y
n=w -
Die angewendete Schluliweise bleibt aber bestehen, wenn
v = 0 gesetzt wird. Man findet dann genau, wie oben:

3

1 e e fiir: x>e- R,

»?
{
also :

lim “ 1 e, =0,
=5l
und schlieilich mit Beniitzung der angefiihrten Hilfstormel :

.
(45) lim V! e = 0.
="
6. Dies vorausgeschickt kinnen wir jetzt die zu Anfang von
Nr. 5 aufgestellte Frage durch den folgenden Satz heantworten :

Die notwendige und hinrcichende Bedinguny  dafiir,

w
daf die Reihe 2va,z" eine ganz transzendente Iunltion
H
ron definiertty, bestelt darin, daff dic a, sich in
l—z ’ '
der Torm g(v) darstellen Tassen, wo g(y) cine Lichstens
dein Minimaltypus  der Ordnung 1 angelirende  ganze
transzendente Irunktion bedeutet®).

1) Anders ausgesprochen: eine eindeutige Funktion von = mit der
einzigen und zwar wesentlich singuliizen Stelle » = 1. Bine solche ist
zaniichst in eine bestiindig konvergicrende Reihe nach Potenzen von

1
—, also auch nach Potenzen von

1—
1 e @
1 —a T1—ua’

o o i
}_,’ «, x =0,
1 w=0

ohne konstantes Glied entwickelbar.

und zwar, wegen

2} Der betreffende Satz riihrt im wesentlichen von Herrn (i, Faber
her. Vor ihm hut Herr L. Leau nur gezeigt, dafi die Reihe D) g() - ",
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Beweis. Wir beweisen zunichst die Notwendigkeit
der fraglichen Bedingung. Sei also

(16) G (x) = i::’ , <1 i x)z:w

cine bestiindig (4. b. mit Ausschlufs von = 1) konvergierende
w

Reihe, Yo« 2" ihre Entwickelung in der Umgebung von z = 0,
1

so ist also zu zeigen, dafi eine dem Minimaltypus der Ord-
nung 1 angehirende ganze Funktion g(y) existiert, derart
dali g(v) = a,.

Tntwickelt man, um zuniichst die Form der Koeffizienten a,
zu bestimmen, jedes Glied von & (x) nach Potenzen von z, so
ergibt sich (vgl. mutatis mutandis Gleichung (6), p. 16):

G(2) = 37 by Yo (v - A); - arHtt = 30, S (), - @t
[§] 0 0 /‘.
“7) i %
1

mV
s

falls g(y) von niederer Ordnung als der ersten, auf dem Iinheits-
kreise lediglich die singulive Stelle @ =1 hesitzt (Journ. de Math. (3),
5 {1899], p. 888). Terr I"aber hat diese Aussage dahin pritzisiert, dal
die durch jene Reibe definierte analytische Funktion @berhaupt nur
die (se. wesentlich) singuliive Stelle @ = 1 besitzt (Math. Ann. 57 [1903],
p. 574) und hat insbesondere auch die Umkehrbarkeit des betreffen-
den Satzes nachgewiesen (a. a. O) p. 378). Mit diesem letzteren Beweise
stimmt der im Texte gegelene fiir die Notwendigkeit der in Irage
kommenden Bedingung im wesentlichen i{iberein, Immerhin darf viel-
leicht hervorgehoben werden, dafi der betreffende Beweisansatz, der hei
Herrn I'aber mebr wic ein schr sinnreicher und gliicklicher Kunstgrift
erscheint, in dem vorliegenden Zusummenhange sich mit einer gewissen
logischen Notwendigkeit ganz von selbst ergibt. Andererseits diirfte
der im Texte gegebene Beweis fiir den hinreichenden Charakter der
fraglichen Bedingung noch etwas einfacher sein, als der entsprechende
Fabersche und hesitzt auferdem den Vorzug, dafi er zugleich einen
&

expliziten Ausdruck fiir die ganze transzendente Funktion von
—u

mit dem Anfangs-Element D> g (r) - " liefert.
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WO
—L' o

48) ) v (1-1) ‘1'-(1'4—1)...2-1
_bo—fbl.Iij 15 +b’1‘ 1)

Bezeichnet man jetzt mit ¢(2) zuniichst vein formal die
tolgende Reihe:

(49) .f/(y)z-bo+b171’+b”§’/ LT (/11)) ,(-’/;’i*‘UJr,,,,

so besteht zuniichst die Identitiit:

y0) =,
und es bleibt zum Beweise der ausgesprochenen Behauptung
nur zu zeigen, dafi die Reihe (49) bestindig konvergiert und
ihre sodann unter ¢(y) zu verstehende Summe fiir alle hin-
linglich grofien y einer Beziehung von der Form

gy <oy
geniigt.

Wird nun eine positive Zahl » beliebig grofi ange-

nommen, so hat man fir y <u:

y-(y—1.. ;(?/:l’i]) <7';()‘+1)...(7‘+r—1)
1.2 ...» 1-2...»

:;‘(1 +":1>... (1 ; "'Vl><,.,,

<sofern nar: 1 4 g —) <y, d. h.r> 1), woraus unmittelbar

hervorgeht, dai die Rethe (49) bestindig und in jedem end-
lichen Bereiche gleichmiifiig konvergiert, folglich eine ganze
transzendente Funlktion ¢ (y) zur Summe hat. Setzt man sodann:

yly—10. .y +r—1)

g y) = yuly) + L b, 1. ,

m—-1

wo also ¢, (y) eine ganze Funktion mter Grades hedeutet, so
folgt zuniichst:



EBulersehe Reihen-Transfornation. 43

lyl-Gyl+D...dyi+r=1
1-2 [ O]

g L. Y

m-+1
Da die b, als Koeffizienten der bestiindig konvergierenden

»
Reihe (46) der Grenzbhedingung lim 1710, = 0 geniigen, so

r="n
lilit sich zu beliebig kleinem ¢>0 die Zahl m so fixieren, dafs:

¥

118,

£

& .
< - fiir: »>m
1+ ¢ '

und daher:

| oy (g D). (ylEr=1) [ e\
g < gu) |+ Y (o 1 .,..(W )( , >

m-+1 L-2 > l+e

1 vl
< -’/”'(.’/) +( o I:' = ym(!j) +(1‘i‘f‘) Y
50) +e

(9
=c¢ ¥ { y,,.(;y):_*_ <1+_f> .'/'}.
ey e

: e\l
Da 1.j;"-<1, also: lim (1 ::— &> = 0, ebenso auch

y =»

m 20 _ g

1/=:n'(3t"y !

so liBt sich It so fixieren, dafi die KlammergriBe des letzten
Ausdruckes (50) fiir ¥ > It die Einheit nicht iibersteigt und
sowmit, wie zu beweisen war,

(51) gl <e- v fir: ly >R

sich ergibt. Darnach erscheint also diese Bezichung in der
s : : . , N :
Tat als eine notwendige Bedingung dafitr, dafli die Reihe

w

. . Z
Y g() - 2" eine ganze transzendente Funktion von 1
; —Z
definiert.

Um jetzt nachzuweisen, dafi diese Bedingung auch eine
hinreichende ist, wenden wir auf die fragliche Reihe
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(B2) [ty Y- wr=we rgr+1) - ar, worg(y) =Y ey,
1 0 0

die Kulersche Transtormation (mit dem Parameter s = 1) an,
so da sich (nach p. 16, 17, Gleichung (7) und (8)) ergibt:

(5) rw =S (2)7

WO

~

A A (D) =3 (D (D g 1)

S (1Y (D Y e+ 1)

|
g8 2k~

C. Z" (— 1)’ . (/)) . (,, _+__ 1)”’

<

also mit Berticksichtigung von Gleichung (23), p. 24 :

o
Ay =Y, AP,
0

wo die A% a.a. O. diskutierten Kigenschaften besitzen. Dar-

nach ist aber (s p. 25, Gleichung (26)):
AP =0 flir: = <<2,
so dafi sich schlieflich ergibt:

(>4 4; = 2:/ €, - AP,

Da y(y) nach Voraussetzung hichstens dem Minimaltypus
der Ordnung 1 angehdrt und infolgedessen auf Grund des
Hilfssatzes der vorigen Nummer (p. 18, Gleichung (45)):

»
lim [7%! ¢, =0,
o
so lift sich eine untere Schranke fiir 2 so fixieren, dab fiir
u >l
B

[ Lo <, also: ¢, | <

38

x!
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und daher nach Gleichung (27), p. 251):
|/ ?\ 1 () o ot pf 1).
]A;_,<Lz:/“/i;. cer o= ¢ (8 — 1),
)t
also zuniichst:
i
lim V1 4; | <e—1
l=®
und, da es freisteht ¢ unbegrenzt zu verkleinern, schlieflich:
i
oo . v o .
(55) lim 1/ 4, = 0.
h=w

Somit ist die durch die Eulersche Transformation aus

® . ® z -+

Yy (r) - 2" hervorgegangene Reihe Y32 .4, - 1 cine
—x

1 1

ganze transzendente I"unktion von i

sprochene Satz nunmehr bewiesen ist.

womit der ausge-

7. Auch wenn die Koeffizienten der Reihe 20¢(») - 2 nicht
hochstens dem Minimaltypus, sondern emem Typus y >0 der
ersten Ordnung angehoren, lassen sich gewisse Aussagen iiber
die Singularitiiten der durch jene Reihe definierten analytischen
Funktion machen. Dabel mag noch vorausgesetzt werden,

,
dafy die Beziehung lim |/ ¢(r) =1 stattfindet, also die Reile
r=w
29 ()@ wieder den Konvergenzradius 1 besitzt. (NB. Das
letztere wiirde niimlich aus der blofien Zugehorigkeit von y(y)
zum Typus ;7 der ersten Ordnung noch nicht folgen: denn aus

g (r) et liefe sich nur schliefien, dat lim 1/ ¢ () <.

»

Andererseits kann sehr wohl lim |~ g(#)| =1 sein, ohne dafi
r=
1) Man kounte auch statt (27) die Ungleichung (29), p. 26 beniitzen.
Dann ergibt sich:

Al =ele - 1);' Nt = 5 .,"_ ((a == 1)8);' usw.
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bei Beriicksichtigung ganz beliebiger Werte von y eine andere
Beschriinkung, als die durch die Ungleichung |g(y) | <<e@+9-iv]
gegebene besteht. Man setze z B. g(y) = ¢, so wird fir

alle positiven y, insbesondere also auch fir y =1, |g(y) =1
v
und daher lim 17 ¢(») =1; dagegen fiir negativ-imaginiire ¥,
r==u
also y = —i-|y , ergibt sich: g(—i y ) = ¢"1¥1] so dafs

g (i) wirklich dem Typus y der ersten Ordnung angehort.)

Es Dbesteht nun der folgende Satz:

Ist lim 17 g() =1, auferdem g(y) - Yo e
O

P=22

1\ . .
com Typus y = lg <1 + ) dev ersten Ordnuny, so ist
0

f(@) == 2 g () - & cindeutiy und regulir fortsetzbar iiber
1

die Halbebene links von dey Vertilalen durch den Punkt

=1, wenn o =1; cbenso idiber dus ganze Gebict
o . ryy 5 o*

auferhall des Kreises mit deme Mittelpunkt = i wind
PR,

O

¢

dem Radius -

- -, wenn o > 1.
0% -—1

Auf Grund der vorausgesetzten Zugehorigkeit von ¢ ()
zum Typus y der ersten Ordnung und des Hilfssatzes p. 36
(s. die FuBnote zu Gleichung (44)) hat man niimlich:

lim [t ¢, | =7

s o x= B

und somit, bei Annahme einer hinlinglich groflien unteren
Schranke fiir 2, sobald x> 1:

C 1 .
el = (e (wo: lim &, = 0).

Z! r=w

Wird dann wiederum ir{/(r}-x" vermittelst der Kuler-
1

® il
schen Methode in Y3 A, (1 v 7‘) iibergefiihrt, so hat man,
0 T

wie in der vorigen Nummer (s. Gleichung (54)):
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| 4] = | o AP
| i

- i L AP () = et — 1 (5. p.25, GL2T))
/
und daher: ;
(56) lim l/1 A, <e—1=

L= -0

Alles Weitere ergibt sich dann aber unmittelbar aus den
Betrachtungen des § 1, inshesondere aus Gleichung (18) und
(19), p. 21.

8. Der Satz der vorletzten Nummer gestattet gewisse schon
von Hern Faber!) bemerkte Verallgemeinerungen, die ich
hier nur anfiihre, um daran noch eine bemerkenswerte Folge-
rung zu kniipfen.

Hat die Funktion f(z) mit dem Anfangs- Element Y yra,
l

w

statt @ =1 die einzige singuliire Stelle x = «, also Y » «, o” 2
1

wieder die einzige singulive Stelle # =1, so hat man:

=g(»), also:a, = <i> gy (),

wo ¢ (y) eine ganze Funktion, und zwar eine rationale vom
Grade m, wenn « ein Pol (m -+ 1)*r Ordnung von f(x), eine
hichstens dem Minimaltypus der Ordnung 1 angehorende tran-
szendente, wenn « eine wesentlich singuliire Stelle —
und umgekehrt.

Ist nun f,(z) eine eindeutige Funktion, welche im End-
lichen nur eine endliche Anzahl von singuliiren Stellen «,
(*=1, 2, ... p) hat, so lifit sich mit Hilfe des Laurent-
schen Satzes jeder der Stellen «, eine ganze (rationale oder

r— «,

transzendente) Funktion G, (5 3 > zuordnen, derart daf

') Ao a0, pe 877, 880.
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v 1 ) .

@) —3w= G, — - —) im Endlichen durchweg reguliir und
L z— 5 5
1

o,
somit eine ganze Funktion (f(x) (eventuell eine Konstante)
ist, d. h. man hat:

fole) = 31 6, (m L)t ew.

. 1 . .
Da sodaun G, < -~ — -] in der Umgebung von z = 0 eine
z

—a,
(TN
Entwickelung von der Form > B ) S () - ar, G (x) eine
“
solche von der Form

Yoala <wo lim 17| a, | = 0)

r— @
besitzt, so ergibt sich, daf die Koeffizienten der Entwickelung

fol2) = L. a,xvt) die Form haben:
57w o= (1) o+ e
I 7

2 o}
Umgekehrt definiert eine Potenzreilie Y v ¢, «”, deren Koeffi-

1
zienten sich in diese Form setzen lassen?®), cine in der ganzen
Ebene eindeutige und bis auf die p singuliiven Stellen « = «,
# =1, 2, ... p) und eventuell®) = = oo reguliire Funktion.

Ist nun £,(x) eine Funktion derselben Art mit den singu-
liren Stellen f; (A =1, 2, ... q), zu denen eventuell noch
w == o hinzutreten kann, so hat man, wenn gesetzt wird:

w
fi () = );w b, x”, analog:

(B7h) b, = Z/ (“) <Dy () A D (wo: lim lj/ b | = ()),

=

1) Es ist offenbar keine Beschriinkung der Allgemeinheit, wenn wir
f, (0) = 0 annchmen.

2) Dabei ist matiirlich unter ¢, (y) allemal eine rationale oder
hochstens dem Minhmaltypus der Ovdnung 1 angehirende transzendente
ganze Funktion zu verstehen.

9 Dohowenn die o nicht siimtlich Null sind.
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unter 7; (y) ganze Funktionen derselben Art, wie die g.(y)
verstanden.

Alsdann lassen sich aber auch ither den Charakter und
die Singularititen derjenigen Funktion F'(z), welche definert
ist durch das Funktions-Element:

(58) I'(x) = )f_,: a, b,
1

ganz bestimmte Aussagen machen. Man hat zuniichst:

g » 1 \" .
b, =37y ( /1-> g (00 B () F 6
1 1 7 ya

(59) 1 wo:

. NSRS AN =y
6 o=by <u,) c 0. (1) -+ a, 21/ </’/> () an b,

1

Da nun jedes der Produkte . (v) - 2; (») wieder eine ganze
Funktion ist, und zwar eine rationale vom Grade e, +n;, wenn
¢.(y) eine solche vom Grade mi,, h;(y) vom Grade n;, dagegen
in jedem anderen Falle eine transzendente, die hochstens
dem Minimaltypus der Ordoung 1 angehidrt; da ferner ¢, offen-

;
bar der Relation lim 1/ ¢, = 0 geniigh, so folgt, dafi I(x)
p—
eine eindeutige Funktion ist, welche 1m Endlichen keine andere
singuliiven Stellen hesitzen Lkann, als solche von der Form
2 = a, ;. Und zwar wird irgend eine bestimmte dieser Stellen,
z. B. a, ff;, allemal wirklich eine singulire sein, wenn fiir
keine andere der Stellen «,f; die Gleichung a.f, = «a, f, er-
fiillt ist. Sollte dies niimlich der I'all sein, so ist es moglich
(aber keineswegs notwendig), dafy die von den Bestandteilen

der Reihe Y @, b, & herrithrenden Singularitiiten sich gegenseitig
1

aufheben. Zugleich erkennt man, dufi die Stelle «,f, ein

b N .

Pol von der Ordnung m + »# + 1, wenn «, und f, Pole von

Sitzungsb. 4. math.~phys. K1 Jalrg, 1912, 4
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der mter bzw. nter Ordnung sind?); daly dagegen « i, eine
wesentlich singulirve Stelle, wenn mindestens eme der
Stellen a,, g, diesen Charakter besitzt.

Man findet auf diese Weise den folgenden besonderen Fall
eines weiter unten (s. § 4) noch unter allgemeineren Voraus-
setzungen zu erdrternden IHadamardschen Satzes:

Werden dureh  die Tunktions- Llewmente 25 a, a”,
b zwer eindentige Tunklionen definiert, deven jede
ine Iondlichen nur cine endliche Anzall singuldrer Stellen
a, bzw. iy besitet, so definiert auch  die Potenereihe
Yo, boar cine eindeutige  Funktion, deren  singuliire
Stellen ausscllicplich von der Iorin . pi; sind.  Dabei
ist w, By cin Pol, wenn beide Stllen o, und fi; Pole
sind, andernfalls eine wesentlich singulive Stelle; Tann
Jedoch cine Stelle reguliiven Verhaltens sein, wenn [iiv
, A die Deziclang  stedifindet :

‘

irgend cin Werlepaar x

=, /))/ .

L [P0

$ 3
h .
Funktionen, welche in der Ebene mit dem geradlinigen Schnitte
(1...~ ®) regulér sind.

1. Definiert die Reihe 20 @, «” cine analytische Funktion /(2.
welche In der lings (1 ... o) zerschnittenen Ebene regulis
ist, so folgt aus den Betrachtungen des § 1, dafi ' (x) in jeder
den Nullpunkt enthaltenden Halbebene, welche von einer durch
den Punkt 1 gehenden Geraden begrenzt wird, mit Hilfe der
Eulerschen Transformation dargestellt werden kann. Wis
fanden nun frither die Beziehung (Gl (18), p. 21)

A
Jim - _A,‘.(H). =1

|
r=m

1) Eine Annullierung des Poles o py ist natiirlich nur dann moc-
lich, wenn fiir iroend ein anderes Wertepaar », 2 auller der Beziehwn
a,fp; = ay fiy auch noch feststeht, dal «, f; gleichfulls TPole, und duli
iiberdies: w0, = m~n, wenn m,~1 und »; -1 deren Ordnung -

zahlen bezeichnen,
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als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, da 2Ja, 2"
veguliiv fortsetzbar ist iiber eine den Nullpunkt enthaltende
Halbebene, deren Begrenzung eine auf der Strecke Os im Mittel-
punkte senkrechte Gerade bildet. Diese letztere mubi anderer-
seits den Kinheitskreis schneiden, im iutiersten Falle ihn be-
riihren, da ja keinesfalls der Einheitskreis als wahrer Kon-
vergenzbereich der Reihe 2,2 ganz in das Innere jener
Halbebene fallen kann. Soll die Grenzgerade durch den Punkt 1
gehen, also 0s durch eine vom Punkte 1 aus gefiillte Senk-
rechte bzw., wenn s reell, im Punkte 1 halbiert werden, so
hat man offenbar |s — 1 =1, also:

9
(60) el =2 cos;-.‘-’

Ist sodann die oben angefithrte Bedingung erfiillt fiir alle &
a<d< 4 a, so dafi also jede durch den
Punkt 1 gehende Gerade als Grenzlinie dienen kann (abgesehen
von der reellen Achse, da ja die Wahl & = £ 7, also s = 0,
bei der Fulerschen Transformation ausneschlossen erscheint),
so folgt, dafi 2ia,z” regulir fortsetzbar ist iiber die ganze
Ebene mit Ausnahme der Strecke (1 ... 4 o). Daim ibrigen
A; (s) fir den ausgeschlossenen Wert s = 0 sich auf das einzige
Glied «, reduziert und dem(romiiﬂz die Bedingung

des Intervalls

hml A (s)] =

=

in diesem Falle an und fiir sich erfiillt ist, so kann man das
Resultat der vorstehenden Betrachtung in folgender Weise
aussprechen:

Die notwendige und hinveichende Bedingunyg dufiir,
dafp 2o a,av vegulir fortsetzbar ist iiber die ganze Ebene
8]

mit Ausnalme des geradlinigen Sehnittes (1 . .. 4 o),
bestelit in der Deziehuny:

) | 2 7 7 [,},
(61) IEn| (=1 (2), 27" €os &y -(1,,* =1

fir —a <y <4 a 4%
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2. Dieses Resultat soll zuniichst angewendet werden auf
teihen von der Form 2J(r — a)=#+2", wo x eine natiirliche,
a eine beliebige komplexe Zuhl einschliefilich der Null, jedoch
mit Ausschlufs der ganzen positiven bedeutet. Da nach Annahme
einer beliebigen natitrlichien Zall p die Beziehung besteht:

1

ow
L (r—a)y" = L (=)= ar oy (pAr — @)
0
so stelit es offenbar frei, fiir die weitere Betrachtung die Rethen-
x
form 2o (p —+ v — «)~ # - 2" zu Grunde zu legen, wobei p min-
0

destens so grofy angenommen werden mag, daly der reelle Teil
von p — « positiv ausfiillt.  Durch Anwendung der Ealerschen
Transformation ergibt sich sodann:

62) S+ r—w=e= " YAl ( = )
0 - 0 s—2
WO
(63 AT =3 (= 1P A (p A — @) 75,
Nun ist:

(m—a)ytoe b= ﬁ‘(”"‘”- dt
t

N P, B 4
(n— )" 2 pmmmt :j dt‘,j ettt ust,,
t

sofern nur 2 so grol; angenommen wird, dali der reclle Teil
von % — a positiv ausfillt
Iithrt man die Bezeichnungen ein:

o -dt={op-ai
¢

7
fatfyw-di=fop-a
1 :

und definiert allgemein:

f‘/ p(t) - dt = fd/f(’—])l/ @) -«

t
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so ergibt sich also:
on
(77, . (l)_z .e (n—a)-t — j’.z)c—‘u—-m).t . (lt
i
und daher schlielilich:

(64) (n — @)= = <j’w pmtn=m L] z)
¢ {=0

Mit Beniitzung dieser I'ormel geht nun der Ausdruck (63)
in den folgenden iiber:

‘.1/(-;.') (S) — (f‘Z) 2’_‘,1(_ 1);-—" . (;.),. 5 c“(/’ fFr—a)-t, s" . ([ l)
4 0 =0

(65) )
— (f(z1(~1)i.('—'1'—'l>"-(1—sc—‘)’-- l”) .
; (=0

Wird jetzt gemiils Gleichung (60) s =1 4 ¢”f angenommen,
so hat man bei reellem u:

1 —su?=({1—u—ucos? -+ u?sin?
=14 2u* 4 2ulcos?d — 2u (1 4 cos )

G

)
=1—4u(l—u)- cos® ; ,
und daher:
(66) IT—su <1, wemn: 0<u<1,

inshesondere also fiir w = ¢~fund 0 <t < 4 .
Somit findet man fir s =1 4 ¢” aus Gleichung (65) mit
Beniitzung von Gleichung (61):

on

(67) AP (14 ¢ < (f(”‘c‘”"’”"- (H) = (p— )= *.
G =D,

Die A (1+4-¢”") bleiben also unter einer von 4 und o

unabhiingigen Schranke, mithin wird durch das Funktions-Element

o oz §

2or(p4 v —a) 72 (also schlieBlich auch durch Y » (v — a)=#- 2*)
[} 1

eine analytische Funktion definiert, welche nach Einfithrung
des geradlinigen Schnittes (1 ... -~ ») durchweg reguliir ist

und bei s = 1+ ¢”? In jeder durch Wahl von ¢ zu fixierenden
Halbebene durch die Reihe (62) dargestellt wird.
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Im iibrigen wurde das vorstehende Resultat in der Haupt-
sache nur deshalb mit Hilfe der eben beniitzten Methode her-
geleitet, um daran (insbesondere an die Ungleichung (67)) eine
wesentliche Verallgemeinerung zu kniipfen. Hitte es sich nur
um die Aussage gehandelt, daf die betreffende Funktion in
der lings (1 ...+ o) zerschnittenen Ebene reguliir ist, so liefie
sich diese kiirzer auf dem folgenden Wege hegriinden, welcher
zugleich erkennen lifit, dafi jener Schnitt ein ,kiinstlicher ist,
d. h. nur dazu dient, die Eindeutigkeit der Funktion her-
zustellen, wiibrend nur die Punkte 1 und oo wirklich singu-
lire sind.

Hs werde gesebzt:

63)  f@) =300 —a)y e (x=0,1,2,..)

und mit £, (#) zugleich die analytische Fortsetzuug dieser Po-
tenzreihe bhezeichnet. Alsdann hat man:

e fi(@) = v (r— )

und daher: l
(69)  @-fi(®) — afu(r) = 30 (r — @) =D = [, ().

1

Macht man die Substitution:
(70) fo(z) = ¢80 . (2),
so wird :
o) = e (5 + L),

und es geht daher die Gleichung (69) in die folgende iiber:

- , 1 R
1) Ph(E) = e (),

Da e-“&2 nur die singuliven Stellen 0 und » hat, so
folgt aus Gleichung (71), dak ¢.(z), also auch ¢, (z) und
schlieilich £, () e~ “%*. . () keine anderen singuliiren
Stellen haben kann, wie f._;(x) nebst den Stellen 0 und o.
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Da aber f,(z) - Ii'@l nur die singuliire Stelle # = 1 besitzt,

so erkennt man, dali /. (2) keine anderen Singularitiiten haben
kann, als die Stellen 0, 1, oo.  Von diesen scheidet die Stelle
x = 0 zuniichst aus, sobald man f,(2) lediglich in der lings
(1...-F o) zerschnittenen Kbene betrachtet und kommtb erst
als singuliire Stelle zum Vorschein, wenn man £, (z) tiber den
Schuitt fortsetst ).

3. Das zuletzt entwickelte Resultat Hifit sich ohine weiteres

auf den Fall iibertragen, dali an die Stelle der Koeffizienten
w

(v — a)"* Polynome von der Form Y c.(r — a)™* treten,
G

Zur Ausdehnung auf den mnoch allgemeineren Tall, daf: jene
Koeffizienten Potenzreilien von der Form E/ c. (v — a)*
0
sind, miilten offenbar noch andere IHilfsmittel herangezogen
werden. Dagegen LGt sich mit Hilfe der Kulerschen Trans-
formation leicht zeigen, dali auch unter der ebengenannten
allgemeineren Voraussetzung eine Funktion erzeugt wivd, die
in der lings (1...4 o) zerschnittenen Ebene reguliir ist.
Angenommen, es sel die Potenzreihe

-
(72) Ty ey

i
konvergent fiir |y <r, und es bedeute wiederum « eine ganz
beliebige Zahl mit Ausschlufs der ganzen positiven, p eine

natiirliche Zahl von der Beschaffenheit, dak | ! <y fitr
Yy —

y > p, so dal also

Y Dies gilt, sobald « von Null verschieden, schon fir fi(r). Tiir

a =90 hat man, wenn das Zeichen 1o den Fundamentalwert des Logarith-
mus bedeutet:

: ! .
filr) = lg +- T2l
11—
so daf3 fi(¢) nur dic singuliven Stellen 1 und @ besitzl; withrend /£y (1),
, ., 1 o
wegen [5{r) = A fi(x), auelr die singuliive Stelle » = 0 hat, was dann

offenbar auch fiiv £, () el 2 = 2 der Fall ist.
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noch absolut konvergiert.
Ist sodann, zum mindesten fiivr v > p:

so hat man:

Lu @’—I)LI o,z —}—L 33( ) 2

Yy —

r,.-S n—1 1
(73) = 12_, @, 2 -+ l”b P <})‘_*’_ . u> A

,[

so dall also die analytische Fortsetzung f(z) von Y jra, 2" 1m
Y

wesentlichen nur abhiingt von derjenigen der Funlktion ¢ (z),

welche zuniichst definiert ist durch:
1 % P
74 g(z) = ( - ) =3 < Nz (ptr—a "") cat
@ @ =5%(,, Y (SRVERED

Die Anwendunge der Eulerschen Transformation ercibt
fee} i)
sodann :

75) o= e (1),

WO ‘
A (5) = E (— 1) (), B (1; - ,1 _\a> o
(76 ==%cz(~w~m (ptr—a s
= Y. AP () (s. Gleichung (63), p. 52).
1
Da aber nach Ungleichung (67) fiir s =1 + ¢’ sich ergibt:
(77) A (s) < 2:4 Co ;pi ) ‘,i
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so bleiben die | A, (s)| unter einer von 2 und ¢ unabhiingigen
endlichen Schranke, mithin ist ¢ (), also auch die Fortsetzung

& M .. -

von Y wa,z’ regulir in der lings (1...- o) zerschnittenen
Y

Ebene 1).

1
(Beispiel: a, = Ig (1 4 )) Da sodann:

3

g (1 + 1) = 3rlg (1) — g
]

2

s

= (1 — 1) -)'_‘-"lg rez”,

x
. - Lt = e - .
so folgt, dals auch die Reihe 3 r1g» + 2" tiber die lings (1... 4 =)
a9
zerschnittene IShene reguliiv fortsetzbar ist.)

p
4. Die Form der Koeffizienten 4;(s) =Y (= 1)+ (2), . - 5"
)
leat es nahe, besonders solche Iille in Betracht zu ziehen, in
dencu die Koeffizienten «, sich durch distributive Operationen
an einer »t® Potenz

(Wie P (1)(7.) cl’l)[—‘fjt Pt = (V"(Z) e~ rt dt) >
t t=0

darstellen lassen, welche letztere dann, ohne die Komplikation
merklich zu erhdhen, noch mit einem zwar von der distri-

1) Fiir den besonderen Fall @ = 0 wurde der betreffende Satz auch
von Herrn Faber (Math. Ann, 57 [1903], p. 371) bewiesen, nachdem
Herr Leau (Journ. de Math. (3), 5 [1899], p. 387) nur gezeigt hatte, dali

die Reihe X9 ( «a anf dem Einheitzkreise die einzige singulive
.

Stelle 1 besitzt.  Soviel ich iibersehen kann, lassen sich die von den
Herren Faber und Leau beniitzten, unter sich vollig verschiedenen Me-
thoden nieht ohne weiteres anf den hier behandelten allgemeineren Iall
iibertragen.  Dagegen gelang es Herrn Faler mit Hilfe seiner auf der
Beniitzung komplexer Integration beruhenden Methode, das Resultat da-
hin zu priizisieren, dafi der Nehnitt (1...+4 o) wieder nur ein kiinst-
licher® ist und dafs nur die Stellen 1 und o wirklich singuliire sind.
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butiven Operation, nicht aber von » abhiingigen Faktor multi-
pliziert sein konute. Diese Bemerkung fiihrt nun aber un-
mittelbar zur Formulierung und zaum Beweise der folgenden
Aussage, welche einen  besonderen Fall eimes von Herrn
Hadamard?) mit weniger elementaren Hilfsmitteln bewiesenen
Satzes darstellt:

DBedeutet (6 cine Funltion der recllen Verdnder-
lichen b, von dey muir so viel feststeht, daft, fiir irgend cin
p>0, p(@® -t im Intereal 0<<d <1 scldechthin und
absolut integrabel ist, und wird sodunn gesctzt:

1
(78) = [y@ tdt (r=0,12..)
U

2 e

s0 ity ra, o requlir fortsetzbar iiber die lings (1., o)
)

zerschnittene Isbenc?).

Die Anwendung der Eulerschen Transformation

o S 2] 1 98 .
xR = -y A (s) - =
Saw = tofiam(0)

O

lLietert nitmlich fiir die Koeftizienten A; (s) den folgenden Ausdruck:

1) Journ. de Math. (1), 8 (1892), p. 15s.

2) Einen Teil dieses Resultats, nitmlich die reguliive Fortsetzbarkeit
von Yia,x” iiher diejenige linke Hulbehene, welche von der Vertikalen
durch den Punkt 1 begrenzt wird. habe ich bei fritherer Gelegenheit mit
Hilfe der spezielleren Eulerschen Transtormation s = 2 bewiesen (Math.
Ann, 50 {1898), p. 459).  Herr Faber hat dann in seiner Dissertation
(.Uber Reibenentwickelungen analytischer Funktionen®, Miinchen 1903
dieses Ergebnis zu der im Text gegebenen Form erweitert (a. a. O., p. 23).
An die Stelle seines sehr sinnreichen, aber ctwas nmstiindlichen Bewels-
verfahrens tritt hier die hlofie Verallgemeinerung der Eulerschen Trans-
formation (d. h. die Wahl s = 14¢"%. — Ubrigens lifit sich die im

Texte zemachte Voranssetzung der ubsoluten Konvergenz des Integrals
1

fr,!(i)-tll'(lt durch die der einfachen Konvergenz cersetzen, wie Herr
0

Iaber aca. O. mit Hilfe des zweiten Mittelwertsatzes gezeigt liat.
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1 A

A;(5) =j‘,/, (t) - tv 2.4’(_ 1= (), st di
0

)

= (— 1)}-;1,,,(1) (1 — sty - dit.

Wird wiederum s =1 - ¢”/ angenommen, so hat man
(s. p. 53, Gleichung(66)):

1—st <1 fir: 0<t<1
und daher:

1
(79) | A (s) <f | p(t)y -t dt,
0

also unter einer von 4 und ¢ unabhiingigen Schranke bleibend,
woraus dann wieder die Richtigkeit der ausgesprochenen Be-
hauptung unmittelbar hervorgeht. Zugleich besteht fiir jede
den Schnitt (1 ...+ o) nicht enthaltende Halbebene eine
die betreffende Funktion darstellende Reihenentwickelung nach

positiven ganzen Potenzen von

M

Beispiel 1. Der vorstehende Satz gestattet zuniichst
die folgende Verallgemeinerung des in Nr. 2 und 3 dieses
Paragraphen abgeleiteten Resultats. Bedeutet 5 und y Dbelie-
bige positive oder auch komplexe Zahlen it wesentlich
positivem reellen Teil, so hat man bekanntlich:

1

1 1 - . 1 ) 1\/#—1
= o fuf et dy o= 0 o et dt
-0 T I() fu/ ( du 76 J(lh t> t dt,
v v

wenn fiir die verschiedenen in dieser Relation auftretenden
Potenzen durchweg die Hauptwerte gelten. Wird jetzt wieder-
um « beliehig komyplex, p positiv ganzzahlig (eventuell auch =0)
und mindestens so grof angenommen, dafi der reelle Teil von
p — @ positiv ausfiillt, so folgt:

1

1 1 At
80 = - o B Y15 I Y
( ) (p + y — (l)l} ]v(/')) Lf(L—) /> tt ([l( 5
[}
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Das rechtsstehende Integral hat dann offenbar die fiir
die Giiltigkeit des eben bewiesenen Satzes erforderliche Form
(s. Gleichung (78)). Man hat niimlich im vorliegenden Falle:

1 fi~1 .
Q/r(f) P = (]g {> I ¥ U ,

und diese I'unktion wird zwar, wenn der als positiv voraus-
gesetzte reelle Teil von p—a kleiner als 1 sein sollte, fiir
t = 0 unendlich grof, jedoch von niederer, als der ersten
Ordnung, ist also daselbst absolut integrabel. Das niimliche
gilt fiir ¢ =1, falls der gleichfalls als positiv vorausgesetzte
reelle Teil von  kleiner als 1 sein sollte.
1

(p+ v —7(1)/7 .
fern nur f# der Bedingung () >0 geniigt?), tiber die ganze
lings (1 ...+ o) zerschnittene Ebene reguliiv fortsetzbar ist.

Setzt man ferner fitr » = 1,2,3 ..,

Somit ergibt sich, daf die Reihe ¥ ¥, so-

1

1 1 17 |
() — s L Aptr—a—1, [[~
a; (p 4 » — a)*# F(z[f,)‘JA(l l) t i,

o

gz

so liefert Ungleichung (79) mit Beriicksichticung von Glei-
chung (80) fiir die Koeffizienten A7 (s) bei s =1 4 ¢”7 dic
Beziehung:

1
1 1\ M= 1 2RO
4 (¢ T o fRp-—1, g = - N .
400 < gy [Qieg) = (g 5)
0

Die Vergleichung mit den Formeln (67), (77) zeigt dann,

Py — (1

. R . 1
daB die auf die Koeffizientenform «, = P <— —~> angewendete

. . . 1
Schlufiweise sich auch unmittelbar auf «, = P <—(—f )/> an-
P—= )}

wenden laBt.

5 R(B) Lezeichnet den reellen Teil von f.
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Beispiel 2. Es bedeute y eine beliebige komplexe Zahl
mit Ausschlufi der ganzen negativen, und es werde m als
ganze positive Zahl, eventuell auch als Null, so angenommen,
dafs N(y 4 m)>0. Alsdann geniigt das folgende Integral
(Kulersches Integral erster Gattung)

1
=ttt gt odt (r=1,2,3,..)
V]

wiederum der Vorschrift von Gleichung (78) (nur ist hier » —1
statt » geschirieben, was offenbuar erlaubt ist, da ja ausdriick-
lich »>1 angenommen wurde). Mit Hilfe (» -~ 1) maliger
partieller Integmtion ergibt sich aber:

f(l_f) =1 :—I_d?{

— (-1 @ -—-2). i
PG +mt1). .. —}—m»{ » —9) f“ gy =2 df

— (r—1)!

T mE w4 G4y —1)

Hieraus folgt zuniichst, dali die Reihe
(r—1)!
v ) (D) ey — 1)

wieder iiber die ganze lings (1... 4 ) zerschnittene Ebene
reguliir fortsetzbar ist. Das gleiche gilt dann aber auch von
den Reihen:

6) =3,

() =g (@)
72 (8) = - i (@)

G m (“") = a?- Pm—1 (4(')

und schlieBlich vou:

Pupr () = & g (x).
Dabel wird:
‘ (nme 4 )!
= (w0 LG ey —1)

e

(/mk-{-l( ) }_/ (}’
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Multipliziert man die Glieder dieser Reihe mit dem Faltor
S S
s +D .y tm—1)

und fiigt noch die entsprechenden Glieder mit den Potenzen

@, 2% ... a" hinzu, so erscheint
1-2...»
(81) f(x) = -
1 7,(”_*_1) Gy —1)
als eine Reihe, welche eine in der ganzen lings (1...- o)

zerschnittenen Ebene reguliire Fortsetzung besitzt.

5. Ubrigens liBt sich der Satz der vorigen Nummer auch
in ciner mehr dem Hadamardschen Beweisverfahren nach-
gebildeten Weise und zwar, ohne den diesem letzteren zu
Grunde liegenden Cauchyschen Funktions-Begriff zu beniitzen,
sehr einfach begriinden.

Aus .

o, == j‘ (&) -t dit
V)

folgt zuniichst fiir 2| <1:

1
; & 1
82 y ot = |y (f) (0. —— <dt.
(82) )U_J (4 fl/ -t [ (
0

Wir zeigen nun, dafi fiir alle 2, welche nicht gerade die
Gleichung tx =1 befriedigen, d. h., wegen 0 <t¢<1, fiir alle
nicht der Strecke (1 ...+ o) angehorigen Stellen z, das
obige Integral eine analytische Funktion reguliiren Verhaltens
darstellt. Zuniichst ist unmittelbar ersichtlich, dafz fiir alle
solchen z jenes Integral einen Destimmten endlichen Wert be-
sibzb.  Ferner ergibt sich:

1 7 1 1 t IR
l—t@+n " 1—ta 1“ i 2J(1~M)f+l"‘
' 1tz
th |
falls: | lf/?; < 1, also, wegen 0 <¢ <1, um so mehr, wenn:

< 1tz



N r . I's
Fulersche Reihen-Transformation. 6H3

Fiir jedes nicht der Strecke (1...-- ) angehirige z
besitzt | 1 — ¢z fir alle ¢ des Intervalls 0 < ¢ <1 ein bestimm-
tes von O verschiedenes Minimum p.!), und es existiert somit
zu jedem solchen z eine bestimmte Umgebung [/ <o, fir
welchie eine Reihenentwickelung von der angegebenen Form
besteht. Daraus folgt aber weiter, dal fiir [2] < o.:

1

1
g di o i de
() P =y @ - e U
J'/ @ e 1) Z J'/ @ (1 — tayrtt "
0

0]

1

tr-dt . .
es stellt mithin das Integral f:/w(t) {4, Gne in dem be-
0

haupteten Umfange reguliire analytische Funktion vor, welche

infolge der fiir « <1 bestehenden Beziehung (82) die ana-
Iytische Fortsetzung von ira,,:c" liefert.
3

Zugleich ist bei dieser Beweismethode ersichtlich, dafi man
den geradlinigen Schnitt (1 ... 4 ) eliminieren kann, wenn
man () noch der Beschriinkung unterwirft, zum mindesten
fitr eine gewisse Nachbarschaft der Strecke (1 ... -4 o) eine
analytische Funltion von ¢ zu sein, und weann man sodann
das betreffende Integral tber einen komplexen Weg (der im
ibrigen nur beliebig wenlg von der geradlinigen Strecke
(0 ... 1) abzuweichen braucht) von 0 his 1 erstreckt?). Daraus
folgt dann, daf in Wahrheit nur die Punkte 1 und oo sin-
guliire sind.

B Ist @ nicht reell, so ist offenbar o, nichts anderes, als der senk-

rechite Abstand  des Strables 0w vom DPunkte 1, Ist @ reell und zwar
@70, s0 hat man o, =1, dagegen o, = 1 —a, wenn 0 << 1.

3 Vel Uadamard, a a. O, p. 160.
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§ 4.
Uber den Zusammenhang der analytischen Funktionen mit den
Anfangs-Elementen X, 0,a" und 25a,2", 202",

o
1. Es werde wiederum auf die Reihe Xora, 27, deren Kon-
0

vergenzradius wir jetzt als beliebig, etwa = »,, voraussetzen
wollen, die Kulersche Transformation angewendet, so hat maun:

Q9 =4 . 5 e : &€ ; R . A% L g
) Sraer— "o () =S (1)1
) $ Ri 0 S—& 0 S 17.1,
S
WO

A; (s) = i“, (— D=7 (D). a8,

Die transformierte Reihe konvergiert, wie in §1, Nr. 1
gezelgt wurde, fiir eine gewisse Umgebung des Punktes 2 = 0
(absolut und) gleichmiilig, kann also, wenn man die einzelnen
Glieder nach Potenzen von @ entwickelt, auf Grund des Weier-
strafischen Doppelreihensatzes auch wieder in eine Reihe nach
Potenzen von z zuriickiransformiert werden, welche dann mit
der urspriinglichen identisch sein mufy und somit durch Koeffi-
zienten-Vergleichung eine Darstellung der «, durch die A;(s)
Liefert.  Da nun:

/ \ el ) o N e
7 y fr . s

L= \1—7
\ s \ s

\

so folet:
r

le /’r .fl}r —_ 2”:, A/(S) . iy ()');. . <:;f) )
0 0 3 .
=5 (500 4:0) - (1)
0 0 '
und dahler:

(85) (o, = i/ (r); - A;(s) - <1>1 

S
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Mit Hilfe dieser Identitiit kann man pun zu demselben
Froebnis. wie dureh die Kulersche Transformation offenbar
2 ‘ AR tan - o
auch auf dem folgenden Wege gelangen.  Durch ]mnfuhl'ung
der Darstellungsform (85) fiir die Koeffizienten a, gewmnt
man zuniichst die Identititb:

(36) }:- (0, " == v (L/ (v) - 4; (-S'b)) : (s)
8] 0 8]

und hieraus durch Vertauschung der Summationsfolge:
o o . ® Z\”

(87) Yo, pt = %_/. A;(s)- L (r); - (J .
0 2

. [ .
Ersetzt man hier die innere, nur fiir K <1 konvergie-
[

o x 0 . . . g
rende Reihie durch den [fiir ) <1 damit tbercinstimmenden,

im iihrigen die analytische Fortsetzung jener Reihe hilden-
den Ausdruck (s. Gleichung (34)):

A 1 AR : Lt g 1
(l> - -t anders gescliviehen: = ) I, — )
51

S @Z L NS xr
1 : -
A S 5
so ergibt sich:
2 & "2\ * | 7 1
33 e, Y == N S{S) . . 4
(83) Yo, =Y di(s) =t D ot
0 0 . i (=
s

also genau dieselbe Bezichung, wie durch die Eulersche Trans-
formation (s. Gleichung (83)). Zugleich stellt dann die rechte
Seite dieser Gleichung offenbar die analytische Fortsctzung der
linken dar, soweit sic gleichmiiliig konvergiert.

o
2. Es sel nun Y00, 2 eine zweite, etwa fiir z, <r, kon-
4]
vergierende Potenzreihe, und es werde mit f;(x) sowohl deren
Summe, als auch ihre analytische Fortsetzung bezeichnet.
Man hat alsdann, wenn man fiir die a, zunichst wieder
die identische Umformung (85) einfiihit

Sitzungsh, @ math - phiys, KL Jahirg, 1972, o
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%un@x’ ks o -Amg>.m<:)]

und die Vertauschung der Summationsfolge liefert die (un-
mittelbar aus Gleichung (87) durch Substitution von &, =" an
Stelle von 2" hervorgehende) Beziehung:

im@w=§m$yiwyu@y
0 0 A S

T N AN RN LAY
e Seaoe () s (7).

Ersetzt man hier wieder die zuletzt auftretende Reihe
durch das eventuell auch deren analytische Fortsetzung dar-

stellende Zeichen (f) so ergibt sich®):

(89)

e il
(90) %J, b, —2_/ A,(S) | « ’(S) . <S) .
und die Reihe auf der rechten Seite dieser Gleichung stellt
dann offenbar die analytische Fortsetzung der links stehenden
dar, soweit sie in emem iber deren Konvergenzkreis hinaus-
ragenden zusammenhiingenden Bereiche gleichmiiliig konvergiert.

1) Diese Tormel kann als eine Verallgemeinerung der sogenannten
Bernoullischen Reihenentwickelung angesechen werden, in welche sie
unmittelbar fibergeht, wenn man speziell

s==1, A, (1) = (—1)""!

’

setzt.  Alsdann wird niimlich (nach Gleichung (7), p. 16):

'1;‘ B 1 '1,‘ . ) - I T /‘
St = Ya—1y = 1.
iR = e S
also:

o

Z:x’ a, 7}1' al = ]'0 = //1 (1))
0
und schliefilich, wie behauptet:

o0

wwfxvv“ WhRE
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3. Wir betrachten zuniichst einen Fall, welcher in be-
sonders einfacher Weise gestattet, den Bereich gleichmiiliiger
Konvergenz fiir die transformierte Reihe auf der rechien Seite
von Gleichung (90) festzustellen.

Angenommen niimlich, die analytische Punktion fu(2) mit

&, il - t
dem Anfangs-Element Y, 2" habe die einzige singuliire Stelle

v
x = 1. Nach den Ergebnissen von § 2, Nr. 2 (p. 24) und Nr. 6
(p. 40) ist alsdann «, = ¢ (1), wo g¢(y) eine ganze rationale

oder hichstens dem Minimaltypus der ersten Ordnung angehdrige
ganze transzendente Funktion bezeichnet. Zugleich hat man:

I(/(l’).l’ = L/ A (1) - (1— Jg)/+1 hzw. -—L/ A4;(1) - (1_1), i

je nachdem f, () im Punkte = =1 einen Pol (m +- 1)tr Ord-
nung oder eine wesentlich singuliire Stelle besitzt.  Im ersten
dieser heiden Fiille reduziert sich die Beziehung (90) auf die
folgende:

(91) Ny () b —L/ A; (1) @) - o,

Y

welche sofort erkennen lifit, daf die analytische Funktion mit
den Anfangs-Element Y5 ¢()- 0,2 in jedem dem KExistenz-
bereiche von f,(2) angehorigen endlichen Bereiche durch die
rechts stehende Kntwickelung dargestellt wird und dak sie im
Endlichen die nimlichen Singularitiiten hesitzt, wie f(«).

Auch ist sie fiir @ = % noch reguliir, wenn [,(z) daselbst
reguliir ist.  In diesem Falle wird niimlich (2%« /17 (2)),=0 = 0
flir 2 =1, 2, 3 ... Somit erstreckt sich die analytische Ifort-

setzung von 3y(») - b, 2" itber den ganzen Existenzbereich von
fu () und sic hesitzt iberhaupt keine anderen Singularititen
wie ), (2).

Im zweiten Falle, wenn also @ =1 e¢ine wesentlich singu-
live Stelle fiir £, (z), nimmt die Relation (90) die Form an:

(92) X 0) b = Sp W), 1) -,

]
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wobel die 4; (1) als Koeffizienten einer bestiindig konvergieren-
den Reibe der Bezichung

. T
lm 17 A1) =0
i=»
genfigen.  Daraus folgt aber, dafz die Reihe auf der rechten
Seite von Gleichung (92) absolut und gleichmiiliig konvergiert
in jedem endlichen Bereiche, {lir welchen

7

lim l/ 1)

J=w

unter einer endlichen Schranke bletht. Ist nun 2 irgend cine
Stelle, fir welche f,(a) sich reguliiv verhiilt, so hat man fiir
eine gewisse Umgebung, etwa fir /7 <o,:

1

fole 4 Iy =30 9 (o) I

und daher:

1/ 1
/12%] /m Z) O

Fiir jeden abgeschlossenen Bercich soleher Stelien .o hi-
sitzt dann 0. ein von Null verschicdencs Minimum, so dall
also die fragliche Reihe daselbst gleichmiiliie konvergiert. Da
i {brigen auch beziiglich des efwaigen Verhaltens an der
Stelle w = w0 das niimliche gilt, wie in dem zuvor betrachteten
Falle, so gewinnt man schlieilich das folgende Resultat:

Ist g (y) cine ganze vationale oder Liehstens de
Miniwealtypus  dev ersten Ordimimy — angehirige  quin:
transzendente Funltion, so ist die analytische Funldio,
. . - s . :
mit dem Anfungs-Iilemente Y e g (0) - beo in demselbes
O

Umfange veguliv, awie dic analytische unktion ()
w

mit dem Anfangs-Ilemente Y v b,z und iiberdics direl
4]

cine Lintwickelung von der Form (91) bzie. (92) dar-

stellbar. Sic besitzt also eine anderven singulyiden Stelles.

wie [, ().
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o . . . . m 4 5
Hat Yra, 2 dic einzige singuliire Stelle «, so dafi also
0
1\" . :
(s. §2, Niw 8. p. A7) o, = > -4 (»), und bezeichnet man die
: 24
singuliiren Stellen von f; («) generell mit f, so hat offenbar
die analytische Funktion mit dem Aunfangs-Elemente Yr «, b, 2~
0
keine anderen singuliiren Stellen, als solche von der Form
@ . PR
= f, also @ = ap. Dieses Resultat Lifit sich in ganz analoger
o
Weise, wie in § 2, Nr. 8 geschehen (s. p. 49), auf den all-
’ D s 5 S )
gemeineren Vall tbertragen, in welchem vorausgesetzt wird,
w
dali das Anfangs-Element Y va, 27 cine cindeutige Funktion
i

mib einer endlichen Anzahl von singuliiven Stellen o, (x=1,2, ... p),
eventuell noch mit der singuliiven Stelle z = o, definiert.
Werden alsdann die singuliiven Stellen von f, (2) wieder ge-
nerell mit 7 bezeichnet, so hesitzt die analytische Funktion
& 9 . . .
mit dem Anfangs-lilement Moy by w7 keine anderen singuliivren
8]
Stellen, als solche von der Form a. . Dabei kinnen spezielle
Stellen «,, 3 wieder thren singuliiven Charalcter verlicren, falls
eine Relation von der Form . " = «a; i besteht (vgl. p. 49).

4. Das Frgebnis der vorigen Nummer legt die Vermutung
nahe, dufi es mielich sein kinnte, mit Hilfe der Darstellungs-
formel (s. p. 66)

= . - 1 ... [ NS
({)O) ZOJ o, //,, L= L/_ jJ/:((\') . X Il‘/.) < > . <I)

S S

auch den allgemeinen Hadamardschen Satzl) ither den

, .. . - o
Zusammenhang der Singularitiiten von Sra, b, 2 und S xt,
3] 0

sl
Sby 2 herzuleiten.  In der Tat ist dieser Versuch auch von
O}

Y Théorome sur les siries entiores. Par. C. R. 124 (1897}, p. 192;
Acta math. 22 (1598), p. 55



~ . .
70 A. Pringsheim

Herrn Pincherle?!) gemacht worden, indessen nach meinem
Dafiirhalten nicht nur in der vorliegenden Form mililungen,
sondern (abgesehen von speziellen Fillen, wie dem in der
vorigen Nummer behandelten) villig aussichtslos, sofern nicht
etwa noch andere Hilfsmittel herangezogen werden. Da der von
Herrn Pincherle immerhin noch mit einer gewissen Vorsicht?)
ausgesprochene Beweis ohne irgendwelchen Vorbehalt in die
vortreffliche Schrift des Merrn Hadamard tber die Taylor-
sche Reihe?d), sowie in das Vivanti-Gutzmersche Lehrbueh
der Funktionen-Theorie*) {ibergegangen ist, so diirfte es kaum
iiberfliissig erscheinen, wenn ich im folgenden versuche, dic
Grenzen der fraglichen Beweis-Methode genauer festzustellen.
wobel sich dann ergeben wird, dati es a priori ausgeschlossen
erscheint, auf diesem Wege zu einem auch nur einigermalien
vollstindigen Beweise des Hadamardschen Satzes zu gelangen.

Hierzu ist zuniichst erforderlich, die Schluliweise des Herrn
Pincherle in Kiirze zu rekapitulieren. Den eigentlichen Kern
derselben bildet die Feststellung des Bereiches gleichmiifiiger
Konvercenz titr die Reihenentwickelung (90) (welche iibrigens
Herr Pincherle nicht im Anschlufs an die Xulersche Trans-
formation, sondern mit Hilfe seines ,Caleul distributif* ge-
winnt). Jene Llethe konvergiert nun aber absolut und gleich-
mitBig, sobald:

1} A proposito di un recente teorema del Sig. Hadamard. Rend.
Accad. Bologna, Nuova Serie 8 (1893/99), p. 67. .

3 Auf p. 68 der zitierten Note heilit es: ,La presenta nota o
dirvetta ... a mostrare come ... si possa, in molti casi, ottenere il
teorema di Hadamard senza che occorra il sussidio degli integrall
curvilinei.* Wodurch diese ,vielen Tlille® aber charakterisiert sind, wird
in keiner Weise angedeutet, vielinehr auf p. 72 das Ergebnis der be-
treffenden Deduktion so ausgesprochen, als ob der fragliche Satz nun
mehr ohne jede Einschriinkung hewiesen sei. Die von Herrn Pincherl:
sodann angefiithrten Beispiele sind allerdings einwandfrei, aber nur
weil sie sich siimtlich unter den in Nr. 2 des Textes behandelten Speaial-
fall subsumieren lassen.

3) Lu série de Taylor et son prolongement analytique. Daris 1901
p. 78.

4 GoVivanti, Theorie der eindeuticen analytischen Funktionen.
Deutsch von A, Gutzmer. Leipzig 1906, p. 385.
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4 g i 1 . [(z\ =z
() lim —E/ A (s)- r j ,‘I") ( > E : <) <1,

S

L=z

Zur uitheren Bestimmung des vorliegenden Grenzwertes

hat man zuniichst:

p
= 1 .. f(x @
Iim ]/ A () - [ Ce
F— Ve s s |
(94) ;
/'., /’1 - " 1 ; i
7 EERES .y v o
<lim | Ai(s) - Im ]/ 1Y (\) X
L= =L . y s
Nun st (s. p. 17, Gleichung (10)):
g e
Lim I ai(s) =
L= o
. . ke s . -
wenn die Bezichuny . = o dic Nonvergenzgrenze der
S —

S —

Reilie X7 A, (s) (
4] \

i
) definiert. Ist dann a eine aut dieser

Nonvergenzgrenze gelegene singulire Stelle der Funktion

T [}
o
fa () (d. h. derjenigen mit dem Anfangs-Element 220« af">,
4
so hat man:
[#
() — =
- S— u
und daher:
/.
. : e §— a
(95) m | i(s) =
=7 €l

Bezeichnet andererseits y cine Stelle reguliiven Verhaltens
vou fy (), so besteht fiir eine gewisse Umgebung y -+ /& eiue
Entwickelung von der Form:

3 . s 1 . .
iy 1 =2 1)
[}] v

; Ji
also, wenn y =", | = cesetzt wird :
s
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WO/ e 1 . (x I\*
’b<7 . Z>:¥",:th” (:) ' (Q) '

Ist sodann y -+ %k = p die (bzw. cine) dem betrachteten
Punkte y am niichsten gelezene singuliire Stelle fir £, (y + &),

so ist @ -+ L ==s5p die entsprechende singuliire Stelle fir

s
grenze der Reihenentwickelung (96) durch die Gleichung

N . i e 1
o <—» ) Daraus wiirde aber folgen, dali die Konvergenz-

o= lsp—u

bestimmt wird, und man findet somit:

7

- AN 1
O7) hm]/}, ';;‘»)(") 3 L I WL

I

== S x

w
Vel
—
'

Mit Beniitzung von (95) und (97) geht jetzt die Bezie-

hung (94 in die folgende iiber:
i
& T 1 oos 108 x s—a | X

98 11111]/ A;(s). . f&H . < .
el ety () A!fb s s « (sp—u

Wird jetzt vorausgesetzt, dat in der vorstehenden Relation
das Gleichheltszeichen Geltung hat?), so nimmt diec Kon-
vergenzhedingung (93) die Form an:

S — 4
— - : < 0 <1,
o S$p—x
anders geschrieben:
. x 7 a o ft
(99) NN g T LT [P = Eout |
sp—ux s —u |§—«a sp—ap

1y Lift man diese Annahme fallen, so wiirde nach der 1m Texte
angegebenen Schlufiweise die Stelle «f noch dem Innern des Konver-
genzbereiches angehdren, also keine singuliive Stelle sein, was ja, wie
die bisher (s. § 2, Nr. 8, p. 49 und Nr. 3 dieses Paragraphen, p. 69) be-
trachteten besonderen Fille schon gezeigt haben, tatsiichlich der FFall
sein lann,
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Bis hierher erscheint alles einwandfrel. Nuun wird aber
in folgender Weise weiter geschlossen. Die Bezichung (99)
definiert (se. fir jedes einzelne s) den Konvergenzbereich der

Reihe i,] A (s) - ,/",,“ (a) . ("f) und liit erkennen, daf die
. s

Stelle 2 = af¢ auf dieses Bereiches Grenze liegt, welche
offenbar (vgl. § 1, Nr. 3, p. 20) stets ein (allenfalls in eine un-
hegrenzte Gerade ausartender) B Nreis 1st?).  Liiit man jetst s
innerhalb einer hinlinglich klein gewiihlten Umgebung  des
urspriinglich angenommenen Wertes stetig variieren, so wird
auch jene Konvergenzgrenze eine durch die Relation (99)
bestimmte I\uderung erleiden, tmmer aber den Punkt a f ent-
halten. Dieser Punkt « g und im allgemeinen offenbar nur
dieser eine Puankt ist allen auf die angegebene Art zum Vor-
schein kommemden Konvergenzkreisen (eventuell Konvergenz-
geraden) gemeinsam, er tritt also niemals in das Innere eines
Konvergenzbereiches, ist somit eine singulire Stelle fur die
betreffende Funktion. Die singuliiren Stellen der letzteren sind
daher ausschlicfilich (¥) in der I'orm «ff enthalten.

Soll nun diese Schlutiweise wirklich bindend erscheinen,
so miilite doch daraus zu ersehen sein, daf: jede dem lxistenz-
bereiche der betreffenden Funktion angehirige und von allen
moglichen ajf verschiedene Stelle 2 bet passender Wahl von s
anch allemal 1n einen der Konvergenzbereiche, wie sie durch
die Beziehung (99) definiert werden, hineinfiillt. Das ist aber
im vorstehenden weder bewiesen noch auch (abgesehen von
dem in der vorigen Nummer hehandelten Spezialfalle) auf diesem
Wege?®) beweisbar, wie schon aus der folgenden Bemerkung

1) Niamlich, wenn:
(43

I
i

N — (1t

%) Den Konvergenzbereiel bildet dann allemal derjenige Teil
der Ibene, welcher den Punkt =0 enthiilt, dagegen den Punkt » = g
ansschlielst.

3) D. h. matiirlich auch obne Zubilfenahime des ohen heniitzten
Auskunftsmittels, die Funkiion [, () von vornherein in eine Summe von
Funktionen mit je einer einzigen Singularitit zu zerlogen.




~1
oy

AL Dringsheim

hervorgeht. Bedeutet a’ irgend eine bestimmte unter den sin-
guliren Stellen von f, (%), so steht es auf Gruud des obigen
Beweisverfahrens doch nur dann frei, dem in Ungleichung (99)
auftretenden Zeichen « die Bedeutung o' Dbeizulegen, wenn
fitr irgend ein bestimmtes s die Beziehung besteht (s. Glei-
chung (95)): ‘
. "/y7 P 'Sl - (l’ f
him 17 ()| = P

¢4

A= 0
wenn also vermittelst der durch jenes s bestimmten Kuler-

o g A
schen Traunsformation der Reibe X pra, 2" die Stelle «' erreich-

1)

bar ist, 4 b, aut der Konvergenzgrenze der betreffenden
transformierten Rethe liegt. Nur i diesem Falle Hilit sich
itherhaupt eme bestimmte Aussage iiber den Charakter der
Stellen a'p und ihrer Umgebung an die Transformations-
Formel (90) und die Konvergenz-Relation (99) kuniipfen.  Da
es aber im allgemeinen, ja schon i Viillen allereinfach-
ster Art?), unmoglich ist, alle singuliiven Stellen « von f,(0)
vermittelst der Xulerschen Transformation auch bel ganz
beliebiger Variation des Parameters zu erreichien, so erkennt
man schon hieraus, daly die oben ‘anscinander vesetzte Schluf-
weise im allgemeinen nicht ausreicht, um das in Frage stchende
Resultat zu begriinden. Dies ist aber selbst dann nicht einmal
vollstiindig der Fall, wenn alle « durch die Eulersche Trans-
formation erveichbar sind, wie durch das folgende Beispiel
erliutert werden moge.

5. Es mbge f.(x) nur die singuliren Stellen 1 und «
besitzen, also in der lings (1 ... o) zerschnittenen lbene
reguliiv sein; fi(z) habe die singuliire Stelle p, und es stehe
imiibrigen nur so viel fest, daB fi(x) sich regulir verhiilt,
sobald man in der Richtung der Verbindungslinie 0/ vom
Punkte  aus einen Schnitt ins Unendliche zieht, der im fol-

Y Z.B. wenn f,(r) drei mit dem Nollpunkt in elner Geraden oder
vier nicht anf einem Kreise (bzw. einer Geraden) liegende singuliive
Stellen besitat,
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genden zur Abkitrzung schlechthin als Schnitt (p. .. o)
bezeichnet werden mige.

Wird s =1 4 ¢” (—a < <+ z) angenommen, =o hat
man (s. § 3, Nr. 1, p. 50):

A
lim V1 4,(s5) = 1,
r==un
so dafi also die Konvergenzbedingung (99) fiir die aus 35, b0
durch die Transformation (90) hervorgehende Rethe die einfache

Torm erhiilt:

(100)

el
sp—u

Der Konvergenzbereich ist also eine den Nullpunkt ent-
haltende Halbebene, deren Grenzgerade durch den Punkt
aeht?). Liifit man s alle Werte 14-¢77 (— 7 < 9 < 4 7) durch-
laufen, so fillt jene Trennungslinie sukzessive mit jeder durch
den Punkt # gehenden Geraden zusammen, mit einziger Aus-
nahme derjenigen, welche zugleich durch den Nullpunkt geht.
Da bei jeder aunderen Wahl von s lediglich ein kleinerer
Konvergenzbereich resultiert (nimlich eine den Punkt p aus-
schlieffende Halbebene oder sozar nur ein den Nullpunks
enthaltender, den Punkt j ausschlieliender Nreis), so folet, dali
man auf diesem Wege keinerlei Anhaltspunkt dafiiv gewinnt,

1) Sollten anf dem vom Punkte 4 ausechenden Schuoitte noch andere
singuliive Stellen 4 der Funktion /) () Hegen, so brauchen diese bel der
Sestimmung des fraglichen Konvergenzbereiches gar nicht weiter heriick-
sichtigh zu werden.  Denn diejenizen Punkte o, welche nither an sg'
Liegen, als an s4 und die aunf Grand der Konvergenzbedingung (99) wus
dem Konvergenzberciche auszuschliefien sind, sobald:

genfigen juu fortiori der Ungleichung:
- >

i 1,

sp—1 4

liegen also schon o ipso anfierhall des durch Uncleichung (100}
detinterien Berciches,
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wie die Funktion mit dem Anfangs-Element Y a,b, 2" auf dem
Schnitte (5 ... g o) beschatfen 1st.  10s lifit sich also insbe-
sondere gar nichts dariiber aussagen, ob jene Funktion sich
daselbst rveguliiv verhiilt hzw. noch weitere singuliive Stellen p
besitzt, falls die entsprechende Voraussetzung fir £, () gemacht
wird., Im iibrigen ist evident, daly dieses Resultat unverindert
hestehen bleibt, wenn auch in Bezug auf die "unktion /, ()
nur feststeht, daty sie in der lings (1 ...+ o) zerschuittenen
Ebene veguliir ist.  Somit ergibt sich in dem vorliegenden
Zusammenhange nur folgendes:

Sind fu () und fi, () requdiir b der lings (1., 4= &)

i

baw. (p ... prwo) cerschuiltenen Ishene, so gilt dus
gleiche iy die Funltion it dem  Anfungs-Flement
Moa by in der lings (... - o0) zerschnittenen Iihene.

Nimmt man z. B.

. _oasfa D (e —1) 7‘ ANy —1)

1-2...» 1-2...»r

also fi{x) = (1 — ) =, fi(x) = (1 —x)~7, so haben diese
beiden Funktionen in der Lings (1 ... 4 o) zerschnittenen
Iihene nur die singuliiren Stellen 1 und o, Uber die Funktion,
welche defintert wird durch die Reihe

ol =)o (a--r =D -pp 00 (g2 —1)
= 7 T2 .. 12000

it sich aul Grund des oben gewonnenen Resultates nur so viel
aussagen, daly sie innerhalbh der lings (1 ... 4 @) zerschuit-
tenen Ebene reguliir 1st. Kombiniert man dieses Resultat mit
dem frither (s. p. 62, Gleichung (81)) beziiglich der Iteihe

. 1-2...»
(L (v oy — 1
D =)
vefundenen, so ergibt sich, dali auch die hypergeometrische Rethe

3. wle 1) (atr =D p(i+ D (A4 — 1)
4 oDy —1) 1200y

A
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eine Funktion definiert, welche in der lings (1 ... @) zer-
sclmittenen Kbene sich reguliir verhiilt. (Mehy Lilit sich bei
Beschriinkung auf die hier verwendeten Hilfsmittel nicht aus-
sagen.)

Lin iibrigen gibt der den letzten Beispielen zu Grunde
liegende Fall noch zu folgender Bemerkung Anlai. Man konnte
— immer unter der Voraussetzung, daly f,(z) im Endlichen
nur die singuliive Stelle 1 besitzt — nach Analogie des un-
mittelbar zuvor gefundenen Ergebnisses vermuten, dafy auf dem
entsprechenden Wege wenigstens festgestellt werden konute,
die Funktion mit dem Anfangs-Elemente Y« 0, 2 verhalte sich
reguliir im Innern desjenigen ,Zentralsterns®, welcher entsteht,
wenn man von allen miglichen singuliiven Stellen f der I'unk-
tion f,(x) in der Richtung der Verbindungslinien 0/ Strahlen
ins Unendliche zieht, Dieses Resultat LBt sich indessen nur
dann in analoger Weise, wie in dem zuvor betrachteten Falle
elues cinzigen /3, gewinnen, wenu die singuliiven Stellen 4, 5, 5",
simtlich emer Halbebene angehbren, die von einer durch
den Nullpunkt gehenden Geraden begrenzt wird. Dagegen
versagt das betretfende Beweisverfahren, sobald f,(») auch nur
drei nicht in einer solchen Halbebene liegende singuliive
stellen anfweist, da alsdann der gesamte Konvergenzbereich
der Entwickelung (90) bei beliebig variierendem s stets ein
endlicher ist, so dab also {iir das ganze unendliche Gebiet
aulierhalb desselben kelnerlei Aussage beziiglich des Ver-
haltens der fraglichen Funktion gemacht werden kann. Is
bedeute z. B. p eine beliebige komplexe Zahl, 4 eine komplexe
dritte Kinheitswurzel und es besitze /;(#) nur die drei singu-
Liven Stellen f5, 4 8, 5 p. Sctzt man dann, wie oben, s=1 + ¢"1,
wo ¥ alle Werte innerhalb der Grenzen — o und + 7 durch-
liuft (eine Annahme, die wiederum fir die Peststellung  des
Resultates vollstindig geniigt, da die Konvergenzberciche fiir
Jede andere Wahl von s kleiner ausfallen), so erschicinen als
Konvergenzbereiche alle moglichen gleichseitigen Dreiecke,
welche durch die drei Punkte . 5, 42 gehen, und der auf
diese Weise resultierende gesamte Gultigkertshereich aller mise-
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lichen Entwickelungen (90) besteht dann aus demjenigen Gebiete,
welches von drei durch den Nullpunkt und paarweise durch je
zwei der drei Punkte g, 4/, #*p gehenden Kreisen iiberdeckt
wird, 1st also ein endlicher, sogar relativ sehr beschriinkter.

Somit versagt das fragliche Beweisverfahren selbst dann,
wenn f,(«) nur eine einzige im Endlichen gelegene singuliire
Stelle besitzt, sofern nicht die singuliiren Stellen von £, («) auch
noch sehr speziellen Bedingungen geniigen.

$ 5

Potenzreihen, welche den Einheitskreis zur natiirlichen
Grenze haben.

1. Alsnotwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
.
| . N - o e - . . .- ~y
daty die Rethe YSa,27, wo: lim |~ a, = 1, die singuliire Stelle

@ = ¢! besitzt, ergab sich (s. p. 19, Gl (14)) die Bezichung:

s

1~ -
(10D) lim , 1 Ay (—er?) =1,

r=n T

wenn gesetzt wird:

i
Ai(—ery = (— 1D Yr(Dea,eril,

0
Um hieraus eine etwas bequemer zu handhabende Form
einer hinreichenden Bedingung dafiir zu gewinnen, dals
jede Stelle ¢v? (—a <q¢ < 4 a) eine singulire 1st, erscheint
es zweckmiiliig 72 als gerade Zahl anzunehmen, also etwa
durch 27 zu ersetzen und sodann <., 1 folgender Weise um-

zatormen. DMan hat zuniichst:

P 2
Aoi(—ery = 3 2A,a, et 2Dazet i 4=y w(22),a,em
" A1

Krsetzt man » in der ersten Summe durch 2 — v, in der
letzten durch /. 4+ » und herticksichtigt, dai (22),,. = (24),_,,

soowird:
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(102) Asi(—e"?)
}' - . - .
== (2 /‘.),ﬁ ; L';' i + L‘l" (2‘ ;v)}_—)' ((’). = (/)U'—T)'/ ! —{— a/’.-{—t' CV~+") 4 l)
1

P S / )
= (24); - Fu {u,. T 2}; (h— )t (24!

Nun ist (s. p. 39):

e
(103 lim _-(4)" =1,
= A
anders geschrieben:
1
e
fim (2! 2h)* =1
r=nl
und, wenn man in der urspriinglichen Gleichung 2 durch 27
ersetzt: 1
Y S
Lim . (22D = 2,
= L

so daby sich darch Division ergibt:

) F—
. s . (2N
hm (22)% = him [ 570 )4 = 2.
g 7 VA

L= =

Infolgedessen findet man zuniichst:

3l

Sl ,v
(104) Jim o 1 Auil=er)
i A

= Lim M E 3. f"" e N N e A R R

/. SE =G

und cs st somit emme hinreichende Bedingung®) fiir den
singuliiven Charakter der Stelle @ == ¢4 wenn dieser Grenz-
wert = 1 auslillt.

1) Dieselbe ist keine notwendige mehr. Denn wenn auch jener
Grenzwert <1 ausficle, so konnte immerhin der entsprechende fiir einen
ungervaden Index 27 41 noch == 1 sein, was fir den singuliiven Cha-

5 i . N . -
rikier von w = %" oleichfalls ausreichend wiire.
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YA
(A=l +»)!
sendem » bestiindig ab und zwar, wie sogleich gezeigt werden

Die Zahlenkoeffizienten nehmen mit wach-

soll, so stark, dali alle diejenigen Glieder, deren Index » eine
passend gewiihlte, mit 2 ins Unendliche wachsende Schranke
iibersteigt, aut den fraglichen Grenzwert keinen Einfluli iiben
und somit ohne weiteres weggelassen werden diirfen. Es berubt
dies aut dem folgenden Ililfssatz:
Ist:
P o
lim] £ =P liml] p =pP,
L= L= w
so 1st auch: )
ra
lim | 2 4 ps = D
l=
Um dies emnzuselien, nehme man #> 0 beliebig klein,
jedenfualls aber so an:
P—yp 146 P
<, . also: < .
P p 1-—¢ " p

Auf Grund der Voraussetzung hat man sodann fiir alle
hinlimglicli grolien 4, etwa fiir 2> {:

Po<Qb g B <O
aulierdem {tUr unendlich viele 2> 1:
P> (1 — ey 17,
Somit ist [iir alle 2> 1:

Povp < P4 po <4 &) <1 -+ (iﬁ) > - P
und fir unendlich viele 21 >1;:
Pidp > P — p >(1—e)- (1 . <(1 = &) ]’;)’-) . P
' i ' (1—&) P o
so dafi sich in der Tat ergibt:

lim 1™ P+ p =D

=
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9. Um dieses Resultat auf den Grenzwert (104) anzu-
wenden, hat man zuniichst, wenn man, nach Annahme eines
echten Bruches #, in Gleichung (103) 4 durch (1—9) 2 ersetat’):

!
Y NI P
,linﬁ (1 — ) (A — 92 =1,
also durch Erhebung in die Potenz } (1 — #) und Multiplikation
mit (1 §)2a=";
e\ U= = .
l_lgll (}> (=0 = (1 — )=,

Vertauscht man hier — d mit + 9, so folgt durch Multi-

plikation der resultierenden Gleichung mit der vorstehenden:
1

lim - (() — I G4 D)2 = (1 — 9= . (14 92 a+a)

J==m v

und somit schlieflich, wenn man Gleichung (103) durch die
letzte Gleichung dividiert:

1 1

A\'! ;h! 2/-' 2
(105} lim - / - e — i . _'1 4 AN
. iz (7 - 't)A)!(/. + i)l (1— =7 (1 g)yi+7

Um zu zeigen, dafi dieser Wert stets unter der Kiunheit
liegt, setze man:

3

) = lt’ wo also: t>1,

und daher :
1

e =1 (1))

Nun 1st bekanntlich:

t - (=1
(+7)>(1+, ! 3] 1=<1—1> -

Y) Da es sich in der vorliegenden Betrachtung schlieflich nur um
die Bestimmung eines oheren Limes und zwar um einen Wert handelt,
der iiberhaupt nieht Gberschritten werden kann (s, p. 17, Ungleichung
(11)), so steht es, um Weithiutigkeiten zu vermeiden, frei, 4 auf solche
Zohlenwerte zu beschriinken, fiir welelie d 2 canzzahlig ist.

Sitzungsh, Ao math.-phys. KL Juhrg. 1912, 6
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(-1
woraus durch Multiplikation mit <1+ 1f> . <1vi> sich

ergibt:
13\ (-1 1\t 1
(“f) '<]+t> it

also, wenn man noch in die Potenz i erhebt und wieder & =
einfiilnt :
(I —) =7 (1 )T > -+ ).

Mithin findet man schliefilich aus Gleichung (105):

1 £

(106) 1 R L);‘< r 2<1
U Go— G (- D) L+ '

Bezeichnet man jebzt mit ¢ das Maximum von | w; ., fiir
v=0zs-41, 8,42, ... 2, so hat man:
) YRRV

—(et; e e e
,»/,..1(/—))' /.+r)'_(" ’ e )

YRV
<21 0 ARV

(G— i) 0oy

und daher:
I )

/. ; ' ; ' 27 l 2
17) Lim o 2 : (e sy, 00 ) <( <.
l= =z ,1/~1](/—*)) (/_i-))’ l‘f‘[i)

Ans dem zuvor hewiesenen Hilfssatze folgt dann. dafi man
den vorstehenden Bestandteil der in Gleichung (104) aunftreten-
den Summe  bei dem  fraglichen Grenziibergange von vorn-
herein unterdritcken kann, so dafl also die hinreichende
Jedingung fiir den singuliiren Charakter der Stelle @ == v
nunuehr die Form annimmt):

A 5 9
YRRV .
(10X} lim ;4 27 . [T AL SN PRI L) B
4 )/:/ + ) /.*>),)! (_/.—1_]')‘.( - + /.+ J
0: 0<<y <1.
Y Vol Fabry, Ann. Feo Norm. (3), 13 (1596}, p.o 871, — Faber.

Dissert. {1003), p. 19,
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3. Die vorstehende Beziehung ist nun fiir jeden Wert
von ¢ crfiillt, der Binheitskreis also eine singuliire Linie,
wenn eine hinliinglich grofie Anzahl der Reihenkoeffizienten
sich auf Null reduziert. Schreibt man die Reihe etwa in der

w0 .
Form an: Y ra,, ", WO My, My «.. My ... eide unbegrenzte

1
Folge wachsender natiirlicher Zahlen bedeutet, so tritt, wie
leicht zu sehen, der ebenbezeichnete Fall inshesondere dann
ein, wenn die m, so schnell wachsen, dafi

Mot — M
T - ?

(109) lm

r=um» mn,

unter a eine beliebige positive Zahl verstanden.
Alsdann bestehen niimlich zum mindesten von ciner be-
stimmten Stelle »>1% ab die Ungleichungen :

1
My = Myy > s My, AlSO S o s Dy, > B,y
14+«
Mg — M, 2>, alsor (T4 a)-m, <.
Setzt man jetzt in dem Ausdrucke (108) 4 = ., so wird
; = a:nzy

withrend im {ibrigen als kleinster und gribter Kocffizienten-
Index die Zahlen

(L—@)-m, und (14 &),
auftreten.  Wird nun J so gewihlt, daf;

1 «
1—0> ]
/ T <<1. h. 0 < 1+ r1>'

so hat man umm so lll(:]ll‘:

14+ 0<14«
und daher:
A=, >m— (14 DHm, < Mgt -
1 . - . . ; .
Somit enthilt in diesem Falle der Ausdruck (108) auber
U, Gberhaupt keinen weiteren von Null verschiedenen Reihen-
koeffizienten, und der hetreffende Grenzwert nimmt die Form an :

6*
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Cm, m, 3
. i T o T
lim 17 a,, = (hm 1 d, ) =1,

=0 n=m

ohne dak ¢ irgendwelcher Beschriinkung unterworfen zu werden
braucht. Somit hat jede der Bedingung (109) geniigende IReihe

o
>ty 2 den Einheitskreis zur natiirlichen Grenze ).
1

4. Das Frgebuis der vorigen Nummnier soll nun zum Be-
weise des folgenden, wesenthich allgemeineren Satzes dienen :

Ist
n,
: 1 ) . m,
lim ] «, =1 und T - "= =,
"

=0 ryro= 0
. o= . . ..
so hat die Leile Yy (U, L den Linheitskreis zur naticr-
1

lichen Grenze®).

1} Zuerst von Herrm Hadamard bewiesen. Journ. de Math. (4),
S, p. 116.
%) In sehr viel Lkowmplizierterer, jedoch dem Umfange nach im
wesentlehen iibereinstimmender Formulierung zuerst von Heren Fabry
bewiesen. Ann. Ec. Norm. (3). 13 (1896). p- 852; Acta wmath. 22 (1898),
p. 86. — Herr Faber (Sitz.-Ber. 3L [1904]) bat dafiir einen merklich ein-
facheren Bewels gegeben und schlieflich den Satz in folgender Weise
formuliert (Sitz.-Ber. 86 [1906], p. 581): ,Bezeichnet man mit » (v} die
Anzahl der nicht verschwindenden Koeffizienten, die zu Potenzen mit

. . . . .o . .
Exponenten == » gehiren, so ist die Beziehung lim -~ == 0 eine hin-
r=mn ¥

reichende Bedingung filr die Nichifortsetzbarkeit der Reibe.*  Dieser
NSalz erweist sich In der Tat als vollkommen gleichwertig mit dew-
jenizen des Textes, wenn man heachtet, daf » () die inverse Funktion
ru der I Texte wmit w, bezeichneten darstellt und dali daher die
Beziehungen

i (r) w
. . o
im =0 und lim 7

r=o W r=umn

dqguivalent sind.  Die von Herrn Faber fiir seinen Beweis beniitzte Fin-
fiihrung eines (mach Art eines sogenannten Diskontinuitivts-Ialktors wirken-
den) Taktors von der Form g0r) wird anch bel dem von mir gegebenen

Bewelse verwendet. weleher im dihricen immerhin eine mevkliche Ver-
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Beweis. Aus der Reihe der Zahlen m, m,, ... m,,
werde cine Folge von Zahlen py, pyy, oo pry ... s0 heraus-
vehoben, dal

o
Py

(110) lim |~ a,  =1. lim Pt Tl 5,
= = Y
Die alsdann iibrig bleibende I'olge der Zahlen i, werde
mib G,y Gy o ov Gry oo hezelchnet,
Da zum mindesten (von einer bestimmten Stelle an) stets
q, > m,, so folgt aus der Voraussetzung, dal auch

lim 7" = .
t==o V¥
Z 1
Infolgedessen ist die Reihe 227, konvergent und das
1Y )

unendliche Produlkt
o < y?
(111) giy) =IIIP<1—'JE>

stellt cine eanze transzendente Funktion dar, welehe offenbar
die Nullstellen y = & ¢, (r =1, 2, 3, ...) und nur dicse besitat.
Wir werden nun zeigen. dafy dieselbe dem Minimaltypus
der Ordnung 1 angehirt, dalz sie also bei beliehig klein vor-
geschriehenem ¢ >0 eier Relation von der Form

(112) gy <@ etwa fiiv: ¢ > [0,

genfigh, und dali andererseits fiir alle hinlinglich  grolien
Werte von »:

(112 /o (1)‘,) > iy

Sohald die Richtigkeit dieser beiden Ungleichungen er-
wiesen ist, lassen sich niimlich daran sofort die folgenden
Schliisse kniipfen.  Setzt man in der ersten dieser Unglei-

cinfachung des Faberschen Beweises darstellen ditefte.  Auch scheint
mir die hier gegebene Fassung des Satzes bearifflich etwas vinfacher
und schon aus dem Grunde vorzuzichen, weil sie unmittelbar gestattet,

die fragliche Reihe explizite (miimlich als }_;um A7y anznsehreiben,
,
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chungen y = p, und p, > Ii., so ergibt sich durch Kombination
mit der zweiten Ungleichung, daf fir alle hinlinglich grofien

Werte von »:
Py

< Vg(p) <e

und somit:
Py

Imlg(p) =1,
r=om ‘
also auch:
I
tm Vg (p)-ea,, =1.
r==mmn
Da die p. der Ungleichung (110) geniigen, so folgt aus
dem Satze der vorigen Nummer, daly die Reihe

2
z‘l)’!j (2),,) 7 », sy
1

den Einheitskreis zur natiirlichen Grenze hat.

Nun ist nach (111): g(g,) = 0, und es besteht daher die
Tdentitiit:

29 (p) - ap, &ty = 2y (py) - (’1;,,93" ol 2y (gn) - ay @t
1 i 1

w
= Yoy () - a,, xmr,
1
so dafi also auch gesagt werden kann, die letzte Reihe habe
den Kinheitskreis zur natiirlichen Grenze.

Andererseits hat aber die Reihe i’,r_r/(r)~x" einschlieflich
1
ihrer analytischen Fortsetzung (die Richtigkeit der Unglei-
chungen (112), (113) vorausgesetzt), nach dem Satze von p. 40,
Nr. 6, die einzige singuliire Stelle o = 1. Zugleich folgt
dann aus dem p. 68 bewiesenen besonderen Falle des Hada-
mardschen Satzes, daB die Rethe

w o)
SYogO)-a,z Yy (i) -, "
1 1

. . ) e M 7)\
keine anderen Singularititen haben kann, wie Y}, o™
1
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Da sie aber, wie zuvor bhemerkt, die singuliire Linie z =1
: @0

hat, so muli offenbar das gleiche schon fiir Y@, 2™ gelten.
i

Hiernach hiingt der Beweis des ausgesprochenen Satzes
nur noch einzig und allein von demjenigen der beiden Un-
gleichungen (112) und (113) ah. Die erste derselben liefie sich
leicht aus einer schon vor mahezu 30 Jahren von Herrn Poin-
caré gemachten Bemerkung?) folgern, die mm ithrigen nur
einen speziellen Fall eines von Herrn . Boutroux bhewiesencen
Satzes?) aus der Theorie der ganzen transzendenten I'unktionen
darstellt. Da indessen die Herleibtung nur wenige Zeilen er-
fordert, so erscheint es mir zweckmiifiig, sie hier gleich an-
zugeben,  Man hat zuniichst:

W) <]_I"<1 S Z) H<1 + | ;/)

(114) v n-l
<,¢"""'('+ ,/)II (1 FIA )
o 42
Wird « >0 beliehig klein vorgeschrichen, so Lt sich,
wegen lim ; = 0, » so fixieren, daf

1 7
<
g 2

fiir: »r>n,

also:

o 23 o Y
Hr(l )< T\ an e o=l eine oy

ML
(115) "1y
<e*
(wenn y mnur von vornherein so groly angenommen wird, daf
£+ gl >1). Andererseits Liit sich eine untere Schranke 72,
fiir 'y | so fixieren, daf

T} Bull. Soc. Math. de France 11 (1883). p. 142,
) Par. C. R 134 (1902), p. 83, Vel aueh Math, Ann. 58 {1804), p. 811,
I'alinote und p. 818.
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(116) 2 g (1 + "’,,7) e

VY 71
so dafy sich schlieflich, wie behauptet (s. Ungleichung (112)),
ergibt:

lg () <es vl fiie: ly > R..

Beztiglich der zweiten noch zu beweisenden Ungleichung
(s. Ungleichung (113)) sei bemerkt, dafl3 die Frgebnisse der
Untersuchungen iiber ganze transzendente I'unktionen, soweit
sie mir bekannt, zu ihrer Herleitung nicht ansreichen?). Da-
gegen lilt sich ihre Richtigkeit folgendermafien begriinden.

Bedeutet x eine beliebige natiirliche Zahl, so existiert
dazu stets eine und nur eine natiirliche Zahl », fiir welche die
Beziehung besteht:

(117) qn < zl)z < ’[n—{«l .
Nun werde gesetzt:

, I ol
(118) g (@) = [ = = =) -y (02,

1 (j;

WO

SRS S
W19 ) =1 i 2 () =["? ,1;,]’%
‘ Ia »

-1

1) Die iilteren Methoden (s. K. Lindelof, Acta Soc. scient. Fenni-

cae 31 [1902], p. 8 und weine Abhandlung, Math. Anu. 58 [1904], p. 320)

. . . 1 .
wiirden statt der Bedingung lim»- — = 0 geradezu dic Konvergenz

r=w q,

v 1 . 5 .

von >_:’ - als Voraussetzung erfordern.  Ein neuere Arbeit des Herrn
.

Lindeldof (Rend. Cire. Mat. di Palermo 25 [1903], p. 281) erstreckt sich
zwar auch auf die hier lediglich zur Verfiigung stehenden Voraussetzungen,
gestattet jedoch nur, nachzuweisen, daB dberhaupt auf unendlich vielen,
auch beliebig groBen Kreisen eine Beziehung von der Form

gly)y >e7 Y

besteht, withrend es doch hier wesentlich darauf ankommt, zu zeigen,
dafs dies gerade fiir |y == p_ bei hinlinglich groficm » der Fall ist.
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Man hat sodann:

120 o =TT =205 (1Y g

Bedeutet ferner m diejenige ganze Zahl, welche eindeutig
Destimmt ist durch die Beziehung:

(121) q:n <]7/ < ’jm—{-l 3
so wird zuniichst:

Hi

I%[ I — P = II (0 — ) II (e — p) )

w--1
Da aber:

Doy > P — > > P — Y > ]
fn = Du>> ooy — P > a1 = P > 1,

so ergibt sich weiter:
(122)
I[""l" P >Smt(noom)!
|

n
' > _) !, wenn n gerade.

n—l n+1
\ > ( ) < 5 )t wemn » ungerade.
2

» A
> alsorr!> ) ,
I e

und daher, bei geradem n:
n\, (1Y, n\"
2/°\2/° > 2¢

1y Sollte m = » sein, was mit Riicksieht auf die Ungleichung (117)
zwar wenig wahrscheinlich, aber immerhin denkbar wiire, so wiirde das
zweite dieser Produkte in Wegfall kommen, und man hitte sodann:

Nun ist:

n

I g, —p, > nt,

1

so dafl alle weiteren Schlitsse a fortiori hestehen bleiben.
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Bei ungeradem n hat man:
n-l -1

n-1\, (u+1), n-1\ % [(n+l\ 2 ((n-1)- ’(1L+1)"+’)
‘)( L ‘~z*c"> o) =@y

und wegen:

' .7 1\n 1 1\ -+l , .
(=1t (- =2 {1 — > 14 n >ntt(s.p.82)

"

schliefilich analog wie oben:

(123) (1”; 1)! (7% i 1-)! >< _fi)

Hiernach wird:
(> <" f’qn>

und:
. 2eq,,
(1.’.4) M (,Z)Z) - < (,‘n. S = pin-Yn < R PR
wenn gesetzt wird:
)
2eq
lg 111
o ) n
(125) W, =
Un
T

Andererseits hat man:

; L P _ - )' 10 ]
@-) H e U IT[I (IjL 1y —1)3)
(e

n-1 1 — (l)z)_ /[1-
qv
und daher, wegen:

5\ 2 2
(p,_) << 1 ) < 1 (s. Ungleichung (117)):

g Ant1

(126) () ~‘<II ( )

n4-1 )'
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U .o P
Da lim = o, also lim = 0, so lilit sich % durch

p=m V y=uwm Yr

entsprechende Vergrobierung von x so fixieren, dal; die beiden
Beziehungen bestehen :

] 2eqy
g e
° n ¢ 1 13-«
29 ) R < fiir: » > n.
(122) ), " 4 7 g,
n

Alsdann gehen aber die Ungleichungen (124) und (126)
in die folgenden iiber:

o) <ot

‘ SE D) 2 . e
y(p.) <H (1 + e e ) <6‘1l;¢. sinid | p.

-1
<Lt

Durch Einfiithrung dieser beiden Ungleichungen in Glei-
chung (118) ergibt sich somit schliefilich, wie behauptet (siehe
Ungleichung (113)): g () | > et
(fiir alle hinlinglich grofien ), womit der ausgesprochene Satz
jetzt vollstiindig bewlesen ist.

Da das vorstehende Resultat im wesentlichen nur auf ciner
bestimmten Kigenschaft der Kxponenten i, beruht, wihrend
die Koeffizienten «, einzig und allein der Bedingung

"y,
m |, =1
R
zu geniigen haben?), so erscheint dasselbe besonders geeignet,
um Beispiele solcher Funktionen herzustellen, welehe aut dem
Einheitskreise noch Derivierte jeder beliebigen Orduung be-
sitzen und dennoch iiber denselben hinaus nicht fortsetzbar

1 Man kénnte offenbar diese Bedingung noch  dahin verallge-
meinern, dafl man nur eine Beziehung von der ¥orm
u
N

lim ] Uy, —u = (
r=ux

verlangt.  An die Stelle des Einheitskreises tritt dann der Kreis um den

. o1 . ..
Nullpunkt mit dem Radins * als singuliive Linic.
f
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sind.  Man hat hierzu die «,, nur so auszuwihlen, dal sie
auder der chen genannten Bedingung noch der folgenden:
lim m?-a, =0 fiir jedes endliche p >0
r=2x
genligen, was sich auf unendlich viele Arten erzielen Lifit?).
(Beispiele: m, =", @, = a’, wo m eine ganze Zahl > 2,
a ein iichter Bruch; m, = w", wo wieder m elne ganze /mhl
1 1
> 2, a,, =  oder «, = —|.
¥

»!

o . . .
Transformiert man f(2) — Yra,, 2" mit Hilfe der Sub-
.

stitution 2 = e (wo also ¢ reell, wenn @ = 1) so entspricht
jeder auf dem Linheitskreise gelegenen singuliren Stelle 2
von [(2) eine reelle singuliire Stelle ¢ (bzw. deren unendlich
viele, nach dem Modul 27 kongruente) von /(e als Funktion
der reellen Veriinderlichen #, withrend zugleich deren unbe-
schriinkte Differenzierbarkeit erhalten bleibt. Da f(z~") bzw.
e~ ") offenbar die analogen KFigenschaften besitzt und, wie
leicht zu sehen, die singuliiven Stellen von f(z) und [(z™)
durch Bildung von f(x) & f(z~1) sich nicht gegenseitig anul-
lieren konnen, so existieren die Reithensummen

o

E" ([Hl,, (_1,"“:' i J/‘_"“l‘)

3]
mit Derivierten jeder Ordnung nur aaf dem Einheitskreise und
es definieren demnach die Iteihen

bl sl
Y, COS mrt, Sty s, i

Fuunktionen der reellen Veriinderlichen ¢, welche durchweg un-
beschriinkt differenzierbar, aber nirgends nach der Taylor-
schen Rethen entwickelbar sind?).

1) Vel. Math., Ann. 14 (1891} p. 43,

2) Vgl die in der vorigen Fulinote zitierte Arbeit, p. 45.

3) Ein besonders lehrreiches Beispiel dieser Art liefert die Reile
”
Z" , sin 3"t deren Taylorsche Entwickelung fiir wnendlich viele

5
0 ’
iiberall dicht licgende Stellen zwar bestiindig divergente, fiir andere
ebenfulls dberall dicht hwwndu bestindig konvergente Reihen

liefert. Vgl Muth. Ann. 42 (1893), p. 179.



