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Einige Konvergenz- und Divergenzkriterien
fiir alternierende Kettenbriiche.

Von Oskar Perron.

Vorceleot von A. Pringsheim in der Sitzung am 6. Mai 1911.
t=] D (=] D

Als alternierende Kettenbriiche hezeichnet man die Ketten-
briiche der Form
«
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wobei die a,, b, positive Zahlen sind. Herr Gmeiner hat
sich in zwei Noten mit der Konvergenz dieser Kettenbriiche
beschiiftigt.’) Teh werde im folgenden auf sehr einfache Weise
ein Kriterium herleiten, das alle Gmeinerschen als Sperial-
fillle enthiilt (Satz 4). Durch Spezialisierung ergeben sich so-
gar Kriterien, die immer noch allgemeiner sind als gewisse
(imeinersche, und trotzdem von einfacherer Form.

§ 1.
Wir benotigen fiir unsere Untersuchungen die bekannten
Kriterien fiir Kettenbriiche mit positiven Elementen. Sei
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1) Konvergenzsiitze fiir alternierende unendliche Kettenbriiche. Mo-
natshefte fiir Mathematik und Physik, 14. Jahrgang (1903). Zitiert als
Gmeiner I. — Kriterien der Divergenz und Konvergenz von alter-
nierenden unendlichen Kettenbriichen. Sitzungsber. der Kais. Akademie
der Wissenschaften in Wien, math.-naturw. Klasse, Bd. 117, Abt. lla
(1908).  Zitiert als Gwmeiner [1,
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ein solcher; also ¢, >0, d,>0. Nach Seidel und Stern
besteht die notwendige und hinreichende Bedingung fiir seine
Konvergenz darin, dali wenigstens eine der beiden Reihen

‘101 Cyv v o G2y 21 C2Cy o v . Coy
m‘/ €a 4 '{—’ " ca (Z;Z s

- Oy

€3C5 . .. C2 et

divergiert.!) Dazu ist zu bemerken, daB dieser Satz noch
richtig bleibt, wenn fiir die d, auch die Null zugelassen wird,
sofern dann nur nicht alle d, mit ungeradem Index verschwin-
den. Den Beweis tibergehe ich, da er in ganz gleicher Weise
gefithrt werden kann, wie etwa der von Stern gegebene.

Wenn dagegen alle d, mit ungeradem Index verschwinden,
so ist der Kettenbruch stets divergent, weil jeder Nitherungs-
bruch ungerader Ordnung sinnlos ist (d. h. den Nenner Null
hat). Dies ergibt sich ohne weiteres aus der Rekursionsformel
fitr die Nitherungsnenner.

Weiter bendtigen wir das von Herrn Pringsheim?®) aus
dem Seidel-Sternschen hergeleitete Kriterium: ,Der Ketten-

] ; g /(l,d, fau . >
bruch konvergiert, wenn die Reihe > ] " Qivergiert.*
Cl’+i

Auch hierber ist zulissig, daB die d,. teilweise verschwinden;
die Moglichkeit, daly alle d, mit ungeradem Index verschwin-
den, kann hier aber gar nicht vorliegen, weil sonst die Reihe
. '\1] /d, d,p
— Ci

»epl
divergieren wiirde.

lauter verschwindende Glieder hiitte, also nieht

Wir betrachten jetzt suniichst alternierende Kettenbriiche
der speziellen Form

1) Seidel, Untersuchungen iiber die Konvergenz und Divergenz
der Kettenbriiche. Habilitationsschrift; Miinchen 1846, — Stern, Uber
die Kennzeichen der Konvergenz eines Kettenbruches. Journal fiir die
reine und angewandte Mathematik, 13d. 87 (1548).

?) Uber ein Konvergenzkriterium fiiv Kettenbriiche wit positiven
Gliedern. Sitzungsberichte der math.-phys. Klisse der K. B, Alaulemie
der Wissenschaften, Bd. 29 (1899).
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(1) by — [“1_1‘_ + _'alz[‘ — Ial3[ + l?_' i SR

Sind A,, D, die Niiherungsziihler und -nenner, so gelten
die Rekursionsformeln
Aa=1, 4,=b, 4, =4+ (—1ad, ([(»>1)
DB_y=0, B=1, DB, =0D_4(1)ab, - (»>1).

Also inshesondere auch

Ay N Agy — 3541 Ay ' 1
Aoy = Aoy + 2, Aoz '
4112 y—1 — Aﬂ y—2 — 2y AZJ'—-:'} — A2y

Multipliziert man diese Gleichungen mit den beigeschrie-
benen Kaktoren und addiert dann, so kommt

Apypr = (14 a2y — asuqa) Aoy1 + @2p1 02, Asys (» >1).

Die gleiche Formel gilt fiir die B,. Da aulierdem 4,=b,—a,,
DI, =1 ist, so gewinnt man das Formelsystem

A =1, A\=bo—ay, Aoy 1=(14as,- as,41) Aov1tt2, a2, As g (v>1)
D=0, B\=1, DBaygr=(1+as,— s, 1) Doy 1+ a5y 42, Bz (v>1).
Dieses besagt aber nichts anderes, als da die Briiche
1 3 5 1

der Reihe nach die Niherungsbriiche des folgenden Ketten-

bruches sind:

a, a,
14 a,—a,

Daher ist offenbar die Konvergenz von (3) notwendig
fiir die Konvergenz von (1). Wir setzen jetzt noch

(4) 1 + s, — 254 >0 (?' > 1)
voraus, Dann liBt sich zeigen, daf die Konvergenz von (3)

anch hinreicht fiir die Konvergenz von (1).
Sitzungsh. d. math.-phys. Kl Jahrg. 1911, 14

+ Qg | + Jﬁ 666_; + .

3 by—a, + " 1'?6(4_% R —
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In der Tat ist, da der Kettenbruch (3) die Niherungs-
briiche (2) hat:

. Aoy a,a, | a i, | W2y -, (2,
(5) b - 172 At SR
Boyy1 Ttay,~ay  14a,~a; Tbas, — g
und wenn (3) konvergiert, so existiert der Grenzwert
A21+1 -«
lim =M
1-—001)))1»}—1
- . A, ;
‘Wir haben dann nur zu zeigen, daly auch lim =&
° ’ j))
r—w 4
. 112 1 Az 1 .
ist.  Nun geht aber -5 aus 2L hervor, indem man
Dy, -Z)'.’.r-}-l
3y = 0 setzt; also ergibt sich aus (3):
As, aa, Wy llay o | a,_1(la,
(()) ¥f1 — Z)o s + + 2r—s » Y2y 1
1)-;»,, 1-{‘“ — l-*—(l;,_n—(h,..l 1 + o,

Dies ist ein endlicher Kettenbruch, der nach (4) lauter
positive Elemente hat (eventuell einige verschwindende Teil-
nenner). Sein Wert liegt daher zwischen seinen beiden vor-

—1 A 2 p—2
und -

29
B‘Jz'——-l —B2 v ——3'

Da diese aber dem Grenzwert & zustreben, so hat in der Tat

letzten Niherungsbriichen, also zwischen

Y o . . >
auch 77" den Grenzwert &, womit die Konvergenz von (1)

B,
bewiesen ist.

Wenden wir nun auf den Kettenbruch (3) das Seidel-
Sternsche Kriterium an (§ 1), so ergibt sich

Satz 1. Die Elemente des alternierenden Ketten-
bruches
« 7

e 2 — 6(3: (('4 5 « ..
. e s

by — 1 1

migen den Ungleichungen geniigen:
o tel o D fe)
1 —}— ayy — ag,,.*_] >0 (7’ > 1) .

Wenn hiebel fiir alle ungeraden » Gleichheit statt-
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hat, so divergiert der Kettenbruch. Wenn aber min-
destens fiir ein ungerades » wirklich Ungleichheit
statthat, so besteht die notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Konvergenz des Kettenbruches
darin, dali mindestens eine der beiden Reihen

Ny By Uy g W5y (b y—2
ZJas t, (t, (g Uyt Cyy

(1 + agy — ag,11)

Uy @y Uy g gy ) Aoy

1 typn0 — yrys)
( 142 4143
sy g Uy, (g g1 by

divergiert.
Aus dem Pringsheimschen Kriterium (§ 1) ergibt sich
spezieller:

Satz 2. Wenn die KElemente des alternierenden
Kettenbruches

a

bo_f+

Uy

Wl
1 1 + 1 !

den Ungleichungen geniigen:

1 + ay "'a21'+1 > O (J’> 1),

und wenn aulierdem die Relhe

A ] / (1 4 @z — 1) (4 darge — Qargs)
— - « .
2y 41 (25 -2
divergiert, so konvergiert der Kettenbruch.
Wenn fiir »>1 dwrchweg @y, <1 ist, so hat jede der
beiden Reihen

N\ ]/ W2y U2y g2

P aaar]

N/ U=
2y Uy f~‘_” E— 02341 A254-2

kleinere Glieder als die in Satz 2 auftretende Reihe. Daher
kommt a fortiori

Satz 3. Wenn die Elemente des alternierenden
Kettenbruches
14%
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G| ag] | @,

SRR

den Ungeichungen do,40 <1 fiir »>1 geniigen, und
wenn auflerdem wenigstens eine der beiden Reihen

N / 2y ‘1 1
el | PR ‘;_J]/((,z]““ = 1)

divergiert, so konvergiert der Kettenbruch.

Wir wenden uns jetzt zu dem allgemeinen alternierenden
Kettenbruch
a, « 17 «
7 Z) _ 11 2 3 4 I
(@) & b, i b, by + b, a
Dieser ist idquivalent mit
a, 1, ay | a,
b b. b b, b, b, b
8 poo Y1Y% ) s Ys ) s

die Konvergenzbedingungen von (7) und (8) sind also die glei-
chen. Man erhiilt daher Kriterien fiir den Kettenbruch (7),
wenn man die Sitze 1, 2, 3 auf den Kettenbruch (8) anwendet.
Speziell aus Satz 1 folgt, indem man die Glieder der entstehen-
den Reihen in eine etwas bequemere Form bringt:

Satz 4. Die Elemente des alternierenden Ketten-
bruches

_ Sy S Bshy G
5, T [b by b,
1 2 78 I

b,
migen den Ungleichungen geniigen:
byy_1ba, b21r+1 + a2, 7)2;-+1 — U2y4-1 boy 1 >0 (V > 1)-

Wenn dabei fiir alle ungeraden » Gleichheit statt-
hat, so divergiert der Kettenbruch. Wenn aber fiir
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mindestens ein ungerades » wirklich Ungleichheit
statthat, so setze man zur Abkiirzung
€ = oy 2, b2y 3 bzl.+1 s
dy = by, 1 Day 7)2y+1 -+ /1214-1 — 3,41 by
die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die

Konvergenz des Kettenbruches besteht dann darin,
dafi von den beiden Reihen

Ca Gl raniCos=1s CoiCivviiiCon
.>j 35 "= d,, E 24 sy
CyCg o v v C2y C3Cq v v v 0204

mindestens eine divergiert.

Aus Satz 3 folgt spezieller

Satz 5. Wenn die Elemente des alternierenden
KKettenbruches

{"1 ( ,”3,

— 2..—
b + /)2 b

«

by — + =
1 3 I

den Bedingungen gentigen:

(Lg,u{._] < ]lg,, 7}2,.+1 (7’ > 1),

und wenn von den heiden Reihen

2, 1 bay— 02541

wenigstens eine divergiert, so konvergiert der Ketten-
bruch.

A fortiori wird also unter der Bedingung ds,q1 <ba, b2,
die Divergenz der Reihe
©) SV G2y Doyt
@251 !)'.3 v—1
oder auch der Reihe

(10) 3 (bf" bavi _ 1>

2y g
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die Konvergenz des Kettenbruches nach sich ziehen. Die
Reihe (10) findet sich im 8. Satz von Gmeiner I, der damit
neu bewiesen ist. Im 4. Satz von Gmeiner I steht dagegen
die Reihe

(1) Z Uy Cty o . . Ay Bison

Ay @y o oo G2y

Obwohl deren Bildungsgesetz komplizierter ist als das der
Reihe (9), ist doch dieses Gmeinersche Kriterium in dem
unseren vollkommen enthalten, indem die Divergenz von (11)
stets die von (9) nach sich zieht, aber nicht umgekehrt. In
der Tat, bezeichnet man die Reihe (11) mit Yj¢,, so geht (9)

. . &
iiber 1n E !
C

r—1

Aus der Divergenz von ¢, folgt aber stets
die von ;}_1' “~; denn wiirde letztere Reihe konvergieren, so
Cy—1

miifite - beliebig klein werden, also Y ¢, erst recht kon-

Cy—1
vergleren.
Endlich findet sich bet Gmeiner Il im 9. Satz die Reihe
9 G
(1.‘) Zbﬂv—l bi 1'.

Da aber s, <bhs, byyyqy vorausgesetzt ist, so hat (12)
kleinere Glieder als (9), so daB unser Kriterium wiederum
weniger verlangt als das Gmeinersche.

§ 4.

Es sollen jetzt auch einige Divergenzkriterien hergeleitet
werden. Seien zuniichst die Zahlen as,, 2,41, 02,41 monoton
wachsend, das heifst

A2y12 Z Qzy, Wy > dyy s 1/2,4-1 > bayor.

Dann sind die in Satz 4 auftretenden Zahlen ¢, ebenfalls
monoton wachsend, so dafi die Glieder der in Satz 4 auftreten-
den Reihen hochstens gleich dy, bzw. diyqy sind.  Folglich
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zieht die Konvergenz der Reihe Y d, a fortiori die Konvergenz
jener beiden Reihen und daher die Divergenz des Kettenbruches
nach sich. Man erhiilt also

Satz 6. Wenn die Rlemente des alternierenden
Kettenbruches

a, | a, a,| a, |
4opl g ot —
bl ‘[’2 Ibs 64

by

den Ungleichungen geniigen:
Ugyyo > Uayy  (2ygl = Uay—1y  Daygr > Doy,

und wenn die Reihe
e
2 [[‘21'—1 by by 41 1 A2y b-21v+1 — Q2541 b, v—l]
=1

keine negativen Glieder hat und konvergiert, so ist
der Kettenbruch divergent.

Sind speziell alle a, =1, so ist die Konvergenz der vorigen
Reihe wegen ba,40 2 b,y gleichbedeutend mit der Konvergenz
der beiden Reihen

Z b:] r—1 [/z ¥ J’Zr«{—ly Z (bf.‘ r4-1 b‘.:fr—l)-

Die Konvergenz der zweiten besagt aber, dali die oy
emen endlichen Grenzwert haben, und infolgedessen ist die
Konvergenz der ersten gleichbedeutend mit der Konvergenz
von 230, So kommt das folgende Kriterium, welches sich
mit dem zweiten Satz von Gmeiner II deckt:

Satz 7. Wenn die Teilnenner des alternierenden
KNettenbruches

1 1 1 1
b e — + SETE
0 ]
b, b, by b,
so beschaffen sind, dali erstens die J.,,41 monoton
wachsen, aber einen endlichen Grenzwert haben, und
dafy zweitens die Rethe X0, konvergiert, so diver-
giert der Kettenbruch.
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Weitere Kriterien kniipfen wir wieder an den speziellen
Kettenbruch

@ [ (14,

21 L 3 & -
b=t + T
an. Wir setzen voraus, daf die Reihe

(13) Za) —((),+1

A2y 41
absolut konvergiere. Dann ist bekanntlich auch das Produkt

1 ik unbedingt konvergent, so dafi insbesondere auch jedes
€y 41
beliebig herausgegriffene Teilprodukt konvergiert. Inshesondere

werden daher die folgenden vier Produkte konvergieren:

Ayv—2 Cl41+1 Uy g Qavga

11 N St J | v 1

yy—1 (g »4-1 Ty g2

Infolgedessen sind die in Satz 1 auftretenden Reiben dann
und nur dann beide konvergent, wenn das gleiche von den
Reihen

Sl s dus v st ke
bl

bl
g1 Uyyq3

also schlieBlich von der Reihe
Z 14wy —as,q
(tz)+1 ,
deren Glieder bei den Voraussetzungen von Satz 1 ja >0 sind,

gilt. Wegen der absoluten Konvergenz von (13) ist dies aber

gleichbedeutend mit der Konvergenz der Reihe E a—-l ~. Also
2341
kommt

Satz 8. Wenn die Elemente des alternierenden
Kettenbruches

a a, a,|

1 l : +
O e T e

so beschaffen sind, dafi
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1 —}- W2y — (2441 >0 (1’ > 1)

ist, und daB die Reihe

Y ash

A2, 4-1

absolut konvergiert, so divergiert der Kettenbruch,
wenn fiir alle ungeraden »:1 4 tg, — tha, . = 0 ist. An-
dernfalls ist der Kettenbruch konvergent oder diver-

1

gent, je nachdem die Reihe Z divergiert oder
2 541
konvergiert.

Der auf die Konvergenz der Reihe beziigliche Teil dieses
Satzes deckt sich mit dem vierten Satz von Gmeiner II; nur
ist dort noch die unnétige Einschriinkung @z, > a2,41 gemacht.

Iis hat keine Schwierigkeit, den Satz 8 auf die allgemeineren
Kettenbriiche der Form (7) zu ibertragen. wobei dann auch
der dritte Satz von Gmeiner IT als Spezialfall erscheint. Doch
wollen wir von der Formulierung absehen. Der elfte Satz bei
Gmeiner II lautet:

Satz 9. Wenn die Elemente des alternierenden
Kettenbruches

a, a, y a

bt Tt T

den drei Bedingungen geniigen:

A) 1 + (lg,,—'(lg,,+:>0 (1'>1)
By DO 550 o b vour nicht abhingt
aytly . ..Uy,
) be =3 konvergent
g sent,

so divergiert der Kettenbruch.

Auch dieser Satz ist lediglich eine Folge von unserem
Satz 8. Denn aus der Bedingung A) folgt zuniichst
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D) (l)1+l <1 +

s, (l) »

Wir untersuchen jetzt die unendliche Reihe

E) 3 (e —1).
as,

Wegen C) und D) bilden jedenfalls thre positiven Glieder
fitr sich eine konvergente Reihe. Wiire nun die Reihe der
negativen Glieder nicht ebenfalls konvergent, so wiirde die Ge-
samtreihe E) gegen — oo divergieren. Also wiirde das Produkt

5 g 5 (2PN} . . E
mit dem allgemeinen Glied "1 gegen Null divergieren, weil
2y

ja bekanntlich
42341
((21'-*-1 u.,-*j il
T e 2

A,

ist.  Dies wiirde aber der Bedingung B) widersprechen. Von
der Reihe E) miissen daher die Teilreihe der positiven Glieder
und die der negativen Glieder je fiir sich konvergieren, so dals
die Reihe 1) selbst absolut konvergiert. Infolgedessen ist aber

lim “*7*! =1, so daB die Reihe

o,
Sj U2y gg — (24 :—1 2,41 1 >,
2y A2y

(o, v

ebenfalls absolut konvergiert. Aufierdem ist wegen der De-
5 R a1 . B 1
dingung C) und wegen lim l’)+»- =1 auch die Reihe Y &

2 PR
konvergent. Nach Satz 8 geniigt dies aber fiir die Divergenz
des Kettenbruches.

Damit sind alle Gmeinerschen Kriterien als Spezialfiille
der unsrigen nachgewiesen. Denn diejenigen, welche wir nicht
ausdriicklich erwiihnt haben, sind bei Herrn Gmeiner selbst
nur Spezialfiille der erwiihnten.



