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Wie fallen Stibe und Scheiben in einer reibenden
Fliissigkeit?
VYon R. Gans.

Vorgelegt von A. Sommerfeld in der Sitzung am 6. Mai 1911.

Bewegt sich eine Kugel unter dem Kinflusse einer nach
GroBe und Richtung konstanten Kraft I in einer reibenden
Iliissigkeit, so wird im stationiiren Endzustande die Geschwin-
digkeit J7 die Richtung der Kraft haben und ihr proportional
sein, es wird also die Gleichung

V=9I (1)

gelten, und wir kinnen y als Beweglichkeit der Kugel in der
betreffenden Fliissigkeit bezeichnen. Die Geschwindigkeit wird
dadurch charakterisiert sein, daff die von der wirkenden Kraft
geleistete Arbeit gleich der in der Flissigkeit durch die Stro-
mung entwickelten Reibungswiirme ist. Nach (1) muf also
Ve
Bay=— )
v
die in der Zeiteinheit in der Fliissigkeit erzeugte Wiirme sein.
Durch Integration der dieses Problem beherrschenden
Differentialgleichungen der Hydrodynamik fand Stokes,!) dak
1
g = (3

=T
1) Stokes, Cambr. Trans. 9, 1851 oder Seientific Papers 8, p. 1:
siehe anch H. Lamb, Lehrbuch der Hydrodynamik, deutsch v..J. Friedel.

Leipzig und Berlin 1897, § 325, . 682,

Sitzungsb. d. math.-phys. K1. Jalhrg 1911, 15
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ist, wenn « den Radius der Kugel, u den Reibungskoeffizienten

e A . Vas'
der Fliissigkeit bedeutet. Hierber ist vorausgesetzt, dal - i

{

i
eine gegen die Kinheit kleine Zahl ist, unter s’ das spezifische
Gewicht der Fliissigkeit verstanden.

Ist die wirkende Kraft I die Schwerkraft, also
F="Twg—, (4)
3

wo & das mittlere spezifische Gewicht der Kugel hezeichnet, so
bestimint sich aus der Fallgeschwindigkeit bei hekanntem Lei-
bungskoeftizienten s der Kugelradius nach (1), (3) und (4) zu

(L:S]/;ﬁLV (5)

29 (s —s)

Diese Theorie von Stokes hat neuerdings dadurch an
Bedeutung gewonnen, weil man sie zur Bestimmung des elek-
trischen Elementarquantums herangezogen hat. Das Prinzip
dieser Messung Dbesteht darin, dal man ein mit der Flektri-
zititsenge e geladenes Teilchen einmal einfach unter dem
Limflufy der Schwere fallen lift, wobei sich die Fallgeschwin-
digkeit I, nach (1), (3) und (4) aus der Formel

4 )
3 s I ‘
g @ g(s—s)y=~6npal, (6)
ergibt, und dann dem Schwerefeld ein gleich (oder entgegen-
wesetzt) gerichtetes clekirisches Feld der Intensitiit € iiber-
lagert, wobel eine Fallgeschwindigkeit V,, resultierf, die sich aus

im

e @gls—s)+eC=0b6aual, (7
(9]

berechnet,.

Aus (6) und (7) folgt sowohl der Radius des Teilchens
als auch seine elektrische Ladung

bR

niimlich
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= :'}]/9 ‘“’ Vll
Zg—5)q

S
- ®)

06 =9 (V, _'V,)]/(S__S,)g.

Auf der vorjihrigen Naturforscherversammlung in Konigs-
berg berichtete nun Herr Ehrenhaft?) iiber seine Bestim-
mungen des elektrischen Klementarquantums, und es schien
aus seinen Versuchen hervorzugehen, daf das Elementarquan-
tum keine Konstante ist, sondern dafi einige Teilchen eine
grifiere, andere eine kleinere Ladung besitzen, als sich nach
anderen Methoden ergeben hatte.

Die Diskussion, die sich an diesen Vortrag kniipite, be-
schiiftigte sich mit der Frage, welche Griinde wohl die Schwan-
kungen der Resultate veranlafit haben konnten, und so wurden
unter anderem auch die Voraussetzungen der Stokesschen
Theorie erirtert.

Vor allem wies Herr Sommerfeld?) darauf hin, daf eine
Vorbedingung fiir die Verwendung der Stokesschen Formel
die Kugelgestalt der fallenden Teilchen ist, und daf scheiben-
oder stibchenformige Teilchen bei Verwendung der fiir die
Kugel giiltigen Formel zu kleine Werte fiir ¢ ergeben wiirden.

In einem Privatgespriich mit einigen Kollegen nach der
betreffenden Sitzung stellte ich die Frage ,Wie fallen eigent-
lich Platten oder Stibchen in einer reibenden Fliissigkeit?*,
und ich erhielt von dem einen die Antwort ,HFine Platte fiillt
schmalseit*.  Als Grund fiir seine Behauptung gab er an,
ringsten Widerstand von
seiten der umgebenden Fliissigkeit erfahre. Andere dagegen
meinten: ,Nein, eine Platte fillt breitseit* und liefien zur Fr-
hiirtung ihrer Aussage Visitenkarten etc. fallen, die in der Tat

jeder Korper falle so, wie er den

gt

breitseit ohne Storung herunterfielen, wiihrend sie, wenn sie
anfiinglich schmalseit fielen, ehe sie den Boden erreicht hatten,

1) IShrenhaft, Phys. 7Zs. 11, 1910, p. 940.
Y A.Nommerfeld, Phys. Zs. 11, 1910, p. 949.
13*
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sich mehrfach iiherschlugen, FKrscheinungen, die ja in der
Aviatik ganz bekannt sind.  Schliefilich erwithnte noch einer,
er erinnere sich aus seiner Knabenzeit, dali er beim Baden
nach Tellern getaucht habe, die stets aufrecht, d. h. so, wie
sie auf dem Tische stehen, also auch breitseit gesunken seien.

Da sonach die Meinungen iiber die Frage, wie eine Platte
oder ein Stibchen in einer reibenden Fliissigkeit fiillt, geteilt
waren, sel es mir gestattet, im folgenden auf dies Problem
einzugehen, vollkommen losgelost von der Diskussion iiber die
Ehrenhaftschen Versuche, die inzwischen ganz andere Bahnen
eingeschlagen hat.

Zuniichst sei bemerkt, dali es ein Minimalprinzip des
Widerstandes in dem oben benutzten Sinne fiir die Bewegung
eines festen Korpers in einer Fliissigkeit nicht gibt. Ks wird
hier wohl eine Verwechslung mit ecinem Theorem von Helm-
holtz') vorgelegen haben, welches aussagt, dafi unter ge-
gebenen Oberfliichenbedingungen die Wirmeentwicklung Dei
stationiirer Stromung geringer ist als bel irgend einer anderen
Flissigkeitsbewegung. Sodann beweisen die Experimente der
fallenden Visitenkarten fiir umser Problem nichts, da wir uns
nur mit dem von Stokes behandelten Grenzfalle unendlich
kleiner Geschwindigkeiten beschiiftigen, bei dem die von der
Trigheit der Fliissigkeit abhiingigen Glieder vernachlissigt

B . Vist . )
werden kionnen. Das ist der Fall, wenn —— klein gegen Eins

i

ist, unter [ eine Lineardimension des fallenden Korpers ver-
standen. Diese Bedingung war nun bei den Versuchen keines-
wegs erfiillt, denn da fiir Luft ' = 0,00129, x = 0,00017 ist,
hiitte ¥ noch klein gegen 0,01 cmfsec sein miissen.
Schliefilich miissen wir auch eine Folgerung aus der Art
des Sinkens von Tellern im Wasser abweisen, da hier erstens
die Stabilitit der aufrechten Lage schon durch die gewilbte
Form des Korpers, d.h. durch den Tellerrand, gewiihrleistet
st (wegen der Unsymmetrie von oben und unten fiillt der

1) H. v. Helmholtz, Wiss. Abh. 1. p. 223,
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Teller im Wasser nur in der aufrechten Lage), zweitens ist
aber auch hier die Fallgeschwindigkeit viel zu grofi, als daf}
man berechtigt wiire, von der Triigheit der Flissigkeit abzu-
sehen, denn fiir Wasser ist s' = 1; n==0,018, so dal ¥V klein
gegen 0,001 cmfsec hiitte sein miissen.

Da also die angestellten Experimente fiir die von uns auf-
geworfene Frage nicht I Betracht kommen und auch nur
schwer entscheidende Versuche anzustellen sein werden, so
wollen wir jetzt ermitteln, wie die Theorie unser Problem 10st.

Anstatt die Geschwindigkeit und den Druck zu suchen,
die an jeder Stelle der Fliissigkeit herrschen, wenn man dem
in ihr befindlichen festen Korper eine Bewegung von kon-
stanter Geschwindigkeit erteilt, konnen wir uns fragen, wie
ein konstantes Stromungsfeld durch einen in ihr ruhenden
festen Worper modifiziert wird, und welche Kriifte und Dreh-
moniente man aufwenden mufi, wm den Korper in dieser Stri-
mung in Rubhe zu halten,

Dieses I'roblem wird durch die Differentialgleichungen be-
herrscht?)

w v, = op
: o
P
dv, = :
L Uy 3y (9
w v, = o
' 2z

AU, vy d: )
dx _ay% s = O (10)

wenn an der Oberfliiche des festen Korpers
ve=0; v,=0; v, =1{ (11)
ist und im Unendlichen etwa die Bedingung

v.=U; v,=0; v=0 (12a)
1) Vel 2 B. H. Lamb, Lehrbueh der Hydrodynamik, deutsch von
J. Iriedel.  Leipzig und Berlin 1907, § 321

b
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oder

vy = U; v, =V; v.=20 (12h)
oder

v, = 0; v,=0; v, =W (12 ¢)
gilt.

Die Druckkriifte ergeben sich ferner aus den Formeln?)

TR v, | 2,
Per=—PF 21 1,’: l’//s:l’z!/z,”< i i’>

dx dy d:
. dv dvy , 9.
Sy b D} v, S —— v - f;
Lyy P2 3y’ e e (8/:' + 3.’0) u .
v, 3 v, U,
s = — P 2 = vy = Pz = ! :
ik Ptdfo—t  Pog =Dy = (8.1' R 9.”/)

Die Differentialgleichungen, die Grenzbedingungen und die
Drucke sind, wie man aus den Gleichungen (9) bis (13) er-
sieht, linear in den Geschwindigkeitskomponenten, d. h. die
Superposition zweier Losungssysteme (Teilbewegungen) gibt
wieder ein mogliches Lisungssystem (resultierende Beweguung).

Deshalb gilt ohne weiteres der Satz:

Die Komponenten der Kraft wnd des Drehmoments, die
nétig sind, um den festen Korper bei der resultierenden Be-
wegung in Ruhe zu halten, sind einfach die Summe der ent-
sprechenden Komponenten, die hei den 'leilbewerungen er-
forderlich sind.

Inshesondere: Befindet sich ein Korper mit drei aufein-
ander senkrechten Symmetrieebenen, deren Schnittlinien, die
»Hauptachsen®, den Koordinatenachsen parallel liegen migen,
in der Fliissigkeit. und hat die Geschwindigkeit im Unendlichen
die KKomponenten U/, V, W, so setzt sich die Lisung aus den
drei Teilbewegungen zusammen, die wir erhalten, wenn wir
als Bedingung im Unendlichen erstens die Gleichung (12a),
zweitens (12h), drittens (12¢) einfiihren.

Bei keiner dieser Teilbewegungen, die dadurch charak-
terisiert sind, daf der Korper mit einer seiner Hauptachsen

1) H. Lamb, L ¢, p. 662, § 314,
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parallel dem ungestorten Stromungsfelde liegt, ist nun aus
Symmetriegriinden ein Drehmoment erforderlich, um den Korper
in seiner Lage zu halten, also ist bei der resulticrenden Be-
wegung, hei der der Korper eine ganz beliebige Orientierung
zam Stromungsfelde hat, auch kein Drehmoment nitig oder,
wenn wir wieder zu dem Falle iibergehen, dafi die Fliissigkeit
im Unendlichen ruht, der Korper aber geradlinig in derselben
bewegt wird, so gilt der Satz:

Aut den bewegten Korper wirkt kein Drehmoment in-
folge der Druckkriifte der Fliissigkeit. Scheiben oder Stihb-
chen, die drei aufeinander senkrechte Symmetrie-
ebenen besitzen, haben also nicht die Tendenz, beim
langsamen Fallen in einer Flissigkeit sich irgendwie
einzustellen.

Wiihrend die bisherigen Resultate einzig und allein aus
der Linecaritiit der Gleichungen und den Symmetrieeigenschaften
des Korpers folgten, miissen wir, um den Bewegungsvorgang
in seinen Xinzelheiten angeben zu konnen, die Korperform ge-
nauer prizisieren.

Wir wollen also annehimen, dafi eine Scheibe ein abge-
plattetes, ein Stibchen ein verlingertes Rotationsellipsoid ist:
die grofie Halbachse moge «, die kleine ¢ heifien. Die {ir die
stationiire Bewegung maligebenden Formeln sind von Ober-
beck?) aufuestellt worden.

Aus diesen Formeln folgt, dali die Beweglichkeit y, d. h.
das Verhilltnis der Korpergeschwindigkeit zur wirkenden Kraft
sich aus der Gileichung

1
e = 6o pa O (1)
resy.
1 =
7*=3% Tna % i)

berechnet, je nachdem die Bewegung in Richtung der grofien

{
T fw]

oder der kleinen Achse des Kllipsoids stattfindet.

) Oberbeck, Crelles Journal 81, 1876, p. 62; s auch H. Lamb.
L. c., § B26.
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Hierbel ist?) fiir Scheiben, bet denen @ == 6> ¢ ist,

3¢ d2 1 e
5, ’J,,‘L,<‘, ; = 16
“ 5 I et + A (L“+A+((L‘~{~/.)2 &
0

. 3 di 1 ¢ =
| | ¢+ 7 <( 2 e e /:>> <m

{
uud fur Stibehen, bet denen a > ) = ¢ 1st,

9

; 3¢ di 1 a*
O ==« s E N I
) “ (J | a?+7 ((:- + 2 + GESIIGE /)) (=)

3¢ di 1 2 ‘
IS< — - . {
¢ (t 8 JI a2 + Ji (02 + 7 + (02 + /")2> (1 ))

(4]

w0 s

Die Austithrung der Quadraturen ergibt fiir Scheiben

g -
e* ¢
ol Y—2 -
3 a? c « o
Oy = { g3 recos + o (161
4 2 (
| @’ “
2 .2 ' -
g _ ot ¢
23 ¥ T
3 a? ¢ « .
0, = 5 = 4 Are cos — — ol (177
c? o i
1— o 1- 2
a® @

und zwar gilt (16%), wenn die Bewegung schmalseit, (17°),
wenn sie breitseit erfolgt.
Ist die Scheibe so abgeplattet, daf die zweiten Potenzen

4 _ .. s i
von -~ vernachliissigt werden kbnnen, so gehen (16') und (17') in
a

97 8 ¢ N
% = 1 (1”35, a) 155
S o
(50_—_-(q a7y

Y H. Lamb, L ¢, § 326, Formeln (6), (7), (14), (15).
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ither.  Weicht andererseits das abgeplattete Rotationsellipsoid
: . . ¢ gl
so wenig von der Kugelform ab, daB 1—({ sehr klein ist,
so wird
2 ¢ .
o=1+3 (1) (16")
J

[£2

0= 1+ 1) (1— c). (17

£

Itir Stithehen lassen sich ganz analoge Rechnungen an-
stellen.  Die Ausfithrung der in (18) und (19) geforderten
Quadraturen ergibt

. 2—02 l+'ll/_1_—02 ) T
; a? / o? 2 .
O = IS / o3 Ig [ o2 (189

]‘ 1" 1—]/ 1-° hi— =

* ' a @

. . p - _

93" 14‘-]/ 1—°

= “ g “E ] ag
$T16 g2t e e 2| VY

1_’ - 7 1__ 9

{I «? L l/l «® a

und zwar kommen (189 und (19°) fir Bewegungen des Stabes
parallel resp. senkrecht zu seiner Achse in Betracht.

. ) c .
Fiir kleine Werte von — ist
a

3. 2a
)y = 2o — -
0, 4{ lg . 1} (18
3 2 [
Ve = 2 1o + g
( 8 { g ¢ 1[ Liidks

) ¢
und  fiir kleine Werte von 1 —
7

e 141 (1 — c) (18)

do=14" <1 — ) (19



200 R. Gans

In der folgenden Tabelle | sind fiir verschiedene Achsen-
verhilltnisse nach (167, (17 und (18°), (199 die Werte von
d, und o, fiir Platten und Stibchen berechnet.

Tabelle I.

¢ Fir Platten Fiir Stithchen
« (3“ : l’c Ja h) R
0.0 1.767 1.178 os) | w
0.1 1.631 1.174 3.764 L0617
0.2 1.516 1.160 2.799 2,108
0.3 1.418 1.145 2.267 2.815
0.4 1.335 1.125 1.914 1.606
0.5 1.261 1.105 1.662 1.151
0.6 1.196 1.084 1.467 1.326
0.7 1.139 1.063 1.314 1.224
0.8 1.088 1.041 1.191 1.13
0.9 1.041 1.019 1.091 1.065
1.0 1.000 1.000 1.000 1.000

Bildet die Kraft §§ mit der Platten- (resp. Stab-) Achse den
Winkel J, so wird der Geschwindigkeitsveltor v mit der Achse
einen Winkel ¢ einschliefien (die Figur bezieht sich auf Platten),
und zwar ist

o
b, = Ve [\

(20)
D/? = ;”l‘ 1.8
oder
vsin g o=y, 1"sm ¥ (201
e ‘e veosq = y. I"cos ).
[ Durch Division der beiden Gleichungen
[ (20) ergibt sich
{ |
I s
7‘ Bt }’/l ¢ (SM L <)
f tg(/\_:, tga):b tg . 2n
ic [

Daraus folgt, dafi fir # =0 und J = )T die Richtung der

it

Geschwindigkeit mit der der Kraft zusammenfiillt.
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Die maximale Abweichung zwischen der Geschwindigkeits-
und der Kraftrichtung findet nach (21) statt, wenn

da ;
¢ — 1) = arc tg . te D) —
2\,

e Maximum ist.  (Bei Stiiben ist # — ¢ positiv), und zwar

1st dann
¢ (Sr 5 ]/",, 90
b i) = ‘I/o”7 te g = 5, (22)

d. . & und ¢ ergiinzen sich zu 90° (Fiir Stibe ist J mit ¢
zu vertauschen.)
In der folgenden Tabelle 2 sind fiir verschiedene Achsen-

verhitltnisse ; dic Winkel 4, fir die ¢ — 9 fitlr Platten resp.

# — ¢ fur Stiibchen den griofiten Wert hat, und diese Werte
o — I resp. + — ¢ selbst, d. h. die Abweichungen zwischen
der Geschwindigkeits- und Kraftrichtung angegeben.

Tabelle 2.

¢ Fiir Platten Jiir Stithchen

a 1% @ — i 4 —q
0.0 390 41 119 g2 540 44/ 199 28
0.1 40 18 9. <2 50 11 10 22
0.2 41 11 7 38 49 03 8 06
0.3 41 56 6 08 48 11 6 22
0.4 42 33 4 b4 47 31 5 02
0.5 43 06 3 48 46 b7 3 b4
0.6 43 35 2 B0 16 27 2 b
0.7 44 01 1 58 46 01 2 02
0.8 44 22 1 16 © 45 39 1 18
.9 44 41 g 38 15 22 0 44
1.0 45 00 0 00 45 00 0 00

In Tabelle 3 ist schliefilich fiir ganz flache Scheiben und

ganz gestreckte Stiibe (n = O), fiir die (:" = 1,5 (resp. 2) 1st.

«a O,

gy — & (resp. ) — ) als Funktion von # berechnet.
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Tabelle 3.
4 Fiir Platten Fiir Stitbehen
p—19 0 —
o 09 00’ 0% 00’
10 | 4 49 4 58
20 8 38 9 41
30 10 54 13 51
10 11 32 17 14
50 | 10 47 19 12
60 | 8 57 19 06
70 | 6 21 16 04
80 | 3 18 9 26
90 0 00 0 00

Aus Tabelle 2 ersicht man, dall man aus dem nicht senk-
rechten Fall von Teilchen in einer Flissigkeit einen Schlufy
auf ithre Abweichung von der Nugelgestalt zichen kann, doch
ist, worauf mich Herr Sommerfeld gelegentlich eimes Brief-
wechsels tiber diese Frage aufmerksam gemacht hat, dies Kri-
terium nicht hesonders scharf, da im iufiersten Falle die Ab-
weichung von der Vertikalen hei Platten 119 32°, bei Stiibchen
19° 28" betriigt.

Die fiir die Bestimmung des Elementarquantums mali-
agebenden Gleichungen (6) und (7) nehmen fiir Plattenform die
Gestalt an

in . baual, o
3 @ cy(s—s') = 5 (6"
L: ateg (s — 8) + eC = : n/{;a VZ. (7

und aus 1hnen folgt
l/ u Vl 1
2(s—s)y l/ ¢
D)
a
23V, 1

g==5)g" c
¢ I/'>3 c

a

a4= 3

(8
/G = sm(V.ﬁm]/(
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anstatt der Gleichungen (8), und zwar sind fiir o die Werte
d, und o, zu nehmen, je nachdem die Platte schmalseit oder
breitseit fiillt.

Fiir Stithe ergibt sich in an:Lloger Weise

=3 ]/ dd

2 \)f/l/

(8")
t 2 WV 1
)/

S_Q)(’]/as ¢

wenn in diesen Formeln die fiir Stibe giiltigen J-Werte sub-
stiturert werden.

Sommerfeld gah in der Diskussion an. dal die von
Ehrenhaft herechneten Werte von ¢, falls die Teilchen sehr

(G =97 (V,—

. . . ( . . .
ditnne Platten wiiren, mit ]/ t, falls sie sehr gestreckte Stith-

(44

chen wiiren, it zu multiplizieren seien. Wie wir aus
a

1o

“¢

den Formeln (8) und (8”) sowie ans den asymptotischen Werten
fiiv & (Formeln (16%), (17"), (18, (19*)) ersehen, stimmit dies
Resultat, ganz gleichgtiltig, wie das 'l
tikale orientiert ist.

Teilchen gegen die Ver-

Titbigen, Physikalisches Institut
30. Miirz 1911,



