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Uber ehene Zirkulationsstrémungen nebst flug-
technischen Anwendungen.
Von W. M. Kutta.

Vorgelegt von S, Finsterwalder in der Sitzung am 4. Februar 1911.

1. Allgemeines,

Die Frage nach der allgemeinsten zweidimensionalen Zirku-
lationsstromung um die geschlossene, sich nicht éberschneidende
Kontur € der Ebene # fithrt aut die Aufgabe der konformen
Abbildung des von der Stromung durchflossenen Aufiengebietes
von C auf das Auliengebiet eines Kreises / in der Ebene (.
Diese Abbildung muf singularititenfrei und eindeutig sein, die
unendlich fernen Punkte in 2 und { sollen sich entsprechen.
K kann etwa als Kinheitskreis um den Nullpunkt angenommen
werden.  Die Abbildung sel durch 2= I'({) geleistet.

Dann erhiilt man die allgemeinste Zirkulationsstromung
um € aus derjenigen um A.  Die Stromungsfunktion ist:

W=¢, (:~;- %)—i-cz (—1> +icinl.
¢ 5

Die Konstanten ¢, und ¢, besfimmen sich aus der Stri-
mungsgeschwindigkeit F und ihrer Richtung f gegen die z-Achse
in der Kbene z; die Wahl von ¢ legt die Stiirke der Zirkulation
um die Kontur € fest und erfordert eine hesondere Annahme,
z. B. glattes Abstromen an einer Spitze oder Kcke der Kontur.
Der von € erfahrene Auftrieb ist 270 V- ¢, wo o die Dichte
der stromenden inkompressiblen Fliissigkeit bedeutet.

Ein beliebiger anderer Kreis A in &, der Kreis K ein-
schliet, wird durch die vorige Abbildung 2 = I'({) in eine
geschlossene, sich nicht itberschneidende, C einschliefende Kon-

tur €| der libene z abgebildet. Das AuBiengebiet von O ent-
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spricht singularititenfrel eindeutig dem AuBlengebiet von A
Ist £, der Mittelpunkt, », der Radius von K, so gibt die Stri-
mungsfunktion

N R ‘;;-02[‘ o D el =)
1 > = 1 1.

die allgemeinste Zirkulationsstromung um den Kreis A der
Ebene ¢ und somit (unter Zuziehung von 2= 1({)) auch die
allgemeinste Zirkulationsstromung um die Kontur ¢, in der
kbene # an. s sind demnach auf Grund der Abbildung
&= 1"({) nicht nur die Strémung um Kontur ¢ sondern auch
die Stromungen um o® andere Konturen (/, welche den «?
Kreisen K entsprechen, bekannt.

Der Kreis A, war A” einschlieend vorausgesetzt. Hs ge-
niigt aber, dal A alle Singularititen der Abbildung = = I'({)
einschlielt und dals die Eindeutiglkeit der Abbildung der beiden
Auliengebiete gewahrt bleibt. Beide Iorderungen sind von
selbst erfiillt, wenn A, A einschlicfit; aber sie konnen auch
erfillt sein, wenn A A schneidet eventuell A von A wm-
schlossen wird, was dann auch fiir €] und € zutrifft.

Nun sind freilich die Konturen €, nicht von vornherein
bekannt oder vorzuschreiben, wie es die Kontur € ist. Viel-
mehr ergeben sie sich erst im Laufe der Rechnung, nach der
Aufstellung der Abbildungsfunktion z == 7({). Immerhin lilit
sich voraussehen, dafi Kreise /), die von A wenig abweichen,

Konturen €| liefern werden, die —— von singuliren Stellen auf
J oder (] abgesehen — wenig von der Kontur ¢ abweichen

werden; insbesondere wird ¢/, (' eng umschlieen, wenn A
A eng umschliefit.

Von besonderem Interesse ist der Fall, dafi die urspriing-
liche Kontur € singuliire Punkte, d. h. hier Spitzen oder Ecken,
auch sprungweise Al’lderung der Kriimmung zeigt. Gerade fiir
solehe Konturen, etwa aus Geradenstiicken oder Kreishigen zu-
sammengesetzte, ist ja die Abbildung oft wirklich ausftibrbar.
In diesem Ialle besitzt die Abbildungsfunktion Verzweiguugs-
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stellen an diesen Punkten; fiir eine Spitze in C ist die Ab-
hildung durch die Entwicklung

t—z=A40C—C)P + -
charakterisiert.

Diese aunch fiir die Abbildung singuliren Punkte liegen
auf der Peripherie von K. Kreis A kann ebenfalls derartige
Punkte statt im Innern auf der Peripherie besitzen, wiihrend
die Pole und wesentlich singuliren Punkte im Ionern von A,
liegen miissen. Jeder Kreis A, der Kreis K in einem solchen
Verzweigungspunkte einschlieffend beriihrt, ergibt demnach
eine Kontur €}, welche dieselbe entsprechende Zuspitzung wie
Kontur ' besitzt, im ibrigen aber die Kontur ¢ umgibt und
keine weitere Zuspitzung oder dgl. aufweist. Man kann also
von einer mehrfach zugespitzten Kontur als ¢ ausgehend unter
Beibehaltung einer Spitze zu einer einfach zugespitzten, sonst
(' umschlieBenden Kontur €, gelangen, fir die die allgemeine
Stromung bekannt ist.

Jedoch ist es nicht ndtig, dalt A, K im Verzweigungs-
punkte berithrt. Vielmehr geniigt es, dali auch A durch diesen
Punkt hindurchgeht und die Forderungen der singularititen-
freien und eindeutigen Abbildung der Aufiengebiete erfiillt.

Die Wahl der Zirkulationskonstanten ¢ erlaubt, an einer
Spitze oder licke der Kontur (' endliche Geschwindigkeiten
herzustellen, indem man diesen Punkt zu einem Spaltungspunkt
macht. Ist ¢/ mit mehreren Zuspitzungen gegeben, so kann
im allgemeinen nur einer dieser Punkte als Spaltungspunkt
vorgeschrieben werden, so dall an den anderen Umstrémung
mit unendlich grolier Geschwindigkeit erfolgt. Ich habe daraus
die Notwendigkeit einer Abrundung der Vorderkante bei den
Tragfliichen eines Aeroplans zu begriinden und die erforder-
liche Grofie einer solchen Abrundung abzuschitzen versucht.
Herr Sonnefeld') hat daraufhin Konturen behandelt, welche
durch Ansetzen eines Kreises an die vordere Spitze eines Kreis-

1) Dissertation. Uber Fliissigkeitsstromungen um zusammengesetzte
zylindrische Schalen. Jena 1910,
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bogens entstehen (innere Kontur Fig. 1h
und 1le¢). Herr Jonkowsky?') hat ein-
fach zugespitzte Formen fiir gewdlbte

e und flache Tragfliichenform (Fig. 1a)

= /// k. .

L ¥ angegeben und berechnet, durch die ich

e auf die vorigen Uberlegungen getiihrt
T e worden bin, die wohl auch seinen Aul-

(s |

o stellungen zu Grunde liegen. Natiirlich

77— lassen sich in dieser Art weitere einfach

o i ¥ . .

(e N, zugespitzte ormen aus jeder mehrfach

(%=

zugespitzten Kontur, fir welche die
Abbildung gelungen ist, sofort angeben
und  berechnen, also Formen, wie sie in Fig. 1h bis 11 als
fiuiere Konturen skizziert sind.

Solche einfach zugespitzte oder eckige Konturen bieten
eben darum ein besouderes Interesse, weil sich fir sie die Zir-
kulation ans der Bedingung des Abstromens mit endlicher Ge-
schwindigkeit an der Zuspitzung eindentig hestimmen Lilt.

2

Die bisherigen Betrachtungen lassen eine ctwas andere
Formulierung zu, wenn man statt von einer vorgeschriebenen
Urkontur € von einer beliebig gewiihlten Abbildungsfunktion
7= 1"({) ausgeht und dann die Bilder ¢, der Kreise A, der
Ebene ¢ aufsucht. Das hat freilich den Nachteil, dalk man
von vornherein in Bezug auf die Form der Konturen nur all-
gemeine Kriferien aufstellen kann, wiithvend vorher der An-
schiu der benachbarten Konturen ¢/ an die Urkontur ¢

1
wenigstens eine gewisse Kinsieht in ihre Form gab. Auberdem
muk die Priifung der Eindeutigkeit der Abbildung der Aufien-
gehiete erfolgen, die frither nach gelungener Abbildung von
C in A sich wenigstens fiir die umschliefienden Konturen €

von selbst verstand. Dagegen ist es von Vorteil, dali nun

1) Uber die Kontuven der Tragflichen der Drachenflieger. Zeitschr,
fiir Flugteehnik und Motorluftschiffahrt, 1. Jahrg., 1910, S. 281.
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I'(2) beliebig angenommen werden kann und nicht crst das
oft schwierige Aufsuchen der Abbildung einer vorgeleglen
Kontur erfordert.

Da z und ¢ sieh im Unendlichen als emfache Pole ent-
sprechen sollen, werden wir F(J) == -+ /() ansetzen und
mun fordern, dafy f(£) als reguliir im Unendlichen und dort
verschwindend gewiihlt wird. Jede beliebige derartige Wahl
von [(2) liefert durch die Abbildung

2=+ 1)

% Konturen ¢/, mit ihren Stromungen.  Wir haben nur alle
Singularitiiten der Abbildung aufzusuchen und dann Kreise /K,
in ¢ anzunehmen. die alle Pole und wesentlich singuliren
Punlkte der Abbildung einschlicfien, withrend die Verzweigungs-
punkte anch auf der Kreisperipherie liegen konnen. Aufierdem
sind die Kreise grof genug anzunehmen, wm die Hindeutigkeit
der Abbildung der Auliengebiete zu gewiihrleisten. Je nach-
dem ein solcher Kreis /', noch mehrere, einen, oder keinen
Verzwelgungspunkt aul der Peripherie enthilt, hesitzt die ent-
sprechende Kontur (| mehrere, eine oder keine Zuspitzung.

Beiliiufig bemerkt ist es aungenscheinlich, dafi, wenn zwei
Abbildungen £ 4 f(Z) und &+ ¢ () bekaunt sind, die resul-
tirende Abbildung £ 4 /4 (l) ans Dbeiden, indem sie die Kon-
turen der ersten Abbildung durch die zweite nochmals abbildet,
neue Konturen, niimlich die Bilder der Kreise durch ¢ - /1 (0)
liefert.  Anders ausgesprochen: Nachdem wir die Stromung
um Konturen € schon kennen. erhalten wir sofort die Stro-
mungen um alle Konturen, die Bilder von ) sind, sofern nur
die Abbildung die Auliengebiete emndeutig singularitiitenfrel
sich entsprechen lifzt. So erlaubt jede beliebige Abbildung mit
regulirem Entsprechen des Unendlichen z. B. aus jeder be-
liebigen einfach zugespitzten Nontur mit bekannter Stromung
neue zugespitzte Konturen und deren Umstromung abzuleiten.
Man hat dazu nur die erste Wontur in solchem Mafstab und
solcher Lage zu zeichmen, dati die Singularitiiten der Abbildung
in thr [uneres fallen.
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Als ein Beispiel fiir die vorhergehenden Ansiitze diene die

einfachste Wahl von f({), niimlich als 1

Die Abbhildung &= J + Ll besitzt als Pol fir & (aufier

=, wie nitig) nur & =0; als Verzweigungspunkte { == 1
Die Kreise durch heide Verzweigungspunkte enthalten, wie
gefordert, den Pol tm Innern; das Auliengebiet eines solchen
Kreises bildet sich eindeutig in die gesamte Ehene z ab. Die
als Bilder der Kreise erscheinenden Konturen sind deshalb
doppelt geziihlte Kurvenstiicke. mit zwei Zuspitzungen (= - 1
entsprechend) als Kndpunkten.

Der Kreis um (== 0 als Mittelpunkt liefert das Geraden-
stick von 2= -——2 his ==+ 2 doppelt geziihlt, d. kL. den
Fall der ebenen Tragfliiche von der Tiefe 4. Kin Kreis durch
(=1 mit dem Mittelpunkt =i -tga, also dem Radius

gleich bildet sich in den doppelt geziihlten Kreishogen
b cos a
mit 2= £ 2 als Endpunkten und dem Bogenmal 4 «, mit dem

9
Mittelpunkt — 2icotg 2a und dem Radius . =
sin2a

ab. Dies gibt
die von mir 1910 behandelten Stromungen.

Diejenigen Kreise der (-Ebene, welche nur den einen Ver-
zweigungspunkt auf der Peripherie, den anderen im Innern
enthalten, enthalten auch den Pol £ = 0 im Innern und lassen
die Aussengebiete eindeutig entsprechen, wie daraus klar ist,
daBs zu jedem solchen Kreise ein eingeschlossener Kreis durch
beide Verzweigungspunkte mit Bertihrung in dem einen Ver-
zweigungspunkt gezeichnet werden kann. Die entsprechenden
Konturen der (-Ebene zeigen nur eine Zuspitzung und um-
schlieBen je den Kreisbogen, der als entsprechende Kontur fiiv
den eingeschlossenen Kreis durch heide Verzweigungspunkte
sich ergab. Ist der betrachtete Kreis von jenem eingeschlos-
senen nur wenig verschieden, d. h. liegt der zweite, inuere
Verzweigungspunkt nahe der Peripherie, so umschlieft die
entsprechende Kontur den Kreishogen schr nahe, behiilt die
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eine Zuspitzung des Kreisbogens bei und zeigt eine leichte Ab-
rundung der anderen Zuspitzung (der Vorderkante, Fig. Ta).
Von der Groe dieser Abrundung hingt dann die Umstri-
mungsgeschwindigkeit derselhen ab; und danach ist es zu be-
urteilen, ob infolge eines grofien Geschwindigkettsgefilles und
daraus folgender Wirkung der inneren Reibung eine Wirbel-
bildung an dieser Vorderkante zu befirchten ist.  Die Zuspit-
zung an der Hinterkante kann durch Wahl der Zirkulations-
konstante zum Spaltungspunkt gemacht und so ein Stromungs-
bild angegeben werden, das nirgends unendliche Stromungs-
geschwindiglkeit aufweist.

Die Kreise £, die beide Verzweigungspunkte einschliefien,
geben Konturen ohne Zuspitzung, die nicht ohine weiteres die
Bestimmung einer ausgezeichneten Zirkulationsstrémung unter
den unendlich vielen miglichen gestatten.

Das hier gegehene Beispiel fiihrt auf die beiden von Herrn
Jonkowsky angegebenen IFliigelformen. (Zitat S. 68.)

Q
9.

Bisher waren nur Zirkulationsstromungen, d. h. Stromungen
ohne Wirbel im Kndlichen betrachtet worden. Ist aber statt
der Zirkulation (dem , Wirbel im unendlich Fernen®) ein Wirbel
im Endlichen an der Stelle ;) vorhanden, so bleibt das Frithere
im wesentlichen giiltig, sofern als Stromungsfunktion ange-
setzt wird

W= ¢ (: -+ l) —ic, <\; 1\) X f wplnf =— “19
s
Dabei ist Oy der konjugierte Wert zu Jj: der Ort 2z, des
Wirbels in der eigentlich zu untersuchenden Stromung = lie-
fert C; als entsprechenden Punkt der Abbildung.
Sind mehrere Wirbel zugleich vorhanden oder zugleich
im Kndlichen liegende Wirbel und Zirkulation, so addieren sich
nur die zugehorigen Terme in der Stromungsfunktion. inen
solchen Fall habe ich schon 1905 untersucht. Natiirlich ist
fir Wirbel im Kndlichen dann die Kraft zu rechinen, die den
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unendlich ditnnen Wirbelfaden abtreibt. Nur wenn diese Kraft
Null ist, ist der Zustand in der Tat stationdir; andernfalls ist
das berechnete Stromungsbild nicht mehr als ein Momentan-
zustand, der als Anfangszustand einer sich zeitlich iindernden
Stromung zu betrachten ist.  Es wiirde nun gelten, sich von
der }Snderung dieses Zustandes, also dem Abtreiben des Wirbels,
und inshesondere den Bedingungen, unter denen ein ueuer
Wirbel etwa an einer scharfen Kante der Kontur entsteht.
unter Hinzunahme von Herrn Prandtls!) Ansiitzen ein Bild vu
verschaffen.

Es wird einerseits von Interesse sein, die Moglichkeit des
Vorhandenseins stationiirer Wirbel bei gewdlbten Fliichen,
niimlich unter der Vorderkante und ither der Hinterkante zu
untersuchen. Speziell fiir kleine oder negative Luftstofiwinkel
und starke Wilbung wiirde ein soleher Unterwirbel vorn die
Unterschiede in Bezug auf GroBe des Auftriebs und Lage des
Druckzentrums erkliiren, welche die Zirkulationstheorie und
das Experiment unter solchen Voraussetzungen zeigen. (Fig. 2).

Andrerseits wiirde durch eme Abschiitzung der Bedin-
gungen, unter denen ein verkriippelter Wirbel an der Hinter-
kante sich ablost, gleichzeitig eine Abschitzung des dadurch

1) Uber Fliissigkeitshewegung bei sehr kleiner Reibung. Verhandl.

des 8. intern. Mathematikerkongresses in Heidelberg, 1904. 8. 484.
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erzengten Widerstandes der Fliiche gegen die Strémung mog-
lich sein. In der Tat ist ja der Sinn der Zirkulationstheorie
vom physikalischen Gesichtspunkte aus der, dali durch Ab-
Iosung und Fortfithrung von Wirbeln in der Fliche v diese
selbst ein Kreisen von entsprechender Stirke erzengt worden
ist. Die Zirkulationstheorie nimmt nur als Niherung diese
Wirbelerzeugung als  abgeschlossen und die  forfgetragenen
Wirbel im Unendlichen an, wihrend in der Tat ber stationdrer
Auftriebswirkung der Vorgang so erfolgen diirfte, dafi durch
Neuablosung von Wirbeln gerade wieder Krsatz des durch die
Reibung verloren gehenden Teiles des Kreisens geschaffen wird.

4.

Sind zweil geschlossene, sich nicht iiberschneidende Kon-
turen ¢/ und ¢” in der Ebene z gegeben, so lilt sich theo-
retisch die singularitiitenfreie, eindeutige Abbildung des tibrigen,
zweifach zusammenhiingenden Gebietes 2 auf die Ebene { mit
Ausschlufz zweier Nreise Immer so vollziehen, dafi die unend-
lich fernen Punkte von 2 und I sich entsprechen. Die allge-
meinste Zirkulationsstromung um diese Kreise A und A ent-
hiilt zwei Perioden, die des Kreisens um beide Nreise, die zu-
sammen die Periode des logarithmischen Punltes im Unend-
lichen geben. (Fig. 3).

Die von der Zentrale AAA* und den beiden Halbkreisen
begrenzte Halbehene ¢ sel aul die einfachste Halbebene ¢ ab-
gebildet: den rechtwinkligen Ecken in  migen die Werte
{==by, b, b5, b, entsprechen: ebenso sollen sich die unendlich
fernen Punkte von I nnd ¢ entsprechen.  Dann ist die Stro-
mungsfunlktion fiir eine mm Richtung der Zentralen im Unend-
lichen verlaufende Stromung W= /¢, wo M eine reelle Kon-
stante 1st.  Fine senkrecht zur Zentrale im1 Unendlichen ver-
lnufende und aaierdem wit einem Kreisen je wm die heiden
Kreise verbundene Stromung besitzt die Halbkreise zu Stri-
mungslinien, die drei Stiicke der Zentrale zu Aquipotential-
linien. Sind dabel 2 und z, dic Spaltungspunkte dieser Strii-
mung, gelegen anf den beiden Halbkreisen, und entsprechen
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diesen Punkten 1 der Abbildung /, und 7,, so ist die Stro-
mungsfunktion
(t—t)( —t)di

W=iN = -

NIV o — e —n

mit N als reeller Konstante. Die allgemeinste Zirkulations-
stromung um die beiden Kreise ohne Wirbel im Endlichen
wird als Summe beider Aunsiitze fiir 117 gefunden; M und N
bestimmen die Geschwindigkeitskomponenten im Unendlichen,
in Richtung der Zentrale und senkrecht dazu. Die willkiir-
lichen Werte 7, und ¢, bestimmen zusammen die Stiirke des
Kreisens je um die beiden Kreise K und A’ und damit auch
die Stirke der Zirkulation um das gesamte System und endlich
den Auftrieh des Systems.

Ist nun die Abhildung des Paares von Konturen ¢ und ¢
auf beliebige Nreise A und A” als 2 = I7(0) geleistet, so ist
auch die allgemeinste Zirkulationsstromung um €' und ¢ ge-
funden. Aber auch jedes beliehige Paar von Kreisen K und
i, welche K und A umschlieen — oder doch die Singu-
laritiiten der Abbildung umschlieGen und die Eindeatigkeit im
Aubiengebiet gewiihrleisten —, liefert ein Paar von Konturen
C, und 9, deren allgemeinste Umstromung mit Zirkulation
bekannt ist. Enthalten ' und (! Spitzen oder Fcken, so zeigt
die Abbildungsfunktion I'(0) dort Verzweigungspunkte, die auf
K und XK' liegen. Legt man dann K, und Ki so. daly ihre
Peripherie je nur einen Verzweigungspunkt enthiilt, so enthalten
O und (] je nur eine Spitze. Wiihlt man endlich #, = @, und
t,==a, so, dafi diese Spitzen Spaltungspunkte werden, so ist
dadurch eine eindeutige Zirkulationsstromung um die je ein-
seitig zugespitzten Konturen € und ¢/ mit iiberall endlicher
Geschwindigkeit gefunden.

Ubrigens konnte man theoretiseh auch fiir eine zweifach
zugespitzte Kontur €, und eine spitzenlose U eine Stromung
mit {iberall endlicher Geschwindigkeit aufstellen, indem man
f, und 4, so wiihlt, daf beide Spitzen Spaltungspunkte werden.
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Im ganzen liefert die Abbildung «® Konturenpaare, von
denen o* je einfach zugespitzte Konturen zeigen.

Wieder kann man statt von einem vorgegebenen Konturen-
paare ' und €' und dem schwierigen Aufsuchen der Abbildung
desselben, von einer beliehigen angenommen Abbildungsfunk-
tion 2 = I'() == ¢ + f({) ausgehen, und dann zwei beliebige
Kreise A, und A in Konturen ¢/, und '} abbilden, fiir die
dann die allgemeinste Zirkulation bekannt ist. Leicht gewinnt
man dabei in der hekannten Art auch Konturenpaare mit ein-
facher oder mehrfacher Zuspitzung. Doch ist zu beachten
daly die Kreise A und Xi nicht nur alle Singularitiiten der
Abbildung einschlieBen, sondern aucli die Kindeutigkeit der
Abbildung des Gebietes auBerhally erreichen lassen miissen.
Sonst konuten die Konturen /) und (] sich entweder iiher-
schneiden, oder sie liegen ineinander und in beiden der unend-
lich ferne Punkt eines anderen Blattes ¢ iiber 7. Hs miissen
also die Verzweigungspunkte der Abbildung in entsprechender
Weise auf das Innere von X, und A verteilt crscheinen.

So z. B. ist es nicht erlaubt, hei der einfachsten Annahme

den Kreis A durch den Verzweigungspuukt =1, den Dol
(=0 im Innern enthaltend, und den Kreis A7 durch den
Verzweigungspunkt &= —1 zn legen, um zwei einfach zu-
gespitzte Konturen € und ({ zu erhalten. Denn dann wiirden
diese Konturen, zu verschiedenen Blittern von & gehorig, sich
iiberschneiden. Dagegen kiinnte A7 durch beide Verzweigungs-
punkte, A7 Deliebig aufierhalh K| gelegt werden und eine ein-
deatige  Zirkulationsstrimung um die zweifache zugespitzte
Nontur ¢/; (einen Kreishbogen) und singularitiitenlose Kontur ¢}
mit iiberall endlicher Geschwindigkeit aufgesucht werden.
' T
Wiiblt man z. B. ()= A; +11), so kann man die beiden
2

auftretenden Pole und die vier auftretenden Verzweigungs-
punkte (diese zu je zwei) so aut Kreise A7 und A verteilen,
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daB Kindeutigkeit in der Abbildung des Auliengebietes gewahrt
bleibt. Dann erhiilt man in bekannter Weise sowohl doppelt
zugespitzte wie auch einfach zugespitzte Konturenpaare mit
bekannter Stromung, die bei je einfacher Zuspitzung eindeutig
mit endlicher Geschwindigkeit iiberall bestimmbar ist.

Auch aus den im speziellen Teile behandelten Fillen von
Konturen mit zwel Zuspitzungen kann man nach dem vorigen
den Ubergang zu einfach zugespitzten Konturen vornehmen.

Eudlich sei bemerkt, dafi auch hier an Stelle einer Zir-
kulation das Vorhandensein eines Wirbels im Endlichen (oder
mehrerer) zu Grunde gelegt werden kanu. Daun ist nur die
Stromungstunktion fiir die beiden Kreise eine andere, und zwar
kann sie natiirlich (wie auch im Falle der Zirkulation) dureh
die Kelvinsche!) Methode der sukzessiven elektrischen Bilder
erhalten werden,

Spezielle Einzelfillle,

1. Stromung um eine Sichel,

L

% 5 \

Fig. 4.

Die Kontur bestehe aus zwei Kreishigen vom Radius »
und 7, und dem Bogenmal} 2« und 2a,, die sich unter dem
Winkel a, — «, =y schneiden (resp. so zusammentreffen)
(I'ig. 4). Die Linge der gemeinsamen Sehne ist:

9 o — e o —_—s
...115111 o, = _IQSIII Uy = 5 &y

1) W. Thomson, Gesammelte Abhandlungen.
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Die Abbildung des Aubienbereichs der Sichel auf die Halb-
ehene ¢ erfolgt durch

8, — &
o= pitr—ap 1.2
Z— &y

I
g2 = {81 0 - cos O,
Daber ist die Konstante 6 =
Die Str(imungsfunktion ist, ausgedriickt in ¢:

i AR,
“°1t+1 |

Soll noch das Auliengebiet der Sichel auf das AuBengebiet

W= 9 + 2carctgt.

; ot . . 41
eines Kreises abgebildet werden. so st t =i i anzufiithren
und

e 1 R
o | — {4 telnd

zu setzen.

Da
dz » V21, sin a
—_— — pllt—mn G

dz (z — =z 3

de _ 22—y . 0T

dt = st & - [2'] ;

dW g ¢ i 1— ¢ 2e

= (‘ Er—— L c.

d! a4+ T e e T g
ist, ergibt die Entwicklung an der Stelle & = o, w = o0, f =1
fiir t=1i- ¢

d W 20 — v sind )
T (bey + ¢y) O ML -+ Glieder in «.
=z It I'1 Sin (ll

Dies gleich V(cos § — isin ) setzend, erhalten wir ¢, und ¢,
durch

, Tposine
2o —y sin o
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Al L ) 3 dl :
Weiter 1st in die Entwicklung von / an der Hinter-
dz

kante :, die Bedingung einzufithren, dafi dort der unendlich
grofie Term in der Geschwindigkeit verschwinden soll. Das
glatte Abstromen geschieht dann dort in Richtung der Winkel-
halbierenden des Winkels der beiden die Sichel bildenden Bigen.

Die Bedingung liefert die Gleichung

¢ =2(c sin20 + ¢, cos 29),
woraus
9 .
2z ¥ sina .
¢ o= PR Teos (0 4 D
20— sin o ‘
folgt.

Der Auftrieb auf die Einheit der Sehne und Kinheitsbreite
der Fliiche (senkrecht zur Ebene =), also auf die Flicheneinheit
der Sehnenfiiiche des Zylinders vom Sichelquerschnitt bezogen,
st demnach

B cos (0 4+ /)
oV " s
= 2a — y sin o

I . a &
=T ). e |sing 4 cos Bty 1+.~
EE x4<1_2_7)

Zum Vergleich setzen wir die Formel fiir den Auftrich
eines reinen Kreisbogens mit derselben Sehne, aber dem Bogen-
mafi «; -+ o, hinzu. Dies ist ein Bogen, der die Sichelwinkel
gerade halbiert.  Der Auftrieb ist fiir ihn

bl

= 70} l(siu [ cos fitg (“—’ j ”""> 1

wie man sieht, kleiner als der oben herechnete.

Fir kleine Winkel a; und «, und inshesondere fiir kleine
Sichelwinkel y = a, — «a, ist der Unterschied zwischen beiden
Werten relativ nicht bedeutend. Fiir das Zahlenbeispiel o, =15"

. 1 Pfeil
einer Wolbung von —  als entsprechend, und «, = 719,
15,2 Sehne = =
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elner Wélbung entsprechend, gibt die genaue Formel fiir

1
30,5
die Sichel

70 V2 [1,0213 - sin -+ 0,10274 - cos fi];

die Niherungsformel fiir das arithmetische Mittel der Bogen
oder was bel so kleinem Winkel im wesentlichen dasselbe ist,

titr das arithmetische Mittel der Pfeile gibt
a0V 1 sin 4 0,09849 - cos fi],

um etwa 2 bis 4 Prozent weniger. Mit dieser Ungenauigkeit
kann also bei so klelnen y == «, — a, der Auftrieb der Sichel
durch den Auftrieb eines unendlich diinnen Kreishogens von
gleicher Sehne und arithmetischem Mittel der Wilbungen oder

B TN
Pfeile, also der Wilbung (0(101‘ liul
Schue

11 1 1
21152 7 30,5] 20,3
ersetzt werden.

Die Auftriebe der beiden Kreishiogen, welche die Sichel
bilden, einzeln aufgestellt — also der Kreisbogen von derselben
Sebne und je dem Bogenmaly 2, resp. 2, einzeln —, wiiren

ol 1 sin f -5 013163 - cos j]
und
ao 21 sin i + 0.06335 cos 3.

Wollte man den Mittelwert aus diesen Auftriehswerten
der beiden Sichelbgen als Auftriebswert der Sichel nchmen,
so erhielte man

7oV ([1-sin g 4+ 0,09749 cos £],

noch etwas schlechter mit dem genaunen Werte fiir die Sichel
iibereinstimmend als der erste Mittelwert.

Wollte man den Auftrieh eines Bogens mit dem Mittel-
werte der Wolbungszahlen 15,2 und 30,5, also der reziproken
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fe;
Wolbungen, d. h. mut Wélbungszah! 22,8 und Wolbung gwlf—'l-

= beniitzen, so ergiibe sich dafiir
aoVE[1-sin g + 0,08554 cos ji];

ein in durchaus unzuliissiger Weise zu kleiner Wert.

Das Gesamtresultat zeigt, dab bel so kleinen Winkeln o, «,
und inshesondere kleimem o, —a, = es im1 ganzen wohl zuliissig
ist, in Bezug aul thre Aut tudmvu]\un% die Sichiel durch einen
Mittelbogen von mittlerer Wélbung, etwa den Halbierungs-
bogen der Sichelwinkel zu ersetzen: freilich ist der erhaltene
Wert etwas zu klein. Da in Bezug auf den Auftrieb eines
Bogens bei flachen Stromungswinkeln der Unterdruck auf seiner
konvexen Seite theoretisch wie experimentell sich wichtiger
erweist als der Uberdruck auf der konkaven Seite, hiitte man
vielleicht erwarten kinnen, dafi die Wirkung der Sichel mehr
von ihrem oberen Grenzbogen als von dem unteren abhiingen
wiirde. In der Tat gibt ja anch der Mittelbogen elnen etwas
zu kleinen Auftriehswert: dafi dieser Unterschied nicht grilier
ist, d. h. dats die Sichel nicht dem Auftrieb nach fast ebenso-
viel leistet wie ihr oberer Grenzbogen es tun wiirde, evkliirt
sich daraus, dafi die Stromungen unter und iiher der Sichel
sich gegenseitig beeinflussen. FEs wird, und zwar inshesondere
deswegen, weil die Abstromung in Richtung der Winkelhalbie-
renden der Sichelbigen erfolgt, ein geringeres Heraufzichen
der stromenden Flissigkeit, und infolge dessen geringere Zir-
kulation eintreten. km scharfe Zuspitzung der [linterkante,
so daB dort die Nontur statt unter einem Winkel v, mit einer
wirklichen Spitze in Richtung des oberen Bogens verliefe,
konnte vielleicht die Auftriehbswirkung etwas erhéhen.

Fiir groiere Werte von 3 ist in der Tat die obere Wil-
bung der Sichel von weit grifierer Bedeutung fiir den Auftriel)
als die untere. Rechnen wir des Beisplels wegen mit einem
extremen Fall, nimlich dem Halbkreis mit Durchinesser als

a 7

Sichel, so wire ;= 3 @, =0; y = 5
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Somit der Auftrieb nach der genaunen Formel:

4 4 |
JT( 2 i1 8 T S B 9
ol 3 sin fi -+ 313 cos /;J

nach der Nitherung des Mittelpfeils:

aoV?[L-sinp + (V2 —1)cos fi].

Lj. . st
Die Koeffizienten e und (V2 —1)sind 0,770 und 0,414
/3

3

Die Niiherung ist also hier ganz unzuliissig; die obere
Wiolbung dberwiegt der Bedeutung fiir den Auftrieb nach bei
weitem. Der reine, nunendlich diinne Halbkreishogen giibe als
Auftrieb:

apV?[1-swuff 4+ 1-cosp]

Anzumerken ist schlieBilich, dali der Auftrieb der Sichel

genauer durch den eines Kreishogens dargestellt werden kinnte,

der eine im Verhiiltnis - — grofiere Sehne und ein Bogen-
ar L
/

a, + a, .
] =~ Desitzt.

(-4)

2. Zwei parallele Platten untereinander.

mal3

Zawvel Geradenstiicke von gleicher
Liinge L. seien so untereinander pa-
rallel angeordnet, dal; die Verbin-
dungslinie ihrer Mittelpunkte senlk- a
recht zu ihnen steht und die Linge /7 N
hat. Der Koordinatenursprung =z liege I
in der Mitte dieses Abstandes /4, die i
reelle w-Achse parallel den Geraden
(Iig. 5). v 20

Um die Stromungsfunktion zu
finden, sei die vechte Halbehene = Fig. 5.

dm

&
(R

Sitzungsb, 4. math.-phys, KI. Jahrg, 1911, G
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(mit zwei Einsehnitten) aul die Halbebene ¢ abgebildet.  Den
Punkten

It / L h Ji / L h
:1_3 ZJ+_'I'_’:()_—?Z’_ZZI_’ ~z2,"f

sollen die Punkte

t=—a: —b; —e¢; 0; Fe; -1 by +a; o
. . J o . 4 .
entsprechen.  Dabel set « = 7 wgewithlt, ¢ mit &'~ 7 & nut
2 2

el ;
/-, bezeichnet.

Die Abbildung erfolgt dann durch

t e
. £

s=1-0- : e - (L
2 J V(- )kt — %)

die Wurzel ist positiv {lir kleine reclle ¢ zu nehmen.

Da die Druckberechnung {iiv die Platten zwischen 7 = 4/
und £==1 (resp. ¢ = - L' und ¢ = — 1) erfolgen wird, schrei-
ben wir

tf}
Sdi+O- - dt.
‘)fl/ /‘-’—z‘) fl/ fw—/“) (

Zur Bestimmung von &', 2 und ¢ dienen die drei Glei-
chungen:

‘/l/ = (J . L j —~ i t:‘ » = (lel
2 2 . Vi(1— 12y (ks — %)
L_, L . z?

. — RN
2 2 J V (1— 2y (2 — k)

= c)f Lt
= 2 V(1) (2 — k")
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Statt der vorletzten dieser Gleichungen schreiben wir besser
die Gleichung an:
-
= dit
1/ 1 —¢# )(f" ')

Die Berechnung der drei Konstanten aus diesen Glei-
chungen ist schwierig; wir umgehen die Schwierigkeit, indem
wir zunichst fiir 4 irgend einen Wert annehmen, also &' = cos
mit beliebig gewiihlten # setzen. Ist dann k= 1'1-4*=sin 4,

. . 1—e .
und wird statt ¢ ¢ mittelst sin? A S eingefiihrt, so
—
ereibt sich
o

M

V1—Ik2sin? ¢ - dg

e — — =

k4 ],'
f (l(l‘

V'1—Isin? g
y

durch die Legendreschen vollstiindigen elliptischen Integrale
erster und zweiter Gattung fiir den Modul ©=sin ¥ aus-
gedriickt.

Weiter berechnet sich nun €' aus

1

1 J (1—2%) —2Fsin® g ;
i do = I(p,) — 22 (¢,),
() V172 S 1 (70 (/o)

wo die elliptischen Integrale fiir den Modul % und das Argu-

. 1, : .
ment ¢, aus sin ¢, =+, V' 1 — 22, zu berechnen sind.
s

Endlich findet man
hi = : .
7= Clli - (1 — 2 I

Lii und Fi sind dabei die vollstindigen elliptischen Integrale

tiir den komplementitren Modul &' =171 — /2 = sin (? — /)>~

(e
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Und es wird:

(I7 ) N
G:‘_———i{i—"_O'ngl:i)j7b~3111'$(l(])
g i V'1I— k2sin? g

]

/) L Lo 5 ;
= —i 4+ 0 [E@)—2-F()].

: . 4
Der Nachteil, dafy statt vom gegebenen . vom angenom-

L
menen %' ausgegangen wird, ist nicht von Bedeutung. Deunn
durch wenige Annahmen von &' kann der Zusammenhang

. h . . o
zwischen 4 und — so {ibersichtlich gewonnen werden, dafi die

L
Interpolation fiir gegebenes ]i das %' sofort sehr genau ergibt.
(Man sehe die Tabelle 8. 95.)

Die Stromungsfunktion fiir eine Strémung, dic im Unend-
lichen die Richtung der y-Achse und die Geschwindigkeit Vsin
besitzt, 1st einfach

W= — C’-gj- sin g -t.

Die Stromungsfunktion fiir die Geschwindigkeit V cos 8 in
der z-Richtung im Unendlichen ist

W= Vecosf-ez.

Endlich die Zirkulationsstromung, die ebenso wie die
vorige die Geradenstiicke zu Stromlinien, die Mittelsenkrechte
(y-Achse) zu einer Aquipotentiallinie hat, wiirde mit Kinschluf
der vorigen Horizontalstromung durch

H":i-C’~{;T'(:osﬂ —-E@;f’})(tf;f} dt
V(1 —e) (e — )

dargestellt. ¢, und 7, geben die Spaltungspunkte dieser (von
der Vertikalstromung noch absehenden) Strimung.
Trennt man davon die Horizontalstrimung Veos -2 ab,
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so bleibt fitr die reine Zirkulationsstromung mit im Unendlichen
verschwindender Geschwindigkeit die Stromungsfunktion in der

, Pt @
i ~-dt,
) V(1 — ) (2 — )

mit zwei willkiivlichen reellen Konstanten P und ¢, die der
noch willkiirlichen Stirke des Kreisens um die beiden Ge-
radenstiicke (Platten) entsprechen.

Als allgemeinste Stromungsfunktion fiir die rechte Halb-

h . 13 .' o .
Form iibrig:

ebene z erhalten wir also:

L

Pt @
W=Vecosfi-z— - -CVsinfi-t+ JV(I g

T dit
£) (2 — 1)
Die daraus folgende Geschwindigkeit w — iv ist:

{ 2 (72 g2 >
dﬁ” V.cosfl-Fi- I/sm/"1 (1- S A i)-{— Z-t+ .
dz 12— 2

(2 —2%)° 9 O

b«

In der linken Halbebene von # findet sich fiir den ent-
sprechenden (an der yx-Achse gespiegelten) Punkt die Ge-
schwindiglkeit aus denselben drei Termen zusamengesetzt, doch
so, dafy die Horizontalkomponente des zweiten Termes (fiir die
Vertikalstromung) und die Vertikalkomponente des dritten
Termes (flir die reine Zirkulation) die Zeichen wechseln. Dies
hat bei der Zusammenfiigung der beiden Halbebenen z keinen
storenden Einfluli

Zur Bestimmung der Stiirke des Kreisens um die Platten
fithren wir nun wieder die Annahme ein da[% an den rechten

Endpunkten der Geradenstiicke z = __z' —}— Spaltunuspunkte

der Gesamtstrimung liegen, also an den belden ,Hinterkanten
glattes Abstromen mit endlicher Geschwindigkeit erfolgt. Es
. . dW

— . . 1
soll also fiir 1 =T 1+ ¢ in das Glied mit dem Faktor
£

dz
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versehwinden. Da dort die Wurzel als L. 17 (1—22) (22 1"?)
genommen werden mufl, ergibt sich aus beiden Bedingungen:

) = 0 (auch schon aus Symmetriegriinden)

P = — L <C-FVsmp- !Ckl _,L);g) (;‘i_’ #2)..

2

Wir schreithen abkiirzend
. ]/(1 - ;E)A(Ii.‘?_ ];,‘2) N
2

und erhalten als Resultat, indent wir wieder ¢ einfiithren:

. . - L
W=V.cosfj-o—1V- Siuﬁ-{ OV 1k sintg— T sinfi-—-d-q.

Und
d 1 . k2 sin ¢ cos ¢ . AV 1-I2sin? g
: = V.cosp T Vesingeo .y o, . T Vsingi- S
dz P Py -IZsm?q / C1-722-I2simy
Fiir das unendlich Ferne von z ist auch ¢ unendlich, und
Lo,
awar 2= —i,- Ct-f---
Dabel 1st
L .
e ivoed -V sing
d o 27 /
P = Veosp—i-Vsing 4+ - + -
d:z z

Demnach ist nach einem bekannten Satze die Gesamt-

. . . 4 . S .
zivkulation gleich - AVsin , und der Auftrieh des Gesamt-

systems des aus beiden unendlich lang gedachten Platten be-
stehenden Doppeldeckers ist f{iiv die Lingeneinheit

aoV2smp- L.
Zum Vergleiche schreiben wir den theoretischen Auftrieh
der einzelnen ebenen Fliche von der Tiefe L auf die Liingen-
einheit hin; er Ist

o s A
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h S :
Demnach muf fiir = o, d. h. wenn beide Fliichen sich

L

3 : 13 :
nicht mehr stiren, 4 = 2 sein; fiir .= 0, d. h. wenn beide
4

in eine verschmelzen, 4 =1.

Um die Vorzeichen zu charakterisicren, welche die drei
aus horizontalen, vertikalen und reinen Zirkulationsstromungen
Lierriithrenden Geschwindigkeiten an den Platten selbst besitzen,
setzen wir die folgenden Skizzen der dret Einzelstromuugen

hei (Fig. 6).

—_— I
PEE S SR
G
- ——— )
. : ! . -k L
Noch sei bemerkt, daf an den Vorderkanten L LB

sich unendlich  grofie  Geschwindigkeit so einstellt, dafl fiir

e L . .
Punkt &= i "4 0 die Entwicklung der Geschwindig-
keit wit
‘ . /
. -} sin /»’]/ L A
1o 2

heginnt.
Wie frither schon gezeigt,!) folgt daraus an jeder Vorder-
kante eine Saugkralt in der Plattenrichtung je vom Betrage

ra s 9 -‘fi 2 - .
apPsin® 2 L7 gegen a0V Zsin?fp- L
2

hel der einzelnen Platte,

1o
30

') Sitzungsherichte der Bayer. Alad, der Wiss. 1910, S.
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Eleganter wird die Darstellung durch die Kinfithrung von
elliptischen resp. Thetafunktionen. Sei die urspriingliche Va-
riable £ = dn(1) mit dem Modul & gesetzt. Dann ergeben sich
die fritheren Kounstanten 2 und C aus

p i —— 0 (0) . v (“0)
A=A 60)’ = O (u,)’
wobei noch
. ~ (0
snu, = sin p, = ; Vi—2 = i %(S; oder  dnu, =)

1st.
Wir erbalten dann, da die Perioden der eingefithrien
elliptischen Integrale K = 1", K'= 17 sind:

ko L B(,) O'(w)

2T 9 o) O

de L, O(u) )
T = E-Z o (u, S[sntu, — sntaul,
. G , X e !
W="Veosp-z+Vsinf- Ié o ((”"){ dnu Q:;:;‘g;o” o ampl. u ],
aw snu-cnu- dnu, L snu, - cnu, - dn

- Icosp-’:—le/—~

Cdnwg e, — sntu

Das Rechenschema wiire folgendes. Nach Annahime von
entnimmt man A und A* den Legendreschen Tafeln, rechnet

()I/
l/ O((O) und sucht den Wert w, ftir dies als spu,. Dann

elglbt sich das Verhiiltnis:

T
L O, 2
L 0w K

Da zur Berechnung der & die Mitnahme von zwel, hichstens
dret Gliedern der trigonometrischen KEntwicklung genﬁgt. ist
die Zahlenrechnung fiir jede einzelne Annahwe von A ver-
haltnismibig kurz; tbrigens doch wolil die frither gewebene
Konstanten- und Auftrichsberechnung noch ctwas kitrzer.
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Als Zirkulation erhalten wir in der neuen Darstellungsform:

o DO Bsnu,cnuy . o ,'1{./. 1 () 11, (uy)
R ()  dnu, R e O (1) O, (2,

Und der Gesamtauttrieh des ganzen Systems wird:

Hu,) H, (u,)
G (u,) O, (1)

W2 o
0. Q

Der (Gesamtauftrieb des Systems, vom Betrage o V2singi- A,
wirkt in der Richtung senkrecht zur Stromung. Die Kom-
ponente davon senkrecht zur Plattenrichtung, vom Betrage
a0 V2sinf cos f A, wird durch Integration iber die Platten, d. h.
19 el . b L
bis in beliebige Niithe der Vorderkanten, bis 2= =i 973 -+ 4
erhalten werden konnen, Die andere Komponente, in der
Plattenrichtung, vom Betrage @wo F*sin* -, ist schon vorher
als Sauvgwirkung der Vorderkanten, und zwar als je zur Hilfte
an jeder Vorderkannte wirkend erkannt worden. Wir wollen
nun durch Ausfithrung der Integration iiber die Platten die
Verteilung des Auftriebes iiber die beiden einzelnen Platten,
inshesondere tiber thre rechte und linke Seite, also das Integral

o AW\,
"zj((/:)‘“

untersuchen.
-

Die drei Terme in der Geschwindigkeit -~ ergehen im

dz
Quadrate vier zu unterscheidende Summanden.

Der erste. entsprechend der Wechselwirkung der horizou-
talen und der reinen Zirkalationsstromung, liefert im Integrale
den Anteil:

.

e D, Lo, (2snu,enn
Pe= 7 12sin g cos - )('7.'3J & Ydnu- du.
p i,

U

Iir liefert. da die Geschwindigkeiten beider Strimungen
an den Oberseiten der Platten sich addieren, an den Unter-
seiben sich subtrahieren, iiberall positiven Auftrieb. Fiir jede
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der vier Plattenhiilften ergibt sich daraus zwischen den Grenzen
w=0 und u = K der Auftrieb L
D1e Wechselwirkung der horizontalen und der vertilalen
Stromung liefert fiir jede Plattenhilfte den Detrag:
; W
V2 sinficosp e ]; o ‘ 2snuwenidu.
N

Il =

10

0

Aber da sich die Geschwindigkeiten dicser Strimungen
fiir die rechte Hiilfte der unteren Platte an der Unterseite
addieren, an der Oberseite subtrahieren, ist fiir diese Platten-
hiilfte vechts unten der Auftrieb LI negativ in Rechnung zu
setzen. Entsprechend fiir die Plattenhiilften links unten - 11,
rechts oben — II, Links oben - IL

Drittens folgt aus der Wechselwirkung der vertikalen und
der reinen Zirkulationsstrimung fiir jede Plattenhiilfte der Betrag

7

I — 2 12 sint 2 L (,/A,.J'fsamncnun snat e dn
= L2 O

)
2 dni,  sntu,—sniu

0

An der rechten Hiilfte der unteren I’latte subtrahieren
sich fiir die Unterseite diese Geschwindigkeiten, wo w <y ist.
Dieser Beitrag zum Auftrieb ist also positiv zu rechnen. I'ir
die Oberseite subtrahieren sie sich auch, so daly der dort er-
scheinende Beitrag negabiv wird. Da aber dort >, also
der Nenner im Integral negativ wird, st fiir die Plattenhiilfte
rechts unten in der Tat - Il als dieser Teil des Auftriebs in
technung zu setzen. Entsprechend fiir die Plattenhiilften Links
unten — III, rechts oben — 111, links oben -- 11L

Bisher waren die doppelten Produkte in (%)~ hetrachtet

worden. Von den dret quadratischen Termen kann der erste,
V2cos? i, bei der Auftriehsherechnung fortgelassen werden,
da er iberall gleiche Drucke zur Iolge hat. Es bleibt

, i . 3 8 5 a a
v l"’ ) (.', /‘__,‘J‘sn-/fcn-zuln-uo—{—.s'w*nn('nﬂundn-1/(/”

*sin? 5 : 5
dnuy (sn®u, — sn*u)
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s untersuchen.  Uberall sind hier positive Geschwindiglkeits-
quadrate, also Unterdrucke, in Rechnung zn ziehen. Die Unter-
seiten liefern negative, die Oberseiten positive Beitriige zum
Auftrieb. Da fiir die inneren Seiten der Betrag von o>, fiir
die inferen <, ist, tritt die Zeichenumkehrung im Integral
richtig ein. s ist fiir die Plattenhiilfte rechts unten — [V,
links unten — IV, rechts oben -+ IV, links oben 1V in
Rechnung zu setzen.

Die Verteilung der Auftriebskriifte iiher die vier Platten-
hiilften ist durch das Schema dargestellt:

links oben [+ IL  HI--1V  rechts oben I —II —HI--1V
links unten I+ 11 — I — IV rechts unten [ — I - III — IV

Die obere Platte erfihrt im ¢anzen den Druckauftrieb 2 (I41V)
die untere . . . . : 2(I—1V)

Dazn kommt noch {tir jede die gleiche Vordersaugkraft.

Der gesamtbe Druckauftrieh des Systemes senkrecht zur
Plattenrichtung betrigt 4 - I, was sich als das oben schon ans
der Zirkulation bestimumte st o 2 sinf cosp- L - A erweisen mubi.
Dazu kommt natiivlich die Summe der beiden Saugkrifte der
Vorderkanten 7o sin?j- LA in der Plattenrichtung.

Wir bemerken, dafi wegen der Ungleichheit der Druck-
auftriebe fiir die beiden Einzelplatten wnd der Gleichheit der
Saugkritfte vorn nicht nur die Grifie sondern auch die Rich-
tung der Gesawtresultierenden fiir die beiden Platten verschie-
den sein wird; die Gesamiresulticrende der unteren Platte wird
ebwas mehr nach vorn (links) hin geneigt sein (von der Normal-
richtung zur Stromunyg gerechnet), die obere Platte ebwas nach
rechts.  Mrst die Resultierende wieder dieser beiden, der Ge-
samtanftrieh des canzen Systems, fillt in die Normale zur
Stromungsrichtung.  Dabei ist freilich die theovetische Voraus-
setzung gemacht, daly dic Vordersauckraflt in der Tat unver-
kriippelt vorhanden bleibt. Wie dureh Abrundung der Vorder-
kante das vielleicht emigermalien zu erreichen wiire, das ist
schon frither besprochen worden,
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Fir jede der beiden Platten wird die Lage der Resultie-
renden dadurch bestimmt, daf aufler den in die y-Achse zu
legenden Kriiften 2 (I - IV) resp. 2 (I —IV) noch je das Dreh-
moment der Nriifte 11 -} 111 vesp. Il — I vorhanden ist. Fiir
das Gesamtsystem ist das Drehmoment dasjenige der Kriifte II;
es wirkt 1m Sinne des Uhrzeigers drehend. Das Kriiftepaar 11
dagegen sucht die beiden Platten gegeneinander zu verdrehen.

Das Drehmoment der Kriifte 11 findet sich als
=

— L., :
V#sin feos g C- - /.:ijsuu ez du,

[

2

d.
0O

was durch partielle Integration leicht zu losen ist.
Bei Austiihrung der Integrationen 11 und IV ist zu he-

achten, dali im Innern des Intervalles ein singuliver Punkt
vom Typus f” (77//77 Liegt.  Da hier die Integration bis zu
0

eimem beliebig nahe an der Kante #, liegenden Punkte, und
zwar demselben auf Ober- und Unterseite, forteefithrt werden
soll, und emem solchen Punkte auf der Ober- resp. Unterseite
der Parameter u, -t~ ¢ resp. u, ~— ¢ mit demselben & zugehort,
so bringt die Integration iiber den Punkt hinweg, d. h. ohne
Ausschaltung des Intervalles von —— ¢ bis 4 &, nur einen rein
imaginiiren Summanden zum ungeiinderten reellen llesultat.
Dieser mmaginiive Summand stellf durch seinen Koeffizienten
von 7, wie bet Ersetzung der Stelle u, durch einen beliebig
kleinen Halbkreis in u, daher ¥rsetzung der Kante in 2 durch
ein unendlich nahes Stiickchen der benachbarten Stromlinie
deutlich wird, die Saugkraft der Kante fiir die betreffende
Stromung dar.  Wegen umgekehrter Integrationsrichtung er-
geben sich dabei verschiedene Vorzeichen fiir die untere und
die obere Platte.

Die Resultate der Integrationen sind, wenn die Schreib-
weise mit den anfangs eingefiithrten Konstanten K K, 2. (7, 4
gewithlt wird:
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e R |
= ngl”‘-’smﬂcos/;-—‘_)—,- 5
EVI L ca—¥W
II——nQV?smﬂcosﬂ-;—-r(n )
L (4 el dl
— ol ) +
HIl ==z70V?sin*f 5 '_3,7’” FEpay F L(‘_’J
, o L (K (C(—273) (25— L)
IV =g sin’ p=ic ‘ 2 :
& am £

, 2 SBRART
RGN |

An den Hinterkanten heben sich die beiden in I und IV
erscheinenden imaginiiven Terme (Saugkriifte) fort, an den
Vorderkanten sumnmieren sie sich zu dem schon aufgestellten

e A T
Betrage von 7oV 2sin? i - L -~ als Saugkraft fiir je eine Platte.
Die Druckauftriehe fiir die einzelnen Plattenhiilften sind als
101V zu bilden. Der Gesamtdruckauftrieh ist, wie
vorausgesehen, 4 [ =z oV 2sinfcosfp - L - A.

Die Ausfiibrung der Integration fitr das Drehmoment der
Kuiifte 11 ergibt:

J:2

=A%
D =aopV?sinfcosfi- L2C?- —
Die bisher in der y-Achse angreifende Resultierende 4 1
wuly man also, um dies Drehmoment hineinzunehmen, um die
Strecke
D L C*(2—20—1F?
o O |

nach vorn (links) verschieben.
Im Falle der Linzelplatte, d. bh. hier im Falle entweder
h

It
== oder I =0 betriigt diese Verschichung nach vorn
A 4

" 1
cinfach L



94 W. M. Kutta

Das Drehmoment endlich, das beide Platten gegeneinander
bzw. die eine gegen die andere festgehaltene zu verdrehen
strebt, betriigt:

i

f(sn‘-’uo—.s‘n‘-’ wln( snag-snu))du.

U

= e B snu,enn
noV?sin?g- L2002 ———0" 2
2 dnug

Figt man zu der in der angegebenen Weise verschobenen
Resultierenden 4 I des ganzen Systems noch die heiden an den
Vorderkanten wirkenden Saugkriifte binzu, so ercibt sich als
SchluBresultat, dafl der theoretische Gesamtaufivieb des Systems
(Vordersaugkraft eingeschlossen) im Betrage von zro V3 sin g L-A
in Richtung senkrecht zur Stromung so wirkt, dafi selue An-
griffslinie durch den Punkt geht, der mitten zwischen den
L0227 — 1)
4 T4
der Plattenmitten nach vorn (lmks) verschoben liegt.

Iis migen nun einige Zahlenresultate folgen.

Platten um gegen die Verbindungslinie

. B h . ) .
Fiir groie Werte I also entfernte Platten, ist & klem und
4

angenithert (freilich nur fitr sehr kleine £ als gute Niherung):

o4 11 It 1(L\?
=2 oA 21— =21
L7 3 30 : (1 (4 > (1 4</¢> )

Die Koeffizienten i I, 11, III, IV werden angeniihert:

. B2 : BN
64T a\"128)0 4a” 87
Die Verschiebung der Resultierenden betriigt <1 —+ ])\).

. . / .
Fir kleine Werte Jl, also nahe Platten, ist /' nahezu 1,

4

. . b1
k' klein und es wird angeniihert <noch bis =3 elnigermalien
i

[

o

6 4 .
gennu), wenn noch cos hyp | = + ]// "o gesetzt wird:

=



{Ther chene Zivkulationsstromungeén. 95
// - 11
4 S e A=1+ . 2 -:l+~1 (-ln<2:r- >+
L smhypo—o’ sinhype—o a A h
Die Koeffizienten in I, II, III, IV werden angenithert:
1 § L 1 : ]
ytoem (420 +Ne)s 5 (o —Ind);
4 (6 —1-}2(* —0a —1)e™)
G 3 4 ? .

Die Verschiebung der Resultierenden betriigt:

i‘ (14 (26— 4) =),

Es folgt eine Tabelle der zusammengehdrigen Werte von
l X : . .
I und A fiir verschiedene Annahmen von % =sin 9. Aus ihr
4

. . . : I .
gelt die Beziehung zwischen /& wnd - deutlich hervor; fiir

L
o, Y .
gegebenes . findet man das zugehorige L durch Interpolation
11 ¢

aus dieser Tabelle schon recht genau, jedenfalls viel genauer,
als praktische Zwecke es erfordern wiirden,

T
I = sin ¢; L A
i = 0 [vs} 2

150 By 1.99985
300 13,88 1.9949
450 5,76 1.985
600 2,87 1,945
630 2.018 1,896
759 1,456 1,825
800 1,113 1,745
820 0,984 1,703
850 0,787 1.623
870 0.644 1.550
580 0,562 1,503
89° 0,460 1,485
390 30/ 0,388 1,384
899 45° 0,335 1.344
899 55° 0,275 1,297
890 59 | 0,217 | 1,248
899 59’ 59" 0,141 1,178

0,076 1,111

0,015 1,072

900 0 1,000
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Weiter sind fiir A = sin 68°, sin 82° sin 85%, sin 897 gie
Koeffizienten von

.11 .IJ
T2 ol R P AG 72 a2 3
moV?sinficosfi- - vesp. 7o VEsim® .o

m I, II, I, IV berechnet, nimlich:

3

. h , ,
J: = sin 68° 1‘~ = 2,018 1 0,948 11 0,619 III 0,144 LIV 0,171
sin 829 0,948 0.852 1 0,580 0,241 0,335
sin 85¢ 0,787 0811 0558 0272 0,367
sin 8Y° 0460 0,717 0,497 0340 0,428

Die Diuckauftriebe der einzelnen Plattenhiilften (fiiv die
Liingeneinheit) erceben sich also zu ol sinfcos - nial
=} o] ¢ B

den folgenden Koeffizienten:

links oben rechts ohen
Z =7 1,637 + 0,000 tg ¢ 0.363 + 0,000 tg /4
i—_—:ms 1,567 -+ 0315 tg 4 0,329 4 0,027 tg j
2;0’981 | 1432 4 05T6tg 0,272+ 0,09ty g
%: 787 * 1,570 4 0,639 tg 3 | 0.253 + 0,095 tg f
/)

T = 0,460 1,214 + 0,768 tg § 0,220 0,088 tg

Die Zahlen fiir die unteren Plattenhilften sind dieselben,
nur sind die Glieder mit to 5 negativ zu nelimen.

In den bherechneten Druckauftriehben, die fiir die obere
resp. untere Platte die Betriige haben @o ™2 sin ff cos - L mal

TE0-tap: 0,943 L0171 tgpy 0,852 L0335ty 5,
0,811 20367ty 0717 L0428 tg p
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tritt noch fiir jede Platte je die Vordersaugkrait hinzu vom
Betrage o VZsin® - L mal

1 0,948 0,852 0,811 0,717
Im ganzen erkennen wir, daB die untere Platte einen
etwas kleineren Druckauftrieb zum Gesamtauftrieb beisteuert als
die obere. DBei kleinen Winkeln g und nicht gar zu kleinem

: .o : : . .
Verhiiltnis )i ist aber dieser Unterschied nicht eben sehr he-
4

triichtlich; fiir /I = 0,984 und p = 10° ist der Druckauftriel

1
der oberen und der unteren Platte heziehungsweise:

(0,852 0,335 tg 10°) wo V2 sin fcos i - L.

Der Koeffizient (0,852 £ 0,059) zeigt, dali in diesem Falle
die obere Platte etwa 7°/¢ mehr, die untere ebensoviel weniger
als die Hilfte des gesamten Druckauftriebs leistet, also die
obere etwa 1/; mehr als die untere.

Theoretisch gibt es fur jedes Distanzverhiiltnis ]]j emmen
bestimmten LuftstoBwinkel 5, von dem ab die ohere Platte
mehr Auftrieb leistet, als wenn sie allein stiinde, und emen
zweiten Winkel [, von dem ab die untere Platte sogar nega-
tiven Auftrieb erfithre, also eine Tendenz der Stromung be-
stiinde, die Platten auseinander zu reilien. Insbesondere bei

o . s ! ¥, T
dulerst kleinem Verhiiltnis wiirde dies auch bel kleinen Luft-

L
stofiwinkeln f fiithlbar. In Wirklichkeit werden aber, da die
ganze behandelte Stromung ja nur bei kleinen Winkeln f# eine
Anniberung der tatsiichlichen lrscheinung ergeben diirfte, diese
Fiille sich praktisch nie bemerkbar machen.
Dagegen zeigen die obigen Zablen wieder auffillig, wie

schon bhei der Einzelplatte (oder hier 1/j= w) bekannt, eine

sehr starke Mehrwirkung der vorderen Plattenhiilften im Ver-
hiiltnis zu den hinteren; eine Wirkung, die sich ja auch in
der Verlegung der Resultierenden nach vorn iiulert.

Sitzungsh, 4, math.-phys. K1 Jalhirg, 1911, 7
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Diese Verschiebung der Resultierenden des Druckauftriebs
des ganzen Systems nach vorn (links) betriigt fir

J]‘ = o0 2,018 0,984 0,787 0,460 0
7T L i 1. L
R ok 11721 L R 1 S e 111 S BB B § 110002
T po1o2s9 Uno7is 10882 11

Is ist also die Verschiebung des Druckmittelpunktes nach
vorn um ein geringes groBer als beil der Kinzelplatte. Die
Resultierende geht durch einen Punkt mitten zwischen beiden

( l

Platten, der { fiir -

L

der Vorderkanten um etwa 239/, der Plattenbreite, statt um
25%, wie bel der Einzelplatte absteht.

Zum Schlusse sei bemerkt, dafi der Fall zweler Platten
von ungleichen Breiten L, und Z,, wenn die Verbindungslinie
threr Mitten senkrecht auf beiden steht, in derselben Welse,
nur mit komplizierterer Zaklenrechnung, erfolgen kann; ebenso
bietet der Iall von drei und mehr Fliichen prinzipiell nichts Neues.

etwa gleich 1) von der Verbindungslinie

3. Stromung um zwei gewolbte, untereinander stehende
Schalen.

Die Radien seien 7, und 7,, die Bogenlingen #», - 2, und
¥y 20, Die Verbindungslinie der Zentra sei die y-Achse, die
beiden Biogen symmetrisch zu dieser gelegen. Um die Abbil-
dung der rechten Halbebene 2 mit den beiden krummen Kin-
schnitten auf die Halbebene ¢ bequem durchfiihren zu kinnen,
nehmen wir an, daB sich beide Kreise bertihven. Der Beriihr-
punkt sei als Nullpunkt der Ebene 2 gewiihlt (Fig. 7).

Die unter 2 behandelte Strimung ist ein Spezialfall der
nun betrachteten, fiir den der Berithrpunkt im Unendlichen liegt.

Die Abbildung # =1 fihrt die rechte Halbebene z mit
S

den beiden krummen Einschnitten in die rechte Halbebene ¢
mit zwel geraden Binschnitten tiber (Fig. 7). s entspricht

~

z=w { =0, den Ecken des Gebietes & entsprechen die licken
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: 27,

Die Abbildung des Gebietes { auf die Halbebene ¢ erfolgt
durch

t
e o E—a)(t—aydt
Find wofl/(t—bl) (t— b)) (t—b3) (t —by)’

wo t=by, a, b, b, as, by den FKcken in {, und t=0 =20
entspricht.

Die Vertikalstromung, die also im Unendlichen die Rich-
tung der y-Achse und die Geschwindigkeit V'sinfi besitzt,
wird, da 2= o und W = o sich entprechen sollen, durch

W = J;[ dargestellt.

Die Horizontalstromung, die im Unendlichen die Richtung
der 2-Achse und die Geschwindigkeit Vcos 8 besitzt, und
ebenso die kreisende Stromung um beide Schalen, besitzt diese
Schalen zu Stromlinien, die y-Achse zur Aquipotentiallinie.
Unter Beriicksichtigung davon, daf wieder & = o0 und w==co
sich entsprechen sollen, erhiilt man hier die Stromungsfunktion

7%
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A”/,ziNf (t—A)(t — ) dt el
Vit — ) (t— b)) — b (¢ — b)) 1

Den Ecken des Gebietes W (Fig. 3) entsprechen die Punkte
t==1by, A, b, by, As, b, Die Punkte ¢t = d,, A, entsprechen
den Spaltungspunkten der betrachteten zweiten Stromung, sie
fallen nicht mit «,, @, zusammen, sondern bleiben willkiirlich,
solange die Stiirke des Kreisens um die Schalen willkiirlich bleibt.

Die allgemeinste Zirkulationsstromung wird durch die
Summe der heiden aufgestellten dargestellt.  Die Konstante
ist beliebig und unwesentlich, da sie nur den Malistab der
Ebene z bestimmt. Die Konstanten @ und & sind durch die
Abbildung # auf ¢ bestimmt; I und N durch die Geschwin-
digkeit und Richtung der Stromung im Unendlichen. Endlich
A, und 4, werden wieder durch die Annahme bestimmt, daf
fiir die Gesamtstromung die (rechts liegenden) Hinterkanten der
beiden Schalen Spaltungspunkte sein sollen, dort also glattes
Abstromen mit endlicher Geschwindigkeit erfolgt. Dann ist
die Aufgabe gelist. Allerdings macht die wirkliche numerische
Bestimmung der Konstanten sehr betriichtliche Rechenarbeit,
ebenso die Berechnung der Auftriebsverhiiltnisse im einzelnen,
wenn auch die Schwierigkeiten eben nur solche der numeri-
schen Rechnung sind.

Die Berechnung der 6 Konstanten « und b der Abbildung
z, &, t erfolgt durch Ansetzen der Gleichungen fiir die Lage
der Hcken, Es ist:

[ dy
_ i :—éCf ‘ (i:jclrl)(tfuz) dt :—i(_f'er ) dr
2 ; VA=) (e=bi)(t bs)(t-bs) £V r-d)ir=dijir-di)r-dy)

o
tg !
22

a4 —c
i =~mf :);cf
~) r
il |

by

i

d

,
oz—fwj :—mf
by

iy
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b a,
1 1 il
— - — :—l(jJ\ :VL(/’
21y 2y ‘
b'J tl‘
t(rq2 13 +e
S 9 S ; >
T :—-—/;(/' :’l(./'.J
21,
b’ d,
23 dy
()z_icf :;wf
Lt !7,'2

Dabei wuarde eine Verschiebung der Ebene ¢ durch die
Einfthrung 1=1¢— 1 (b, + b; + b3 4 by) = t — s vorgenom-
men. Den Punkten ¢ == b, a;, bi. b3, as, b, entsprechen dann
die Punkte

r=d =b —s; ¢ =0,—s di=0b—s, di=10V)—s;

c,=a,—8; d,=10,—35s.

K st dadureh dy 4 df -+ di 4 dy = 0 geworden. Da die
dritte und die sechste der Bestimmungsgleichungen fiir die Kon-
stanten zusammen auf die von vornherein klare Forderung,
dafi fiir { =, 2 =0 kein logarithmischer Punkt in der Ab-
bildung #, ¢ erscheinen darf, fithrt, so ergibt sich sofort die
Bedingung ¢, 4 ¢, =0, und wir setzen — ¢, =¢, =¢.

Eine der Konstanten dy, di, d;, d, kann beliebig genom-
men werden, da dies nur den MalBstab in der Ebene t fest-
legt; wir wihlen etwa dy = 4 1.

Ls bleiben demmach, unter Beriicksichtigung davon, dal
bereits eine Kombination der dritten und sechsten Gleichung
verwendet und daher nur eine von diesen mehr verwendbar
ist, fiinf Gleichungen fiir (/, ¢ und die heiden fehlenden d,
endlich s. Dabei wird € durch Quotientenbildung fortgeschafft
und dadurch auf den linken Seiten der Gleichungen nur mehr
die Form, nicht mehr der Mafstah der Hindernisse (der Scha-
len) in der Ebene ¢ auftreten. Unmittelbar die nunmehr vier
Unbekannten ¢,  und s aus diesen vier Gleichungen fiir ge-
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r ;
gebene Form, d.h. gegebene a,, a, und ! zu berechnen, ist
7
i 2
freilich untunlich. Wir schlagen deshalb, wie vorher bei den

ebenen Platten, den umgekehrten Weg ein.

Vorher war eine Gestaltskonstante jb» vorhanden. Statt

von ihr gingen wir von der Abbildungskonstante 4 aus und

. h
berechneten erst aus deren Annahme das zugehorige 7 d. h.
4

die Gestalt des Hindernisses. Nunmehr haben wir drei Ge-

r . . :
staltskonstanten, a,, @, und "', Wir nehmen diesmal zwei Ab-

=

2
bildungskonstanten, etwa o, und di, beliebig an. Da di=1
war und d» aus d; + di + ds + d; = 0 sich findet, liBt sich
nun aus Gleichung 3 (oder 6) ¢ berechnen. Es ist nimlich

dy dy
2dr dr
Kt f Vo
dy

Damit sind fiir die Gestalt die Verhiiltnisse

43 Ay

to—2L to 2
SRy <1 1)
T] r‘.! 7‘2 7.l
bestimmt.

Fine Gestaltskonstante von den drei vorhandenen cha-
ralcteristischen aber kann man jetzt nach Wabhl der zwei Ab-
bildungskonstanten d immer noch beliebig vorschreiben. Es
lift sich z. B. noch fordern, daf die beiden Kreisschalen gleich
lange Sehnen haben sollen, also dal

0 i, iy _ D 5 o
27 sma; = 27, sin q,

sein soll. Das wird dann die Moglichkeit einer Form geben,
die, sofern noch durch die giinstige Wahl der beiden d flache
Schalen, das heifit kleine ¢, und a, und etwa Schalenabstand
2 (r, —r,) annihernd gleich Sehnenliinge gemacht wird, der
Form eines Doppeldeckers so nahe kommt, als iiberhaupt bei
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der Annahme beriihrender Kreise miglich ist. Wie grols zu
diesem Zwecke o, und d; zu wihlen ist, mufy durch Versuche
und Uberschlagsrechnungen festgestellt werden. Ks handelt
sich ja auch {iberhaupt nur darum, den theoretischen Typus
der untersuchten Stromung klar zu legen, nicht von vornherein
gegebene Kinzelbeispiele durchzurechnen.

Wir wiihlen ¢, = — 28, di= —8. Da ds= 41, folgt
d, = -+ 35.
Die Ausrechnung der obigen Gleichungen liefert die Ver-
hiiltnisse:
7! ,
ey Wy 1 B
— i — ) = 11,52: 17,96 : 29,28,
7 7y r, 7

Unter Zuftigung der Bedingung gleicher Sehnen erhalten
wir die Gestalt durch
r : : -
2= (,8032; 2a, = 22°2'; 2aq, = 27032".

1
Die Sehnenlinge ist
2, sina, = 2r,sina, = 0,3822
die Eutfernung der Schalenmitten
2(r, — 1y = 0,5936 »r,,

also etwa 1,03 mal Sehnenlinge.

Die Konstanten ¢ und s herechnen sich zu ¢ == 17,53 und
s = 134,17.

Unsere Annahme der d und der gleichen Sehnen fithrt uns
also zu zwei Schalen, die ziemlich genau in einem Abstande
gleich ihrer gemeinsamen Sehnenlinge untereinander stehen.

*i5 o . Pfeil
Die obere hat das Wolbungsverhiilinis [ =
Sehne
1 . 1 |
50 75" die untere 16.57 (Fig. 8). Dak die untere
Schale etwas stiivker gewdlbt ist als die obere, ist e
hei Annahme gleicher Sehnenliinge nicht zu ver- Fio. 8.

meiden, da die Schalenkreise sich berithren sollen.
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Natiirlich kaun man als die eine bei diesem Rechenschema
wiithlbare Gestaltsbedingung eine andere als die der Sehunen-
gleichheit wiihlen, z. B. die gleicher Wolbung. Rechnerisch
verhiilltnismiilig am einfachsten wird die Durchfiihrung fiir den
Fall, da man d| = — d; = —1 annimmt. Dann wird auch
—d, = + d,, und setzen wir diese noch willkiirliche Grife

S| : ; k)
gleich o SO nehmen die aufiretenden elliptischen Integrale
b

ohne weiteres die Normalform an. Aber aus der Annahme
dy = — dy= — 1 folgt, dal

t() = tu‘ 2
89 =873
[ ¥y

ist. Geometrisch und fiir die Gestalt bedeutet das, dali in der
Ebene { die beiden geraden Einschnitte der Halbebene gleich
lang sind (also dort die Form wie im vorigen Paragraphen vor-
handen ist), was freilich die Vereinfachung begreiflich macht.
Aber 1 der KEbene ¢ liegen dann die beiden rechten Knd-
punkte der Schalenbiigen (und ebenso natiirlich die linken)
auf emmem Kreise, der die y-Achse 1m Nullpunkte bertihrt.
Es wird also die Sehne der unteren Schale weit kleiner als
die der oberen, was praktischen Formen nicht entspricht. Nur
bei ifuberst Hachen Bigen ist auf diese Weise eine einiger-

3 : o (24
mafien brauchbare Form zu erzielen. Wire 2. B. = 39

-
r, =1, also die obere Sehnenlinge 0,209, und
7,=0,9, also der Abstand dor Schalenmitten 0,2,

o, . 3 2
so wire = 2042" die unfere Sehnenlinge

o 0,1694. Das Wolbungsverhiiltnis wiire fiir die
Fig. 9.

obere Schale 3;,;‘, fiir die untere 120
Fig. 9 zeigt die Verhiiltnisse. Als Typus, um die Art der Beein-
flussung der beiden Schalen und ihrer Stromungen durcheinander
einigermaBen erkennen zu lassen, wiirde die so aufgestellte

Form immerhin eine qualitative Vorstellung geben kinnen.

Die
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Wenn erst, wie bisher besprochen, die Abbildung der
Halbebene 2 in ¢ geleistet und alle Konstanten bestimmt sind,
so bietet die Frmittlung der gesuchten Strémung, d. h. der
Konstanten 3, N, A, und A4, keine wesentlichen Schwierig-
keiten mehr; ebensowenig die des Auftriebs des ganzen Systems
beider Schalen. Nicht so miihelos gestaltet sich die Berech-
nung der Verteilung dieses Auftriebs im einzelnen iiber beide

Schalen.

Zuniichst ist:

AW 2 MV b (=) (t=—bi) (=) + N (t—d)(t—.)
dz — C¢ (t —a)(t —a,) . '

Wird 2 unendlich, also £ =lim e = 0, so wird:

. a, a ef1 1 1/71 1 1 1
g Ot [ o(L 1L L) )
S 8(/]//’1]),10;02*“ ‘—)*(“:l“z 2(7)1—}_()1_%()3—*_/)3)) y

Somtit:
dWw . a,a,
et S 2 RN 3/ /
dz ]/1 ]"1 /)‘3 /)2 {VJ[ 1 /l) ])Lllg Z)z 2 + N fll .[12
171 1 1 1 1 1
+ e NA A, = ‘ e o L
L eNA, ()(b bes +b3) i A) (

S ol ?'(lla?jllvjl‘z
Vb, bbb, bbb,

i N4 4, (1 1 1(1 1 1 1
T bbb, (A;+Ag_ 2 (Ll'+ﬁ+b; T&z))

Aus der Geschwindigkeit im Unendlichen bestimmen sich
die Konstanten:

M = VSiI] ] /), i)llll;[)gz N. 1 4 —= — I/v .bl b1b;bj
’ Caa, et fs C.aa,

Endlich ist die Zirkulationskonstante:

N-A.lA.z(l I 1/1 1 1 1\]  VeospVbb b,bf
Vbbb, b, 1A, 4, 2<01+bi+li‘§+b>‘:>_ C  aa H

2

Bl
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Und der Auftrieb des ganzen Systems beider Schalen ist:

SR LR )

Zuletzt ist mit Hilfe der Annahme, dafi an den Hinter-

kanten Spaltungspunkte liegen sollen, A, und .4, zu bestim-

: (LW . .
men. s soll also fir ¢ =, und # =g, ((?]cl' endlich bleiben.

Oder es soll sem:

1 1
1\.‘1 .[1 \:A141 —((1(111‘{"‘3:) —*—1:"—}—

+ i MV (@ — b,) (@ — by) (@& — b) (@, — b) = 0;
d. h.:

«; "1 1 o
T PR (’A;JFAJ ke

o
7 Pl (A;—i_A.z) T

T e e Ay
=l Gl =i ) e g

Daraus endlich:

1 1 1 1
(;ll =i fT) o (a.l o Y,/,) e
] L ) (1 AN,
YD, a,) \a, b \«, b, o, b,
L}/(l _1)(1 1)(1 (R
R Rl et Sl ) N a.é) Wk (;)

Und der Auftrieb wird fiir die Liingencinheit des Systems:

P

a,  a
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AN o AP LG (5 R R et )
__2,—,\,]/‘-’] o lcos[’)’ [a s -—')<b:+1)‘ 3 7/.’,+ 7»)}

e | a2
“/ 0 il A - e
PRI R AT (al b, A\ 7;3”
- sinfi - i 1
o'l
]/*1 (A o G £ o AR ) “
B ((,.) B N a) \b, as)
e | [
a, @

Nachdem einmal die Abbildungskonstanten ¢, d, s und C
berechnet sind, also « = ¢ +s, b =d -+ s bekannt sind, macht
die Auswertung dieser Endformel fiir den Auftrieb des Systems
keine Miihe.

Die Berechnung der Auftriebe der beiden einzelnen Schalen
kann, allerdings mithsamer, mit Hilfe der Simpsonschen Regel
oder einer iihnlichen Regel erfolgen; dabei wird zugleich die
Geschwindigkeit der Stromung an verschiedenen Stellen der
Schale herechnet und gibt so eine gewisse Ubersicht iiber den
Verlauf der Stromung in der Nithe der Schalen.

Fiir das in Fig. 8 dargestellte Beispiel der beiden Schalen
von gleicher Sehnenliinge gibt die Zahlenrechnung bei hori-
zontaler Stromung (f = 0) als Gesamtauftrieh p V20,2399,
Davon kommen auf die ohere Schale o1?.0,1145, auf die
untere Schale ¢ V20,1254, Stiinden die Schalen je allein oder
in solcher Entfernung voneinander, dall sie gegenseitig keine
Storung bewirken, so wiire der Auftrieb der oberen Schale
o V?2-0,1158, der unteren Schale ¢ V2-0,1450. Die Summe
beider wire o }V'2 - 0,2608.

Wir sehen, daf fiir diesen Fall der Auftrieb infolge der
gegenseitigen Storung 0,920 von dem betriigt, was er ungestort
als Summe ergeben wiirde. Immerhin ist der Verlust, ver-
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glichen mit dem, welchen das System zweier ebenen Platten
fir den iihnlichen Tall, dak ;2 = 1,08 1st, erleidet, kleiner,
denn in diesem Fall gab die gestérte Stromung fiir jeden
Winkel f etwa 0,860 des ungestdrten Auftriebs.

Auch in Bezug auf die Verteilung des Auftriebsverlustes
zeigt der Fall gewdlbter Flichen Unterschiede gegeniiber dem
Falle ebener Flichen. Fiir diese ist bei kleinen Winkeln p
der Verlust der oberen Fliche nicht viel kleiner als der der
unteren Fliche. Dagegen zeigt hier die obere gewislbte Fliche
fast keinen Auftriebsverlust und fast der ganze Verlust des
Systems entfiilllt auf die nntere gewdlbte Fliche. Das bezieht
sich auf den Wmkel f=0. Im ganzen kann man sagen, daf3
beil beliebigem Winkel f derjenige Teil des Auftriebs, der der
Wolbung zuzuschreiben ist, also fiir f =0 vorhanden wiire,
durch Untereinanderstellen der Schalen weniger Verlust erleidet,
als der Teil des Auftriebs, der dem schiefen Anprall der Stris-
mung, also dem Winkel g, zuzuschreiben ist. Inshesondere
geht der erstere Verlust so gut wie ganz auf Kosten der
unteren Schale, withrend der zweite sich gleichmiBiger iiber
beide Schalen verteilt.

4. Stromung um die Jalousie.

: j Wir nehmen unendlich viele Geraden-
7.2 stiicke von der Breite I, und dem gegenseiti-
gen Abstande 2 an, die parallel untereinander
gestellt sind, so daB die Verbindungslinie
ihrer Mittelpunkte (die rein imaginire Achse )
senkrecht zu ihnen ist (Fig. 10). Die 2-Achse
liege in einem dieser Geradenstiicke,

Die Abbildung der rechten Halbebene z
(mit den unendlich vielen Einschnitten von

der Liinge

L
0) anf die Halbehene ¢ ist durch

Tig. 10. die Formel gegeben:

s
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t
s ( J’ sintdt
ol “JVsin (a0 — &) sin (« ~ 1)

:él + o [zn<cosf+1/<cosé> _1>

COs u COsu

L [ 0s z‘}
——z(J alccos——
0

COS (L

Man kommt zu dieser Formel aus dem Ansatz fiir eine
endliche Zahl untereinander gestellter Geradenstiicke, wenn
man sich an die Produktformel fiir den Sinus erinnert.

Da t==«a auf z=0; auf z = —1i/h fihren
soll, sind die Bedingungen fiir die Konstanten;

('In cotg (Z > e 11 und  ad =.

Daraus folgt

11 v . ]l b
tg: =ty | < 7) und  sina = tg hyp </1 ;)

und es wird;

It cost / cos ¢ e cost
2= "In -+ - _—1 = — 1 - arccos =6

T cosa cos « 7 €os

Die Strémungsfunktion ist fiir die Strémung, die 1n Un-
endlichen die Richtung der y-Achse besitzt von der Form:

W = 1.

Fir die Stromung, die im Unendlichen die z-Richtung
besttzt und mit emem Kreisen um die Geradenstiicken ver-

bunden ist, so dali # = — 7 ein Spaltungspunkt ist, erhiilt die
Stromungsfunktion die Form:

2 ,f sin (£ 4 y) dt
= A . O R
Visin (a — #) sin (a 4 1)
M und N sind dabei reelle Konstanten.

Freilich ist hier, da ja die Jalousie in Richtung v ins
Unendliche reicht, 2 = o ein wesentlich singuliiver Punkt. Wir
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hitten uns auf einen Streifen von 2z = - z]; bis 2= —1i ﬁ

2 2
zu beschriinken., Dasselbe aber erreichen wir, wenn wir stets
nur in der Richtung z ins Unendliche gehen, um die dort
vorgeschriebenen Bedingungen zu erfilllen. D. h., wir haben
daftir ¢ =17 zu setzen und 1" reell ins Unendliche gehen zu
lassen.

Die gesamte Stromungsfunktion

s (f 4 y) dt
sin (« — ) sin (a + #)

W=]l[t+NfV

liefert filr die Geschwindigkeit v — iv den Ansatz

dW  MVsin(a—1)sin (@ + 8 + Nsin (¢ + 7)

dz h

— sint
I

Fir t =i, sinil'=isinhyp I'= | (¢ —¢=") wird
2

27 I‘l[]/é (e(; g 0—’;'+T> f) (ct“y—c_uz’ - T> {—N,Z) (c 3’+T—c i 7')
, a2 5 :

ad —
dz Ji bl oy

e e
2

Demnach:

. dWwW o o= Miet 4 Ne' (cosy — isin )
lim =lm,{ - ,1,
e dz J/ ¢
oder:

=T. 7 —1i Vs e~ TR v (cos v —zisin ™ ).
%}21/((.142’,) V.cosfi—iVsing 3 Mi /{‘Z\(cos, lsm/>

Daraus folgt:

= JT
Veospp = — + Ncosy
h
Vsin f = A ﬂ[—// Nsiny.

Man bemerkt, dal die Zirkulationsstromung hier einen
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Beitrag zur Vertikalgeschwindigkeit im Unendlichen liefert.
Das ist verstindlich, da das Kreisen um jede der Platten von
endlichem Betrage ist und, obwohl das einzelne Kreisen nur
einen verschwindenden Beitrag zur Geschwindigkeit im Un-
endlichen liefert, doch die Summation aller dieser Beitriige fiir
die unendlich vielen Platten sehr wohl einen endlichen Beitrag
lLiefern kann. Das liit sich auch direkt durch Ausfithrung
dieser Summation nachpriifen und verifizieren.

Wir erhalten:

o V<sin B — siny »“P-Sﬁ).
T ocosy 7 cos

Im Vorhergehenden ist die allgemeinste Zirkulationsstri-
mung um die Jalousie aufgestellt, sie enthiilt in y noch eine
Konstante, die je nach der Stirke des noch unbestimmten
Kreisens um jede Platte verschiedenen Wert hat. Wir machen
wieder die Anunahme, dafi die Spaltungspunkte der Gesamt-
stromung rechts an den ,Hinterkanten® liegen sollen, d. h.

o L dw . .

daBl fiir 2z = 2 t =0, U endlich bleiben soll.

Dafiir muB M sin @ 4- Nsiny = 0 sein, d. h.

)

. . . Cos ) . cosp

sina (sinfl —siny - 4 sy =
cos y

s folgt:
sin a

toy =teff o — —.
&1 (ﬁl—i—smu

Damit ist die Stromung eindeutig bestimms.

Zur Berechnung des Auftriebs haben wir die Integration

-z
., ’f(tll‘r>2‘/‘ Ry [V sin(a—t)sin(a+{) 5 Nsin(t+y) |2 dt
bo )l ds=+3e | = e A
‘ ﬁ sin ¢V sin (o —¢) sin (a4 1)

—rt

auszufithren. Der erste quadratische Term gibt natiirlich hei der
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Integration als reellen Teil Null. Der Term des doppelten
Produktes liefert den Wert:

N ’ j
— oV cos fisin ff - ll—ti;JLuﬂIC“*{“t“?"n?’]
7 g f

h 2:11(,(1—*—’00 voem
14 sin «

= —oVZcosf-sing-

Dieser fiir eine rechte Plattenhiilfte berechnete Wert be-
sitzt dieselbe Griie, aber das umgekehrte Vorzeichen fiir die
linke Plattenhiilfte, wo die beiden zusammenwirkenden Ge-
schwindigkeiten, deren Wechselwirkung den Term veranlalit,
sich gerade dort subtrahieren, wo sie sich entsprechend links
addieren und umgekehrt.

Der zweite quadratische Term

+a
¢ s 995 f hJ‘ ‘ qm (¢4 N dit

sin ¢ V sin (¢ — ) sin (« + I‘j

‘

Z (,Ob" v

gibt unter Binschlufs des imaginiiven Wertes des ersten qua-
dratischen Termes

: i te y . = sin o --tg -
oVehcos? ftay |l 4- 87| = oV2sinficosf-h ifs
= D i -

S1 ¢ 14 sma

Dieser Term behiilt seinen Wert auch dem Vorzeichen
nach ftiir die linke Plattenhiilfte. Die imaginiiren Terme stellen
mit ihren Koeffizienten wieder die Kantensaugkriifte in der
Plattenrichtung dar.

Der Druckaunftrieh ist also fiir die linke hzw. rechte
Plattenhiilfte

h:r sina 2 are o
oV®sincos fi - —
7t i —Jr- sin o

Dazu kommt noch fiir die linke Plattenhiilfte (rechts heben
sich entsprechend dem glatten Abstromen die beiden imaginiiren
Terme fort) die Saugkraft der Vorderkante im Betrage:

Ao Dto oy . 241 @
oVZ%sinflecosf-h 87  — o V2sin?fieh e —2 0 5
£ / 9 : 3

I+ sina (1 4 sin a)?



Uber ebene Zirkulationsstroniungen. 113

Fiir die ganze Platte ist aulser dieser Vordersaugkraft (die
auch direkt durch die 1910 S. 25 gegebene I'ormel berechnet
werden kann) als Druckauftrieb fiir die Liinge 1 vorhanden:

2 sin «

oV2sin fleos fi-h .
h ! d 14 sinu

Kndlich den Wert von sin ¢ einsetzend, erhalten wir den

Druckauftrieb der Platte als
L

oV2sinfeos bl —e 177,
die Vordersaugkraft als
AL
oV2sin2f-h = j—]] -
1+ tg hyp (/f é)

Fir 2 beliebig klein, also die Kinzelplatte, ergeben sich
h

daraus die bekannten Formeln:
aol?sinpcosp-L  und  ampVisin®f- L.

Auffillig erscheint, daly die Resultierende nicht senkrecht
zur Stromungsgeschwindiglkeit im Unendlichen steht. Vielmehr
hildet sie mit der y-Achse den Winkel 4, fiir den

1
tg(s:_tgﬁhl—i—s'ina

statt tg 5 ist.
Begreiflich aber wird das, wenn wir uns erinnern, daf
ein Teil der vertikalen Geschwindigkeit im Unendlichen vom

Betrage — 7 Nsiny von der Zirkulation selbst herrithrt. Der

(2

Z D allein, wiirde mit der Mori-

zontalgeschwindigkeit Fcos 8 vereinigt, in der Tab eine Stri-
mung im Unendlichen geben, auf der die berechunete Resul-
tierende senkrecht steht. Wir erhalten also:

Sitzungsber. d. math.-phys. K1. Jalrg, 1911. 8

Rest derselben, vom Betrage
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Die gesamte Auftriebskraft einer Platte steht senkrecht
zu derjenigen Stromungsrichtung im Unendlichen, die ohne
die Zirkulationswirkung im Unendlichen vorhanden wire.

Auffallend ist fermer, daf fiir nahe zusammengeriickte

L : . mE Wy =
L grofy, der Auftrieb fiir die Kinzelplatte gar
L
nicht mehr von der Breite L, der Platte abhiingt. Der Druck-
auftrieb wird angenithert fiir jede Platte oV?sinfcosfh; die

Platten, also

: /
Vordersaugkraft o V*®sim? é :
Fiir die Tiefeneinheit der Jalousie (in y-Richtung), auf die

7 Platten kommen, ist der Druckauftrieb konstant o V2 sin /3 cosff;

die Saugkratt o VZsinp- 1.

Diese Ergebnisse sind aber auch vom physikalischen Ge-
sichtspunkte aus wohl erklirlich. Bel nahe stehenden und
verhiltnismiifiig langen parellelen Hindernissen ist der wesent-
liche Punkt, dat die Strémung aus threr schiefen Ankunfts-
richtung in eine zu den Hindernissen parallele Durchgangs-
richtung gezwungen wird. Wie weit dann diese Durchgangs-
richtung verfolgt werden muf, d. h. wie grofi I ist, sofern es
nur groli gegen / ist, kommt nun gar nicht mehr in Betracht
und kann den Auftrieb nicht findern. Auch die Unabhiingig-
keit des Auftriebs von der Anzahl der (unendlich diinnen) Hin-
dernisse, die auf die Einheit der Jalousietiefe treffen, ist nun
begreiflich, da in die einmal erzwungene horizontale Durch-
gangsstromung noch weitere (unendlich diinne) Hindernisse par-
allel hineingesteckt werden kionnen. Dal bei gleicher Liinge
derselben die Umformung der Stromung vorn (und hinten) aus
einer schiefen in eine horizontale doch noch durch Vermeh-
rung der Hinderniszahl ein wenig beeinfluit wird, zeigt sich
in der Formel dadurch, dak ja in der Tat die erhaltenen Niihe-

L
rungen nur fir -~ = o exakt werden.

h
Aus der letzten Uberlegung folgt, dafi auch Hindernisse
in variablen Abstiinden 7 und mit variabler Liinge [, sofern
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nur 1, gegen /4 grofs ist, denselben Druckaultrieb ¢ V? sin ff cos f§
filr die Tiefeneinheit und Breiteneinheit zeigen. Dabei braucht
nach der Formel I. gar nicht soviel groker zu sein als 7; L etwa
2—3mal so grofy wie /i geniigt. Es wiire nicht ohne Interesse,
die wirbelartigen (obwohl nicht wirklich wirbelnden) Vorgiinge
an der Vorderkante, wo die schiefe Stromung sich in die
horizontale einstellt und wo je ein Spaltungspunkt mit Ge-
schwindigkeit Null und die Kante mit Geschwindigkeit o
duBerst nahe beicinander liegen, zeichunerisch genau zu ver-
folgen, Freilich wiire es noch besser, dabei abgerundete Vorder-
kanten oder iiberhaupt Platten von endlicher, wiewohl geringer
Dicke, einzufithren, was allerdings rechnerisch Mithe machen
wiirde. Dabel erscheint es mir nicht als ausgeschlossen, daf
diese Betrachtungen eine Ubertragung auf die Gebiete der Elek-
brizitiit und Optik, speziell fiir die Ubergangsschicht zwischen
zwei Medien, zulassen kinnten,
Um fiir einige Zahlenwerte Druckauftrieb und Saugkraft
mit denjenigen der Einzelplatte, fiir die sie 0V %sin f cos i - 1.
resp. 7w o V2 sin® - L betragen, vergleichen zu kinnen, schreiben
wir sie in der Form:
: ’ /8 a1
nQV‘-’5111[}cos/)"L-L—[l—e 1]
7T

resp.
il [107 55 L1 _I’r_)n
nQT’231n~/)-L~L2n[1—6 2
Fs ergeben sich die Koeffizienten fiir die Verhiltnisse:
b 2 4 8 :
L == < O 16 @0
als 0,517 0,504 0,688 0,827 0,908 1

resp. 0,159 0,317 0,504 0,688 0,827 1
J i
Unterhalb des Wertes ]l =1 hiingen die Kriifte praktisch
nicht mehr von 7, sondern nur noch von / ab, wie vorher
besprochen. Es wird dann sin « anniihernd 1, und die Rich-
tung o des Gesamtauftriebs ist durch tg o =1 tg g, also bei
8*



116 W. M. Kutta

flacher Anstromung, j klein, im wesenthichen durch 6 =}
gegeben.

Ubrigens mub noch bemerkt werden, dafi der Vergleich
mit der Einzelplatte oder mehreren Platten besser so zu ziehen
ist, dafi man fiir diese statt der Geschwindigkeit V7 im Unend-
lichen, die von der Zirkulationswirkung der unendlich vielen
Platten absehende Geschwindigkeit ¥ im Unendlichen einfithren.
¥ hat die Richtung 6, wie frither schon erwiithnt; es ist:

P -cosd = Vecosp

. - sin y
B-sinod =17 (sm/)’ — cos fi ").

Cos y
Es folgt:
L
(LA )

> ) 1
tgé:tg[»—tg;'=tgp-1+Si~n*u=tg/‘ 2

l/ Csina \2
="l cos? /; sin? 3 1F sina)

Veos 1 = B cos O,
Vsin p = Bsin 6 (1 - sin a)

ist, schreiben wir Druck, Auftrieb und Saugkraft bei der Ja-

und

Da noch

lousie lieber als

9
aoBTsindcosd- L. ( ]] tg hyp (/1: . n))

7[()2) sin®d - L- ( b f() hyp <1 . J'T)) .

Hier werden die Koeffizienten fiir:

b
238

resp.

1 2 4 o
0,584 0,835 0,952 1

Diese Zablen stehen denen fiir die einzelne Platte oder
das Plattenpaar weit niher als die vorher angegebenen. Hier
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gehen die fiir Auftrieb und Saugkraft gefundenen Betriige bei

kleinem Verhiiltnis ;L in die Werte

0BIsindcos -2/
resp.
oBIsin?d-24
iiber, also der erstere Koeffizient in den doppelten Betrag des
fritheren bel

o VZsinficos -1,

der zweite Koeffizient in den vierfachen des fritheren bei

o V2 sini’ﬁ-;".

Handelt es sich um eine Jalousie von einer grofien Anzahl
wiewohl nicht unendlich vielen Kinzelfliichen, so wird die Ge-
schwindigkeit im Unendlichen durch den Lffekt des Kreisens
hei einer nur endlichen Zahl von Flichen nicht gefindert. Der
Auttriel, wie gerechnet, steht nun wirklich senkrecht zur Rich-
tung der Stromung im Unendlichen, wie es ein allgemeiner
Satz verlangt, und erlaubt die Gesamtzirknlation, um das nun-
mehr endliche System zu berechnen. Freilich wird an den
obersten und untersten Fliclien — insbesondere den obersten
— ein korrigierter, stirkerer Auftrieh anzunehmen sein. Kine
ungefihre Vorstellung von der GréBe der Korrektur erhalten
wir dadurch, daf bei zweir Flichen vom Abstandsverhiltnisse
]}J.———-l der durchschnittliche Auftrieb beider als

7o B2sin dcos S - L+ 0,855

berechnet wurde, bei unendlich vielen Flichen er durchschnitt-
lich aber nur

moWB2sin O cos d - L - 0,684
betriigt. Man kann schiitzen, dali bei z B. 20 Fliichen von

=1 die iufiersten Flichen wohl noch etwa 0,7 oder 0,75 als
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Koeffizienten erhalten werden, allerdings dann der Auftrieb
der mehr inneren Flichen sehr rasch sich im Koeffizienten an
0,584 nithern wird. Es diirfte also fiir die 20 Flichen ins-
gesamt statt des Auftriebs

aoBsin d cos & - L-11,68
wohl ein solcher von etwa
moBsindcosd-L-124 bis 12,5

richtiger anzunehmen sein.

5. Stromung um zwei hintereinander gestellto Platten.

Als Hindernisse der Stromung nehmen wir zwei Geraden-
stiicke an, die auf der reellen 2-Achse von — (I, -} IY) bis — IY
und von + If bis -+ (L 4 L) reichen.

Die Horizontalstromung ist dann durch die Stromungs-
funktion W= 1"-cos 2z gegeben.

Fiir die Vertikalstromung und das Kreisen sind die Ge-
radenstiicke Stromlinien, die iibrigen Teile der z-Achse Aqui-
potentiallinien. Fiir die untere Hilfte der z-Ebene ist dem-
nach, weun dort die Spaltungspunkte dieser Stromung die Lage
z, und 2, besitzen, die Stromungsfunktion:

W= —iVsinp f | »‘(—n("“:‘) o

— I — B+ Ly
Durch Zusammentiigen beider Funktionen erhalten wir
die allgemeinste Zirkulationsstromung mit den willkiirlichen
Konstanten 2z, und z,.
Wir machen wieder die Annahme, dali zwei Spaltungs-
punkte der Gesamtstromung in den Hinterkanten — F£ und
+ (L. + E) liegen sollen, fordern also, daf fiir diese Punkte

{ j s —2) (g — 2,

LU s g T e ) i O

dz V (et — B2 (2° — (L + 1)?)
endlich bleiben soll. Dazu ist 2, = —F; z,=— (L + F)
nitig.  Die Vorderkanten — (L -+ I7) und 4 L erhalten dabei

©
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unendlich grofe Geschwindigkeiten (missen also abgerundet
werden), und zwar ist fir 2= — (L + L) 4 &:

: 14 O I (L 2= I
du—VmﬁLAJU+L)y+-~

dz L+2E Vs
und fiir 2 = F - §:
aw 9LE 1
=T R = e +
T il L¥2EV;

Daraus folgen die Saugkriifte der Vorderkanten in Rich-
tung der negativen z-Achse gleich

2L (L 4 £)
L4 2E

7o Visin®

resp.

2L

aoVsin?f o ——o ..
: Prisrm

Die gesamte Komponente des Auftriebs in der z-Achse
fiir das System ist gleich der Summe dieser Saugkrifte, also
gleich

aoVisin?p.2L.

Wir erkennen, daG die hintere (rechte) Fliche verringerte
Saugwirkung aufweist, die vordere (linke) vergrofierte, und
zwar im Verhiltnis 17: L 4+ 5. Gegeniiber einer Hinzelfliche
besitzt die Vordersaugkraft der vorderen Platte das Verhiltnis

2 (L + B) L

LyeE ~1Tri5em
die der hinteren Platte das Verhiiltnis

L
L+ 2K
Die gesamte Saugkratt beider Vorderkanten ist gleich der-
jenigen der bheiden Platten, wenn einzeln vorhanden, oder es
indert sich die Summe der Vordersaugkriifte nichﬁ, wenn wir

1

die Platten in ihrer eigenen Richtung (der z-Achse) auseinander-
ziehen, also fY iindern. Wohl aber iindert sich die Verteilung
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der Saugkrifte auf beide Platten und zwar vom Koeffizienten 2
vesp. 0 fiir =0 bis zu den Koeffizienten 1 fir I = .
Diese beiden Grenzangaben sind natiirlich von vornherein selbst-
verstindlich.

Die Gesamtzirkulation finden wir, indem wir

aw __ o e E) e —E— L)
(‘(é__l cos i — iV Slnf)]/(,d——E)(s—kE—}-Lj

fiir ¢ gleich o entwickeln. Is kommt:

(gl‘; =V cosp —iVsinp {1—~ L . ’

Die Zirkulationskonstante C ist also - Vsin p und somit
der Gesamtauftrieb des ganzen Systems senkrecht zryr Stromungs-
richtung

aolV?sinp 2L
mit den Komponenten des Druckauftriebs
aoVisinpcosp 2L
in Richtung y, und des schon vorher bestimmten Sangauftriebs
aoV?isin®p-2L

in der negativen a-Richtung.

s ergibt sich, daf auch fiir den Gesamtauftrieb und fiir
den gesamten Druckauftrieb des ganzen Systems Unabhiingig-
keit von der Entfernung 217 beider Platten theoretisch vor-
handen ist. Daf fir I£ =0 wnd £ = o» der doppelte Auftrieb
der Kinzelplatte erreicht wird, ist ja selbstverstiindlich, aber
auch fiir die Zwischenlagen gilt dasselbe.

Dagegen ist Gesamtauftrieb und Druckauftrieb in ver-
schiedenem Mafie ither die beiden Platten verteilt. Nach dem
Friheren wissen wir, dafi fiiv I = o natiirlich jede Platte die
Halfte davon beitriigt, daf aber fiir IY=0 die vordere Platte
(als vordere Hilfte einer Platte von der Breite 2 1) als Bei-
trag zum Druckauftrieb

2
70 Vesin/icosﬂ-L(l—}J;),
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die hintere Platte

9
aoVisinfceosp L (1—;>

k . L s, T2 :
liefert, also diese Beitriige im Verhiiltnis 9 oder angenithert

i
9 . e
,, stehen. Unmittelbar erkennt man nun auch, da die Vorder-

2
saugkrifte fiir lim /Y =0 in anderer Weise sich verhalten,
niimlich gegen woV2sin?p -2 L und 7oV ?%sin?-2 L-0 gehen,
da der aus Saugwirkung und Druckauftrieb zusammengesetzte
Gesamtauftrieh jeder einzelnen Platte nicht senkrecht zur Stri-
mungsrichtung sein wird, dal er vielmehr bei der ersten Platte
gegen die Strgmungsnormale etwas vorwiirts geneigt, bei der
zweiten, hinteren Platte stirker riickwiirts geneigt sein wird.
Krst aus der Zusammensetzung dieser beiden Gesamtauftriebe
der Kinzelplatten zum Gesamtauftrieh des Systems ergibt sich
dieser letztere als senkrecht zur Stromung gerichtet.

ls sollen nun die Druckauftriebe der beiden einzelnen
Platten durch Integration wirklich gefunden werden. Die beiden

. LIV 2 . ) .
in <((7 ) auftretenden quadratischen Terme geben bei der
Integration iiber jede Platte Null, der Term der doppelten
Produkte gibt das elliptische Integral zweiter Art

E4-L

s § (1/(z+4 INV(E 4+ L—2)
20 %< ficos / - - d
4 In fi cos | }’ I (¢ — 1) (E + L+ 2) d

als Auftrieh fiir die rechte (hintere) Platte. Wir setzen

o 1 e ]/‘[1 .‘_).Jj} z L(L{—ZE) %

22 ([ T2 2. 2.
S [1 (L4 Ep “w .

und erhalten fiir das Integral

== sin @

19 H

(L4 1)*

1

N L4216\ .
! (1— 11+E—u>c(u

Bk o u
.J 11— 2 | VR P ey P

0 0
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oder

;7 1 T T
LI+ E-F, - L+ E)E,

F, und FE, sind dabei die vollstiindigen elliptischen Integrale
erster und zweiter Gattung fiir den Modul:

p |/ LU+ 2D
TV @t Er

Der Druckauftrieb der hinteren (rechten) Platte ist also:
s ook — 2 o
aoVisinficospp-L ll— = (E1 S (I, — E1)>]

Fiir die vordere (linke) Platte ist der Druckauftrieb durch
denselben Ausdruck mit positivem Zeichen in der Klammer
&
vor gegeben.

Fiir = o wird:

Somit:

a
3
v

= I . 7 7 .
El—f(fl -El)———é———kg-2 g = Null,

wie vorausgesehen.

Fir F =0 wird:

9 EQ Al . ’7___ 4
B=l—T E=1 F=lbg,

Al

L ) . . .
also I I, =0. Somit, wie vorausgesehen, die Klammer bei

| b

gleich 1.

=

Endlich bestimmen wir noch die Lage des resultierenden
Druckauftriebs fiir die einzelnen Platten und fiir das System.
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Das Drehmoment der Auftriehskrifte der rechten Platte in
Bezug auf den Nullpunkt ist:
E+L o e A
) Ey(lH4-L—=z ]
D =20V?%sin f cos ﬁLJ‘]/E—Z{ E§((E i;f—!“ 5; zd .

Und es findet sich:

7T

D=L[(L+E)EI—L-4

} 20V?%sin fi cos fi.
Ebenso fiir das Drehmoment an der linken Platte:
D= _L[(LJFE)E1 +LZJ2gV"’sinﬁ‘cos/}.

Es muf also die Resultierende des Druckauftriebs fiir die
Lintere Platte in der Entfernung von deren Vorderkante gleich

El(L+E>2—gL(L—{—2]j)_E2I'I
oy 4 i = T
zL'i‘E'Il—(L—I-L)E1

liegen.

Tibenso liegt die Resultierende fiir die vordere Platte in
einer Entfernung von deren Vorderkante gleich

a =Y
2L_ EF1+(L+-E)E1

Ungemein emfach ergibt sich aus dem gesamten Dreh-
moment  beider Druckauftriebe (— 0 V?sin fcos g L?) und
dem gesamten Druckauftrieh zoVZsinfcosp- 2L die Lage
der Resultierenden dieses gesamten Druckauftriebs fiir heide

Platten, nimlich unabhingig von I um die Strecke & nach

&~

links von der Mitte des Systems (der y-Achse) geschoben. Die
Angrittslinie des Druckauftriebs teilt also die Strecke von der
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vorderen Vorderkante bis zur hinteren Hinterkante im Ver-
L2 E
3L+ 2K

Vereinigen wir den Druckauftrich

D] j
woV2sinffeosp-L [1—;(1&’1 _,IJJ,(F] —EJ)]

hiiltnis

und die Vordersaugkraft
2K
L4 2 I

aoVisin®fi- L

so erhalten wir den Gesamtauftrieh der hinteren Fliclie. Der
Winkel derselben gegen die y-Achse ist durch

2 I

tg o, =tgp ——— S

N[Oy arelibas, Jies X
(L+2L41+n<m—5E@,—AﬁJ

gegeben; der Faktor von tgf ist klemer als 1, somit 6, <
und der Gesamtauftrieb der hinteren Fliche gegen die Stri-
mungsnormale ritckwiirts geneigt. Da analog fiir die vordere
Fliche

. 2 (L E)

(52 == t(k)‘ ﬁ .- 5 E N —
2B |14 (8- 0 — )]

o
(=]
4

ist, und der Faktor von tgf >1 ist, ist 0, > und der Ge-
samtauftrieb der vorderen Fliche gegen die Stromungsnormale
nach vorn geneigt. Die beiden Gesamtauftriebe gehen durch
die vorher berechneten Schnittpunkte der Angriffslinien der
Druckauftriebe mit der z-Achse.

Die Zusammensetzung beider Gesamtauftriebe der Einzel-
platten liefert den Gesamtauftrieb des Systems, der vom Betrage

aoV?sinp-2 L

senkrecht zur Stromungsrichtung durch den Punkt
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gibt fiir

I

!

8 DO = wm = a~ O

Platten nahezu wie 1m ungestorten Falle einer Platte in }

=

als Druckauftrieb

der vorderen und
hinteren Platte

a0V 2sin ffeosf- L

mal
1 +0,6366
1+ 0,4441
1 40,3559

Es mogen endlich einige Zahlen folgen.

als Saugkraft an
den Vorderkanten

aoVigin?f. L
mal

141

1 + 0,800
1 + 0,667
14 0,500
1+ 0,333
1 + 0,200
1 + 0,000

Die Rechnung

als Entfernung des Druck-
mittelpunktes von der Vor-
derkante in Teilen von I

fiir die
vordere hintere Fliche
0,3055 0,3729
0,2733 0,2884
0,2647 0,2716
0,2577 0,2602
0,2534 0,2540
0,2512 0,2513
0,2500 0,2500

Diese Zahlen bestiitigen die auf S. 120 aus den Formeln
gezogenen Schliisse. Insbesondere zeigen sie, dafi auch in einer
lintfernung gleich der doppelten Plattentiefe der Auftrieb der
zuerst angeblasenen Platte jenen der folgenden Platte um 20%
iibertriftt, ja die entsprechenden Saugkriifte an den Vorder-
kanten sich gar um 40°o unterscheiden, wihrend der An-
griffspunkt der Resultierenden des Luftwiderstandes auf beiden

1

der Plattentiefe hinter der jeweiligen Vorderkante gelegen ist.



