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Uber die Konvergenz periodischer und gewisser nicht-
periodischer Kettenbriiche mit komplexen Gliedern.

Von Alfred Pringsheim.

Vorgetragen in der Sitzung am 9. Juni 1917.

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die
Konvergenz periodischer Kettenbriiche mit komplexen Gliedern
sind zuerst von Stolz?), sodann mit einigen Vervollstindigungen
und auf einfachere Weise von mir selbst?), spiiterhin nach einer
dritten Methode auch von Herrn Perron?®) abgeleitet worden.
Wiihrend die Endergebnisse dieser verschiedenen Bearbeitungen,
abgesehen von unerheblichen formalen Abweichungen, im wesent-
lichen iibereinstimmen, ist vor einigen Jahren Herr von Pidoll?)
auf einem anderen recht sinnreichen, aber etwas umstindlichen
Wege zu Bedingungsformen gelangt, welche mir als eine be-
merkenswerte Verbesserung der bisher gefundenen erscheinen,
da sie nicht, wie jene, von den (im allgemeinen) irrationalen
Wurzeln einer gewissen quadratischen Gleichung abhiingen,
sondern lediglich rationale und zugleich (durch ihre Eigen-
schaft als Niherungsziihler und -Nenner von Teilkettenbriichen
des gegebenen) einfach zu charakterisierende Verbindungen
der Kettenbruchglieder in Anspruch nehmen und iiberdies die
in dem vorliegenden Zusammenhange bisher nicht ausdriick-
lich beachteten zwei Moglichkeiten der unbedingten und
bedingten Konvergenz unmittelbar zum Ausdruck bringen.

1) Vorlesungen iber allgemeine Arithmetik, Bd. 2 (1886), S. 299.

%) Dieser Berichte, Bd. 30 (1900), S. 463.

%) Dieser Berichte, Bd. 35 (1906), S. 465.

4) Beitriige zur Lehre von der Konvergenz unendlicher Kettenbriiche.
Inaugural-Dissertation, Miinchen 1912.
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Wegen dieser Vorziige schien mir eine einfachere und durch-
sichtigere Herleitung dieser Bedingungen wiinschenswert, die,
im wesentlichen auf der schon frither von mir beniitzten, in-
zwischen jedoch noch erheblich vereinfachten Methode beruhend,
zugleich eine vollkommene Einsicht in den inneren Zusammen-
hang der verschiedenen Bedingungsformen gewiihrt. Die Durch-
fihrung dieser Absicht bildet den Inhalt des ersten Paragraphen
der folgenden Mitteilung.

In einem zweiten Paragraphen behandle ich ein von Herrn
van Vleck?!) herrithrendes, jedoch von ihm nicht vollstindig
bewiesenes Konvergenz-Kriterium, das sich auf Kettenbriiche
mit lauter Teilziihlern 1 und komplexen Teilnennern bezieht?).
Der fragliche Beweis ist zwar inzwischen in verbesserter Form
erschienen, niimlich in der Neu-Ausgabe der Stolzschen Vor-
lesungen iber allgemeine Arithmetik?®). Doch geschieht diese
Verbesserung zum Teil auf Kosten der Allgemeinheit des be-
treffenden Satzes, niimlich durch Hinzufiigung gewisser ergiin-
zender Voraussetzungen?®), die lediglich dazu dienen, das von
Herrn van Vleck angewendete Beweisverfahren, das auf Her-
anziehung eines nach Art einer Majorante wirkenden Hilfs-
kettenbruches beruht, zu retten, dagegen ftiir die Giltigkeit des
Satzes selbst nicht erforderlich sind. Das letztere gilt auch von
etwas einfacheren Erginzungs-Bedingungen, die Herr Jensen?)
an Stelle der bei Stolz-Gmeiner beniitzten angegeben hat.

1) Transact. Amer. Math. Soc. 2 (1901).

2) A. a. 0. 8.222 als Theorem 3 bezeichnet. Es handelt sich hier
nicht um das bekanntere, gewdhnlich schlechthin als van Vlecksches
oder auch als van Vleck-Jensensches bezeichnete Kriterium (a. a. O.
S. 229, Theorem 6), dessen Beweis von Herrn Jensen (Festskrift til
H. G. Zeuthen, 1909) vervollstindigt und wesentlich vereinfacht wurde
und das auch, im Gegensatz zu dem hier in Frage stehenden, in das
Lehrbuch des Herrn Perron (Die Lehre von den Kettenbriichen, 1913,
S. 264) ibergegangen ist.

%) 0.Stolz und A. Gmeiner, Kinleitung in die Funktionentheorie,
Abt. 11, 1905, S. b46.

4) Es sind das die a. a. O. mit 3a) und 3h) bezeichneten.

5 A. a. O. (s. Fubin. 2), S. 84.
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S L Unbedingte und bedingte Konvergenz rein periodischer
Kettenbriiche.

1. Der unendliche Kettenbruch:

(1) [%]TE “Z:: + abi TS “Z:,. L.

sei rein periodisch mit der p gliedrigen Periode: Z:, . (Z‘:,
so daB also:

(2a) Zf-::_i: = Z: fiir: » =1, 2, 3, .

anders geschrieben:

; ; =12 ...
(2 })) (7 P = CL/‘ fiir : { A ]., {), Y4
b}.—{—/l/l b). n = 1, &y 3, 55 0]

und mdge nach Bedarf durch das Symbol:

B K
onnt

bezeichnet werden. Die @,, 0, kionnen beliebige komplexe
Zahlen sein, doch sollen die @, als durchweg von Null ver-
schieden angenommen werden.

Ist der Kettenbruch iiberhaupt konvergent und wird sein
Wert mit = bezeichnet, so hat man in bekannter Weise:

ap|

.__a’ll R z|
a/_bl—{_ + bp+ 1

also, wenn die Niherungsbriiche des Kettenbruches mit %
(r =1, 2,3,...) bezeichnet werden:
r= Dt zdi
B, +xB,_,’
so dal3 der Wert x des Kettenbruches jedenfalls eine Wurzel

der guadratischen Gleichung:

) By —(dy .y B)a— A, = 0

Sitzungsb. d. math.-phys. K1, Jahrg, 1917, 15
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sein muf. Dabei ist diese Gleichung, falls der Kettenbruch
iiberhaupt konvergiert, allemal wirklich eine quadratische,
d. h. es ist stets: 'B,_;| > 0. Man hat nimlich fiir jedes
0>1 und > 1:

a,’_' .“I’+Q_ “1‘ (,l//tpl a,
{b"Jl B 'bx = lb“.v + 1 + i ibe
n a . aup Ag'
_—lbx—*— + bul)_l—;]))e
und daher:
(3) { Aupto= DBy App+ Ay Ayp—1
'B."P+Q e BQB.“P + AeB/LP~1 .

Aus der zweiten dieser Formeln folgt fiir p =p — 1
4) Biyynp—1= DBy 1By + dp1 By
und hieraus speziell fiir x = 1:
Byp 1 = By (B + 4, -1).

Ist also: I3,y = 0, so hat man auch: By, _, = 0, folg-
lich mit Beniitzung von (4) durch vollstindige Induktion fiir
jedes p: B, ,—1 = 0. Hiernach besitzt aber im Falle B, _, =0
der Kettenbruch unendlich viele sinnlose Niherungsbriiche
und ist also divergent. Mithin ergibt sich:

Die Bedingung:
) By >0
ist eine notwendige fiir die Konvergenz des Ketten-
bruches (1).

Aus dieser Erkenntnis resultiert aber sofort eine ganze
Folge von notwendigen Bedingungen fiir etwaige unbe-
dingte Konvergenz des Kettenbruches. Soll nimlich der
Kettenbruch (1) unbedingt konvergieren, so mufi ja auch
jeder der (gleichfalls rein periodischen) Kettenbriiche:

[-‘“iJ (h=1223,..)
‘br 41

konvergieren. Dabei geniigt es offenbar wegen der vor-
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handenen Periodizitiit, 2 auf die Werte 1, 2, . ., (p — 1) zu
beschrinken,

Bezeichnet man nun die reduzierte Form (d. h. den letzten
rein formal in bekannter Weise gebildeten Niiherungshruch)

des Kettenbruches:

o] s ftaen,

b, )i 41 B ite
(so dak also, wenn man auch den Fall 2 = 0 in diese Be-
zeichnungsweise einbezieht, Ao 4, = 4:5,, Dosy+o =Dy,
so ergibt sich aus (A) als notwendige Bedingung fir die

0

Konvergenz des Kettenbruches [Zr] die Beziehung:
Uy l+1

| By, 2 qp—11 >0,

Diese mufi dann, wenn der Kettenbruch (1) unbedingt
konvergieren soll, auler der Bedingung (A) fir 2 =1, 2, ...
(p— 1) erfillt sein. Schreibt man noch 24 1 statt 1, so
findet man (mit Beniitzung von Formel (a) der FuBnote):

Fir die wunbedingte Konvergenz des Ketten-

bruches (1) ist nofwendig, da zu der Bedingung (A)
noch die folgenden hinzutreten:

(B) DBit1,:4, >0, anders geschrieben:
‘A/'../'.-«{-pl > 0 (/: == O, 1, o (])'— 2)).

1) Aus dieser Definition ergeben sich bei ganz beliebigen a,, b
die Beziehungen:

3

(a) A ite =Yg Bigpriqo
) { Ao =4 BiqetAi_14; 4,
By, =8B, 140+ B_14;,4,
4B, L, —Ajp o By =4, B,_1—4, B)4,,.,
© =" a4,
Ferner im Falle einer p gliedrigen Periodizitiit :
“a,” "-+0_ “a,}tetr
- [”,-L+1 - llTr]i.-{<l+]ﬁ‘
@ {;i»:,zﬂ - ;i/'--l-l'-i-i-o%-l‘.
idto T Titpdtotp
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2. Wir nehmen von jetzt ab ein fiir allemal an, daB die
Bedingung (A) erfiillt sei. Die quadratische Gleichung (I) be-
sitzt dann die beiden im allgemeinen verschiedenen Wurzeln :

1
2B, _;

bzw. in dem besonderen Falle D = 0 die daraus hervorgehende
Doppelwurzel:

(5a) @ = (4p_1— B, £ V' D)

(51) o= yp G B,
wo:
{D = (dp— _Bp)2 + 4A17B1'~1
(6) ] = (dy1+ B —4(4,1 B, — 4, B,_1)

= 8% — 4P,
wenn gesetzt wird:

(7) S = Ap--l + Bp
P=d, .\B,— A, B,y =(-1) «aa,...a,.

Es soll nun zuniichst festgestellt werden, in welcher Weise
die Bedingungen (B) sich mit Hilfe der Wurzeln ausdriicken
lassen.

Fir 2 = 0 besitzt die Bedingung (B), wegen: 4, , = 4,
die einfache Form:

4, >0
und ist also gleichbedeutend damit, dafi keine der Wurzeln x
den Wert Null hat.

Um sodann den allgemeinen Fall 2> 1 zu erledigen, werde
angenommen, daf filr irgend ein 2 > 1 die Bedingung (B) nicht
erfiillt sei, dali also:

(8) .A;_, i4p = O

Mit Hilfe der Formel (s. Gl (¢) in Fufn. 1) der vorigen
Seite):

A1 By — A;.erB;. = (— 1)y~ Uy oo - Ay iy
list sich diese Bedingung durch die folgende ersetzen:

A;_ ])’;,{_I, - A, tp J))) =0
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und, wegen (s. GL (3) fir p =1, o = 7):
) {A;,+p=1>’;,A,,+A;,Ap_1
BH-P = B, B, + 4, B, ,
auch durch die folgende:
10) A;(B.DB,+ 4B, — BB 4,4+ 4, 4,_,) =0,

anders geordnet und durch B} dividierty):

A;\? S5 fi;,

d. h. die quadratische Gleichung (I) besitzt in diesem Falle

die Wurzel: z = ]Ji;, so dafy also:

(12) A, — DB,z = 0.

Da man (wegen: 'a,...a; > 0) durch Umkehrung dieser
Schlufifolge von Gl (12) auch wieder zu GL (8) gelangen kann
und die Aussage, dal die Gleichung (I) keine Wurzel 2 = 0
besitzen soll, sich auch in die Form setzen lifit:

Ay— Dyz >0 (wegen: 4, =0, B,=1),
so ergibt sich:
Die Bedingungen (B) sind vollkommen dquivalent
mit den folgenden:
BY) 4;—Bix >0 fir: 2=0,1,...(p—2),
wo z jede Wurzel der quadratischen Gleichung (I)
hedeutet.

Hierzu sei noch bemerkt, dat die Ungleichung (BY) auch
noch fiir 2 = p—1 stets von selbst erfillt ist.

1) Unter der Voraussetzung (8) ist stets: B, > 0. Denn fiir B; =0
wiirde G1l. (10) die Form annehmen:

2 7
A;_ ]Jll .t -0,
es miifite also (wegen: B],_1 >0)
A;==0

sein, was unmiglich ist, da (infolge der Voraussetzung: «a, >0) 4,
und F; niemals gleichzeitig verschwinden kénnen.
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Denn aus GL (I) folgt:
(13) Ap—Byw = —x(dp1 — By_12),
so daf aus der Annahme:

Al’-l —‘]))1,__111/' =0
folgen wiirde:
A,— Bz =0
und daher:

A, By — A, By, =(—1)y"1.a,...a,=0,
was wieder wegen |a,| > 0, unmoglich ist.
3. Um die Konvergenz des Kettenbruches, also die Existenz

. A, . 4 .
von lim B{ oder, was auf dasselbe hinausliuft, eines von 4
Y=+ o v

. .4, .
unabhiingigen lim ="+ *? (1 = 0,1,...(p—1) bei passender
= DL+ up
Hinzufiigung weiterer Bedingungen feststellen zu konnen, ent-
wickeln wir zuniichst eine hierfiir zweckmiBiige Rekursions-

formel. Aus (9) folgt, wenn 4 + p = » gesetzt wird:

. Av - Bv—pAp + Ar—pAp—-I

(14) {B,, — B, Bt Ay By, 7D
und daher fiir jedes beliebige z:

A, — B,z = B,_,(4,— B,x) + A4, _, (4,1 — B, _17),

also, wenn wieder x eine beliebige Wurzel der Gleichung (I)
bedeutet, mit Beniitzung von Gl. (13):
(15) A, —Bz= (4,1 —B,\2)(4,-, — B, _,2).

Setzt man hier v =14+ pup (wo: A1 =0,1,...(p —1);
o= 1,2,3,...), soergibt sich die folgende fiir die weiteren
Betrachtungen grundlegende Rekursionsformel:

(II) ] Ai-’*‘/'ﬂ - B/'-'f'/lpx
= (Ap-—l -— Bp_lx) (A/‘.Jr(,u—])p — B).-{—(u—l)px)’

welche zunichst durch vollstindige Induktion bereits so viel
erkennen lift, daB im Falle 4; -~ DB,x+ 0 bzw. = 0 fiir
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irgend ein bestimmtes 4 aus der Reihe 0, 1,...(p —1)") die
entsprechende Beziehung auch fiir 4,4, , — D)y ,.,z bei be-
liehigem ;0 = 1,2, 3, ... Geltung hat.

4. Wir behandeln zuerst als den einfacher zu erledigenden,
den besonderen Fall:

D=0 h: dy-1—DB)2=—44,B,_,,
also: S2=4P=40
in welchem die quadratische Gleichung (I) die Doppelwurzel:
. 1
(16) r = 2B, , (dp1— By
besitzt. Da alsdann:
a7 A4y —DByiz=4d,1— (A1 —DB) = 15%0,
so nimmt die Beziehung (15) die Form an:
A, — Doz =385l —p — B~ ).
Ist hierbei: A, — B,z £ 0, so folgt weiter:

D, 2D, 1

&) 4 —Bz= 8 A, —B. e

und daher:

B, S , 1
T—TFw L,—be s&D=SBc)-gmp s
1 - 2B1—1
== 2 )l'_ )v—: ‘o A . 7 . A .
§CB =SBy e (5 6116)
2 B, 2B, —SB,._,

S . 2 (-Av—p —Bp-1 + .13,._1, Bp) - S-b,;—-—p
also, wegen:
Avep By + By By = B, (s. GL (14)),

schlieflich:
D, b._, _ 2B

(19) A4 —Bz A, —B 5 8

1) Fiir 2 = 0 nimmt die betreffende Voraussetzung die Form an:
240 bzw. =0.
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Setzt man hier wieder » = 4 + up, so ergibt sich als
Ergiinzung zu der Rekursionsformel (II) die folgende:

])/ +up ])/ + @ -Dp _21))17"1

a) — it ==
A/’.—|— wp —B) Fupl AJ—{-(u-—l)p S /+(/¢—])p S
iF 4

r

(11

auf Grund der an die Rekursionsformel (II) gekniipften Be-
merkung giiltig fiir jedes A, fiir welches: | 4, — Bz |> 0.
Ersetzt man s sukzessive durch p—1, n—2,..-1, so folgt
durch Addition der resultierenden Gleichungen zu Gl (IIa):

). ‘) 1)
(20) e e
4‘-{/ dup J))/ +upd A, — —B). x h
und daher:
By,
(21) 7/, - T =,

=0 nA) +up B)+u[nx

Daraus geht insbesondere hervor, dalz (unter der Voraus-
setzung 4;— D, 2= 0) B, 4 ,, nicht fir unendlich viele n
verschwinden kann, da ja im Falle: B 4., , = 0 stets: 4, 4,, 10
und somit der obige Quotient unendlich oft den Wert Null

annehmen wiirde. Setzt man also allgemein: I, j‘_,”, $0
)y

liit sich Gl. (21) auch in die folgende umformen:

(22) lim L = w,

fe=+co I(/ Fup —X
und man findet somit schlieilich:

(23) lim IG 4, =2 ( 21)} (A1 _Bp)>

=

fiir jedes Z, fiir welches: | 4, — B,z > 0. Ist diese Bedingung,
die ja, wie oben bemerkt wurde, fiir 2 = p—1 schon von
selbst erfillt ist, auch fiir jedes 2 =0, 1, - -(p—2) erfillt,
mit anderen Worten bestehen ausnahmslos die Bedingungen
(B) oder auch die damit gleichwertigen Bedingungen (B), so
folgt aus der an die Rekursionsformel (II) gekniipften Be-
merkung, dali A4, — B,z >0 fiir jedes », mithin konver-
giert der Kettenbruch gegen den Wert 2. Und zwar ist die



Uber die Konvergenz periodischer Kettenbriiche ete. 231

Konvergenz eine unbedingte, weil ja andernfalls der Wert
313: gleich
sein miifite,) was wegen |4, — D,z | >0 unmoglich ist.

Indessen bleibt die Konvergenz noch erhalten, wenn die
Bedingungen (B*) bzw. (B) nicht ausnahmslos erfiillt sind.
Ist nidmlich fiir ein oder mehrere L =1: A,— Bz = 0,%) so
folgt zuniichst aus der Rekursionsformel (II), daf dann auch:
Aigpp — By, pxe =0 fiir jedes £ =1, 2,3, - sein mub.
Da 4,4, ,, Big.p nicht gleichzeitig verschwinden kdnnen,
so ist diese Beziehung (auch fiir u# = 0) nur moglich, wenn:
| Bitup >0, und kann daher durch die folgende ersetat
werden :

des Kettenbruches irgend einem Niiherungsbruch

(24:8.) ]{l-*—/zp =2z (/L = 0, ]_’ 2’ % .)’
so dafi auch:
(24 b) mIG ., ==.

Das frithere Ergebnis erleidet also nur insofern eine An-
derung, als die Konvergenz mit Riicksicht auf Gl. (24 a) nur
noch eine bedingte ist.

Hiernach findet man:

Ist D =0, so ist die Bedingung:
(A) | By | >0
notwendig und hinreichend fiir die Konvergenz des
- |
Kettenbruches Ty und zwar ist alsdann
1 P
1) Vgl. diese Berichte, 13d. 28 (1898), S. 306.
Z) Man bemerke, dafi dann keinesfalls auch:
AH—‘ — L’H_l =0
sein konnte, da ja aus den beiden fraglichen Bezichungen folgen wiirde:
4B — A B =0,
was, wegen «, >0, unmiglich ist.
In dem besonderen Falle 2 = 0 hat man: @ = 0, 4, =0. In der
Tat kann ja ein gegen Null konvergierender Kettenbruch (ohne addi-
tives Anfangsglied) immer nur bedingt konvergieren,
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sein Wert gleich der Doppelwurzel  der qua-
dratischen Gleichung (I), also:

“_:“1 IEREE B

Die Konvergenz ist dann und nur dann eine
unbedingte, wenn die Bedingungen:
(B) | 45,14, >0 oder auch: [ By, 14| >0}(z=o, 1,(p—2))
bzw. (BY) |4, — Bz >0
ausnakmslos erfiillt sind.
5. Zur Behandlung des allgemeinen Falles:
|D >0

reduzieren wir den zweiten Faktor der rechten Seite der Re-
kursionsformel (II) durch deren fortgesetzte Anwendung auf
A, — Bz, so daB sich ergibt:

(25) Aigup— Bryppz = (dpor — B2y (4 — Bia),

und hieraus folgt, wenn man mit x,, x, die beiden nunmehr
verschiedenen Wurzeln der quadratischen Gleichung (I) be-
zeichnet, unter der Voraussetzung: 4,— B z,| >0, dafi:

26) Aigup— Bigp 2, _ ey A, — D x,

11'-/—}-::1)"_]j —|—u17x A/‘._J))J.xg
WO
- Ap—1— Bz,
(27) M=2r=l el
Ap_l— 1,_1117

Soll nun der Kettenbruch iiberhaupt konvergieren, so
mufi zum mindesten fiir hinlinglich grofe n Gl (26) sich in
die Form setzen lassen:

I(; wup — L. A, — B; x
(28) o B ROy i i ik |
]f;,+‘,,,, — X A; — B; X,
und sodann einen bestimmten, von der Wahl des 4 unah-
hingigen lim K ,, liefern, was offenbar nur mdoglich ist,
wenn : G
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lim M# =0 oder = w

1=+ @

d. h. wenn: . ‘
(29) |M'EIAP—‘"31195_1

- 1
p—1— Bp1, ‘

Diese Bedingung ist also jedenfalls eine weitere not-
wendige fiir die Konvergenz des Kettenbruches. Ist sie
aber erfiillt, so lifit sie sich sofort ohne jede weitere Be-
schrinkung der Allgemeinheit durch die scheinbar engere er-
setzen :

! A, 11— B,z
C M= =2 P t
(© | (Apr— Bpa

<1,

da es freisteht, falls die Voraussetzung (29) erfiillt ist, unter z,
ein fiir allemal diejenige Wurzel der Gleichung (I) zu ver-
stehen, welche dann durch die Bedingung (C') eindeutig cha-
rakterisiert ist.

Es liBt sich nun zuniichst zeigen, dak die soeben als not-
wendig fiir die Konvergenz des Kettenbruches erkannte Be-
dingung (29) bzw. (C’) in Verbindung mit (A) und (B) bzw.
(B) sich als hinreichend fiir die unbedingte Konvergenz
erweist. Unter den genannten Bedingungen folgt nidmlich zu-
niichst aus Gl. (26):

iy — Bt ur %y -

(30) “linl Totns— Bty =0 flir: A=0,1,---(p—1),
was wiederum nur moglich ist, wenn fiir hinlinglich grofie n
durchweg: | By ,, >0. Denn wire B, ,, = 0 fiir unend-
lich viele 4 4 up (wobei dann jedesmal: A4;4,., > 0), so
wiirde der in Gl. (30) auftretende Quotient unendlich oft den
Wert 1 annehmen. In Folge dessen lifit sich aber die Gl (30)
durch die folgende ersetzen:

K/+ wp — Ty

31 = @, u, WO: lim ¢, =0 (2=0,1,---(p—1))

K}.—i-,up_xg =+ ®

so daff sich ergibt:
I{}. + up (1 — {5, /L) == xl - xg g)., g
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und daher:

(32) lim Ky p=2, 1=01,---(p—1)),
d. h. schlieflich:
(33) {“1, . F’n] e

b, T, T

Diese Konvergenz ist dann aber eine unbedingte, da
ja auf Grund der Voraussetzung A4, — Bz >0 fiir A = 0,
1,--+(p—2), ebenso fiir 2 = (p-—1) und daher mit Beniitzung
der Rekursionsformel (II) auch 4,4 ,.,— B4 .2, durchweg

“ A, .
== xl '—1: T)’; 1st.

Diese letzte Bemerkung fithrt unmittelbar zu der Ir-
kenntnis, daf die Konvergenz des Kettenbruches gegen den

von Null verschieden, also fiir jedes »: [Z'J

Wert #, noch als eine bedingte -— ganz analog, wie In
dem zuvor betrachteten Falle 1) = 0 — erhalten bleibt, wenn
fiir gewisse 4 = [ die Beziehung besteht: A, — B2, = 0.

Denn daraus folgt wieder auf Grund der Rekursionsformel (1I),
dat dann allgemein: 4,1, , — By, =0, also: I, ,=ux,
fir: «=0,1,2,---, wihrend fiir alle von ! verschiedenen 1
die frithere Betrachtung giiltig bleibt, sodafi also schliefilich
wieder: lim K, = x,, die Konvergenz, wegen K ,, = x,,

3’ —
jedoch nur eine bedingte ist.

Bestehen dagegen fiir gewisse 4 =1 in der Weise Aus-
nahmen von den Bedingungen (BY), dali: 4 — Byz, =0, so
besitzen alle Nitherungsbriiche von der Form: K4, ,(;:=0,1,2,--)
den Wert z, und konvergieren daher auch fiir s » » gegen z,,
wihrend alle iibrigen den Grenzwert x, liefern. Der Ketten-
bruch oszilliert also in diesem Falle zwischen den zwei Wer-
ten x, und z, (sogenannte Thielesche Oszillation).

Die vorstehenden Krgebnisse lassen sich in folgender Weise
zusammenfassen (wobei wir aus einem Grunde, der bald er-
sichtlich werden wird, von der Moglichkeit, statt der Bedin-
gungen (B’) die Bedingungen (B) einzufiihren, vorliufig ab-
sehen):
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Ist | D >0 und werden mit z;, , die (in diesem
Falle verschiedenen) Wurzeln der quadratischen
Gleichung (I) bezeichnet, so sind fir die un-
bedingte Konvergenz des periodischen Ketten-

bruches: [gl,---gp] die folgenden Bedingungen
1 f4

notwendig und hinreichend.

8) [ B1 >0

L (D 4i— DBz, [>0
B - .

|2) 4, — Bz, >0
(€ Ay v — By, [ > [ Ay — By @y |

Sein Wert ist gleich z,.

Die Bedingungen (A), (B, 2) und (C’) sind auch
fir bedingte Konvergenz des Kettenbruches not-
wendig. Xine soleche und zwar gleichfalls gegen
den Wert z, findet statt, wenn die Bedingungen
(B,1) nur teilweise erfiillt sind, wenn also fiir
mindestens e¢in 2 = [ die Beziehung besteht:
Az——.Bl xr, = 0.

Besteht dagegen aufier der Voraussetzung (A)
fiir mindestens ein 1=l die Beziehung: 4,—Bx,=0,
so oszilliert der Kettenbruch zwischen den beiden
Werten «,, #, (und zwar unabhingig davon, ob
die Bedingungen (B’ 1) ausnahmslos oder nur
teilweise erfilllt sind).

2=01---(p—2)

6. Das vorstehende, rein formal vollig befriedigend er-
scheinende Resultat leidet, wie schon in der Iinleitung ange-
deutet wurde, insofern an einer merklichen Unvollkommenheit,
als die Bedingungen (B’), (C*) trotz ihrer duBerlich einfachen
Fassung wegen ihrer Abhiingigkeit von Irrationalititen 2,
doch ziemlich verwickelt sind und ihre praktische Anwendung
sich recht umstindlich gestaltet. Gilt dies schon von der
Einzelbedingung (C'), so noch in wesentlich erhdhtem Make
von dem System der Bedingungen (BY). Zwar lifit sich, wie
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schon in Nr. 2 gezeigt wurde, jedes Paar von Bedingungen:
| d;—Byx, | >0, | A4;— Bz, >0 durch die wesentlich ein-
fachere entsprechende Bedingung (B): | 4, .4, | > 0 ersetzen.
Ist nun aber fiir ein oder mehrere 4 =1: 4;,4, = 0, so bleibt
noch die Frage offen, welche Zusatzbedingungen erforderlich
sind, um sicher zu stellen, daB In dem betreffenden Falle:
A;— B;x;, =0 und nicht: 4, — Biz, = 0, mithin noch
bedingte Konvergenz gegen den Wert x, vorhanden ist.
Was nun zuniichst die Bedingung (C) betrifit, so habe ich
in der oben (S. 221, Fufinote 2) erwiihnten Arbeit gezeigt, daf3
sie dann und nur dann erfiillbar ist, wenn die (eine Umfor-
mung von Ungl. (29) darstellende) Beziehung besteht?):

S
2(2) >

VD)
welche sich auch durch die folgende, nur rationale Verbin-
dungen der a,, b, enthaltende ersetzen lifzt?):

(©) is;)i: ?, wo ¥ reell und 0 <9 < 1.
Ist diese Bedingung erfiillt, so liBt sich ¢ = 41 ein-

. ] - : i
deutig so bestimmen, daf gemiff der Bedingung (C’):
Ay v — By a2, < 41— B, 2, ,

wenn gesetzt wird:

lx‘ R 8 O SR )

Z-l))p—l
(5 :
lx2 —— ‘3:[7}‘ "1 (Ap—l _Bp T “V]))
<Dy —

und VD den Hauptwert der Quadratwurzel vorstellt.

1) A, a. O. S. 470, Formel (A).
2) Vgl. a. a. 0. S. 471, Gl (74a), wo die Beziehung:
ST=49P(0<8<1)
als Divergenz-Bedingung angegeben ist. Dieses Divergenzkriterium

findet sich in etwas wmstiindlicherer lferleitung schon bei Stolz: Innsbr,

Berichte 1887/88, S. XVIIIL.
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Um dieser Bestimmung von z; eine noch etwas hand-
lichere, insbesondere kiirzer in Worte zu fassende Form zu
geben, setzen wir:

(35) {A,,_l—])’,,_lxl = 2z,

AI’-—I — Dy 1Ty = &y,
also:

G ey =24y 1 — By1 (&, + )
— 24,1 — (41— B) =8
54 = AJ?—I - AP—IBP—I (x1 + xn) + B;—lxx%
— Ay — Ay (Ayey — By — B, 1 4,
= A4, 1 B,— 4,B,_,=P.
Hiernach sind #,, #, die Wurzeln der quadratischen
Gleichung):

(IIL) 2—8Sz4P=0

(welche dieselbe Diskriminante 1) = S* — 4 P besitzt, wie die
quadratische Gleichung (I)), und die Bedingung (C‘) nimmt
alsdann die einfache Form 2, <[z, an, sie liBt sich also
ersetzen durch die Bedingung (C) mit dem Zusatze:

< — Ai'—l %

(36) r, = -Bp—l ’

wo #, die absolut genommen kleinere Wurzel der quadra-
tischen Gleichung (III) bedeutet?).

7. Um jetzt festzustellen, welche Bedingungen (immer
unter der Voraussetzung |[B,—1|>0) im Falle: A;;4, =10
noch erfiillt sein miissen, um die ausnahmslose Existenz der
Bedingungen (B, 2) und damit die Moglichkeit der Konver-
genz des Kettenbruches zu sichern, wollen wir zuniichst an-
nehmen, es bestehe die obige Voraussetzung ausschlieflich fiir
l =0, so daB also:

1) Es ist das dieselbe quadratische Gleichung, zu welcher Herr
von Pidoll behufs Auflosung einer gewissen Rekursionsformel gelangt
(s, a. a. 0. 8. 21, Gl (12)).

%) Dak die Wurzeln dieser Gleichung allemal ungleiche Absolut-
werte besitzen, wird ja durch die Bedingung (C) gesichert.



238 A. Pringsheini

(37 {1) 110,1, = jll, = 0,
dagegen: A; ;4, >0 fir 1=1,2,...(p —2).
Soll dann der Kettenbruch noch (bedingt) konvergieren,
so muk
Ay — I,
> _ . __ _ p»—1 P
4,— Byx, = 0, also: z, =0, z, = ~L=; é
p—1
werden. Die hierzu notwendige und hinreichende Be-
dingung: 2z, |<|%,| nimmt alsdann, wegen:

&g, = 1‘1},__1 B _‘1);,__1.’231 == flp—ly gy = fip_l = ]))‘,,__151)2 = ]}p
die Form an:
(38) . !Ap~1i< Bp 1)~

Man kann sich iiberdies leicht iiberzeugen, daf dann in
der Tat der Kettenbruch gegen den Wert , = 0 (und schon
deshalb nur bedingt) konvergiert.

Aus der Rekursionsformel (II) folgt niimlich fiir z = 2, = 0
und 2 = 0:

App= Ay 1 A=y, = --- =0, wegen: 4, = 0,
also auch:

Kup = 0 fiir: = 1, 2, o3

PR

. . | A 1} — ‘ . .
withrend im iibrigen, wegen: A/ El }, ' <1, sich ergibt:
= s
liln ]{;-'*-,”I: —ri xl = 0 fiil': /’:, _ 1, 2, 0 ([) — 1)-

= >

Wird jetzt ferner angenommen, da& aufier der Voraus-
setzung (37a) auch noch fiir ein oder mehrere 2 =1,>0
die entsprechende Beziehung:

(B7b) A 1 4p =0 (etwa fir v =1,...n, wo n>1)

besteht, so muB zunidchst, wenn iiberhaupt Konvergenz gegen
den Wert 2, = 0 moglich sein soll, wieder die Bedingung (38)
erfilllt sein; auBerdem aber, damit die Voraussetzung (37 b)

1) Die Bedingung (C) ist also in der Bedingung (38) schon implicite
enthalten.
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die Beziehung: 4, — I3 z, = 0 zur Folge hat, wegen z, = 0,
noch die folgende:

(39) A, =0 (r=1,...n).

Auf Grund dieser Beziehung folgt dann wieder aus der
Rekursionsformel (II), S. 228, daB:

K 4up=0 fir: p=1,2,3,...,
wiihrend fiir alle von 0 und [, verschiedenen 2, wie bisher:

Im K 4 p =2z, =0

=+ ®
wird, der Kettenbruch also wieder gegen den Wert 2, = 0
konvergiert.

Diese Krgebnisse lassen sich ohne Schwierigkeit auf den

Fall iibertragen, daf an die Stelle der Voraussetzung (37 a)
eine solche von der Form:

(40 il) Azy +p = 0

tritt, und zwar zuniichst fiir ein einziges /> 0. Soll dann
die hieraus fiir eine der beiden Gleichungswurzeln z folgende
Beziehung:

_A[ —_— ng =0

fir o =, befriedigt werden und sodann der Kettenbruch

4, . .
gegen den Wert z,, d. h. gegen - konvergieren, so ist dafiir

B

notwendig und hinreichend, daf der Kettenbruch [%J

v l41
gegen Null konvergiert. Da die hierzu notwendige Be-
dingung: A1, = 0 (welche ja fiir diesen Kettenbruch ge-
nau dieselbe Rolle spielt, wie zuvor die Bedingung: 4, ,=4,,=0

fiir den Kettenbruch [%’J) bereits erfiillt ist, so zeigt die
vl

Vergleichung mit (38), daf als notwendig und hinreichend
noch die (fiir / = 0 mit (38) zusammenfallende) Bedingung:

(41) Ay | < Bigy!
Sitzungsb. d. math.-phys. Kl, Jabrg. 1917, 16
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hinzutreten muf, damit der Kettenbruch ['a,. gegen Null,

/),;_z-;-l
] a, ; A, 5 .
also |,=1 gegen den Wert z, = B (bedingt) konvergiert.
Wird jetzt wiederum angenommen, dafi auBier der Vor-
aussetzung (40a) auch fiir ein oder mehrere [, > 1 die ent-
sprechende Beziehung besteht, also:

(40b) Ar, 1,4 =0 (1 >1),

so tritt an die Stelle der im Falle I = 0 gefundenen Zusatz-
bedingung (39) (nimlich: 4; = A, ;, = 0) offenbar die durch
Vertauschung des Anfangsindex 0 mit I daraus hervorgehende,
also:

(42) Ay, =0,

w0

1

als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dali
fiir £k =1,2,3,...:

= A
-K‘l,l,,-f—‘up = O, ﬂ.lso: 1\1)’,*,'“7, = _I))‘ = (L‘]’
1

withrend wieder fiir alle von  und I, verschiedenen 1:

lim K ;4 ,p = 0, also: lim K, = g x,
=+ ' =+ » ' 1)1
wird, der Kettenbruch Z’] also schliefilich gegen Null
viZ4-1
a,]” A, .
und [7| gegen den Wert )} = x, konvergiert.
b)'_l i _1))1

Fassen wir endlich noch den Fall ins Auge, daB fiir ein
einziges (>0 wieder die Beziehung (37a) bzw. (40a) be-
steht, also:

Al,l+p =0,
dagegen an die Stelle der Bedingung (38) bzw. (41) die ent-
gegengesetzte tritt, d. h.:

Apigp—1|> | DByigyp| (> 0),

so hiitte man:
Ay — Bz, =0,
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und es muf also in diesem Falle die oben hereits beschriebene
besondere Art der Oscillation des Kettenbruches zwischen
den Werten 2, und x, eintreten.

Hieran wird nichts wesentliches geiindert, wenn auch noch
fiir ein oder mehrere [, >1:

As, 0,40 =0,
und zwar selbst dann nicht, wenn:
Anipp—1| <[B!,

jedoch mindestens eine der Bedingungen (42) nicht erfiillt ist.

Somit liBt sich jetzt das am Schlusse von Nr. 5 ausge-
sprochene Resultat in folgender Weise umgestalten:

Ist:
])E (A];_[_'-Bp)2 + 4A[JBp—]1.>01

so sind fir die unbedingte Konvergenz des perio-

dischen Kettenbruches [Z'-, . _%l', die folgenden
Bedingungen notwendiy un& 7z.inrcig/wnd:
(A) | By—1' >0
(B) VAnigp| >0 fiir: A=0,1,...(p—2)
Sz

() .4P:t:'o), wo: & reell und: 0 <9 < 1,

S=A,_1+ B, P=(—1ya,...aq.

Sind dieselben erfiillt, so konvergiert der Ketten-
bruch gegen den Wert:
1
z, = Ep . (Ap—1-—2),
wo ¢, die absolut genommen kleinere Wurzel
der quadratischen Gleichung:

@ —Sz4+P=0
bedeutet.
16*
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Sind aufier der Bedingung (A) die Bedingun-
gen (B) bis auf eine einzige erfiillt, etwa:
Ayipp =0 (0<I<p—2),

so konvergiert der Kettenbruch noch bedingt gegen
den Wert z,, wenn an die Stelle der Bedingung (C)
die folgende tritt:

€y | Apipp | <[ Bruyyp -

Das gleiche findet statt, wenn noch fiir ein
oder mehrere 1, >1:

A 1,4p=0 (r=1hzw. »r=1,...n),
sofern filir jedes solche I, die Beziehung bhesteht:
(G,) Ay, =0 (=1 bzw. v =1,...20).

Ist dagegen fiir ein einzelnes 1> 0:
(a) Aiigp =0 und: | Aiyigp—1 > | Brigs s

so oscilliert der Kettenbruch in der Welse zwischen
den beiden Werten z, und z,, dah:

Kipup=u, fir: n=20,1,2,...

lim ]f;_.}.‘,lp = xl fir: 4 4‘-‘ l.

=+ o

An diesem Ergebnisse wird nichts geindert,
wenn fiir ein oder mehrere I, > {:

(b) A, 4p=0und: 4;,;, = 0 (vgl. (C)).
Ist indessen fiir irgend ein » = m:

(C) Az H +p=0 und: Al'l

m,‘m m |

>0,

so tritt nur insofern eine Anderung ein, als
dann auch:

K pup =, fir: p=1,2,3,..
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Und der Wert z, kommt ausschlieflich in dieser
letzteren Weise zum Vorschein, wenn an die Stelle
der Beziehungen (a) die folgenden treten:

(@) Aprgp =0 und: [dyr4p 1| <[Byryp|.

In allen diesen letztgenannten, durch die Be-
dingungen (a)—(d) gekennzeichneten Fillen os-
cilliert also der Kettenbruch zwischen den beiden
Werten z, und «, in der Weise, dafi gewisse
Niherungsbruchfolgen durchweg den Wert z,,
die tibrigen den Wert oder Grenzwert z, liefern.

§ 2. Uber ein Konvergenz-Kriterium fiir Kettenbriiche von

der Form: [~1 J :
Ay ﬂr th

1. Bezeichnet man mit ﬁ}' (r=1, 2, 3...) die Niherungs-

@

briiche des unendlichen Kettenbruches H J , wo: b, =a, + .1,

O
mit 13, die zu D, konjugierte Zahl, so folgt aus der Rekur-

stonsformel : Byt = bor B, + B,
durch Multiplikation mit B,:
() BB, —B,B,_y =b,11B,B, =b,41| B2
Setzt man sodann:
2 B,B,_1 = 0, — 6,%, also: B,B,_, = o, + 0,1,
so geht die Gleichung (1) in die folgende iiber:
o1+ 0pqri — (00 — 0,0 = (41 + oy i) | B 7,

welche durch Trennung des reellen und imaginidren die zwei
Beziehungen liefert:

(3) Ov41— Oy = Gy} 'Brl2, Oy 1 + 0y = /37-}-1 |-Bv .

Substituiert man in der ersten und der mit (— 1)*+' mul-
tiplizierten zweiten dieser Gleichungen » =1,2,... (n — 1),
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so folgt durch Addition der resultierenden Gleichungen (mit
Beriicksichtigung von o, = a, =a,| B, %, o, = f, = f,| B, [*):
n—1

n—1
(@) oam Dot Bty (1) 0,= Do (— 1) frga | B (0>1)
0 4]

und durch Multiplikation der beiden Gleichungen (2):

- >0,

Ersetzt man ferner in der Rekursionsformel:
-Bn+l = bn+1Bn + -Bn-—l
jede darin vorkommende Zahl durch ihre konjugierte (wobei,

analog wie oben, b,41 die Konjugierte von b,4.: bezeichnen
soll), so folgt:

-Bn_+1 == bn—{-lB:—'}_ —Bn—l

und durch Multiplikation dieser beiden Gleichungen:

Bup12= bug1!* By ¥4 | Bt |+ buys By By ot + bpget By By

= bﬂ+1 ’?‘Bn I* 4 EB"——l 52 + (anp1 + Pt ) (00 + on i)

(6) + (g1 — fat1) (0w — oni)
=Dyt {*] Ba 2 + | Buc1 2 4+ 2 @ng100 — 2 fut10aY).

2. Ein Kettenbruch von der Form: [bIJ ist bekanntlich

1
stets divergent, wenn alle Teilnenner b, mit ungeradem

Index gleich Null sind. Denn, aus der Voraussetzung:

0=b|=b3="'=b2n+l
wiirde mit Hilfe der iiblichen Rekursionsformeln folgen:
B2,|+1=.B2,;_]="’=Bl =b1=01

so daB im Falle: b, 41 = 0 (fiir jedes » =0, 1,2,...) alle
Niherungsbriiche mit ungeradem Index sinnlos werden, der
Kettenbruch also divergiert.

1) Diese Formel findet sich (mit anderen Bezeichnungen) schon in
der Arbeit des Herrn van Vleck: a. a. O. 8. 220, Gl. (13).
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Ferner ist der fragliche Kettenbruch auch divergent,
falls die Reihe 2|0, konvergiert. Wenn nimlich der Ketten-
bruch nicht schon durch das Vorkommen unendlich vieler
sinnloser Niherungsbriiche divergent wird, so hat man
durchweg: B, >0 etwa fir » >m, und daher fiir n > m:

A A oA, A, A | & 1
= = = = v LT ) = v(— 1 r—1, =
-Bn ij +m§l (J))l' '[jl —l) -Bm +mél( ) -Bv -L,))'—I
(wegen: A, B,y — A, B, = (—1)y~1. Fiir die Konver-
genz des Kettenbruches, also fiir die Existenz eines endlichen

lim ;i," ist daher jedenfalls notwendig, daf:

) lim B, DB,_1 = o.

Da aber aus den Ungleichungen:
B, |= b1|<l+lbll
B, <1405, <A+, )A+18,)
mit Hilfe der Rekursionsformel fiir die B3, durch vollstindige
Induktion sich ergibt, daf allgemein:

1B\ < IT»(1 + 7),.i),
1

so folgt, dab die | B,| stets unter einer endlichen Schranke
bleiben, wenn die Reihe X7/ 4,[, also auch das unendliche Pro-
dukt 77(1 + 5. ) konvergiert, somit die fiir die Konver-
genz des Kettenbruches notwendige Bedingung (7) niemals
erfilllt sein kann?).

3. Die vorausgeschickt formulieren wir jetzt das zu be-
weisende Konvergenz-Kriterinm in folgender Weise:

Sind die fiir die Konvergenz des Kettenbruches

N . . .
[b ,wo: b,=ua, -} f,i,notwendigen Bedingungen,
» 1l

nimlich:

!) Dieses Divergenz-Kriterium rithrt, soviel ich wei, von Stolz
her: Vorl. iiber allg. Arithmetik, Bd. 2 (1886), S. 279.
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b2, +1!> 0 zum mindesten fiir einen Wert » = m,

und: iv'b,,|=+oo
1

erfiillt, so konvergiert der Kettenbruch, wenn
die a, unter sich, ebenso die mit (— 1)* multi-
plizierten f, unter sich, soweit sie von Null ver-
schieden sind, gleiches Vorzeichen haben?). Die
Konvergenz ist dann und nur dann eine wunbe-
dingte, wenn die Bedingung [0, >0 fiir unend-
lich viele gerade, wie ungerade » erfiillt ist.
Beweis. Infolge der vorausgesetzten Divergenz von 3; b,
muB mindestens eine der beiden Rethen Y a,l, 3 f,| diver-
gieren. Wir diirfen aber, ohne die Allgemeinheit unseres Er-
gebnisses zu beschriinken, voraussetzen, daf gerade Y |«, ],
d. h. die aus den Absolutwerten der reellen Teile der ), ge-
bildete Reithe divergiert. Denn wiire etwa nur X5 f, diver-
gent, so steht es frei, an Stelle des vorgelegten Kettenbruches
den mit thm dquivalenten?):

. 1 *

‘ [(— Y-8+ (—1)a i]l
in Betracht zu ziehen, bei dem ja nunmehr die reellen Teile
der Nenner die verlangte Kigenschaft besitzen. Aus analogem
Grunde darf man weiter annehmen, daf die nach Voraussetzung
gleichbezeichneten «, durchweg >0 seien, da man ja andern-
falls den vorgelegten Kettenbruch wiederum durch den fiqui-

valenten?): 1 "
“L—m—mJl

1) Dabei kann immerhin das Vorzeichen von a, und (— 1)" B, ver-
schieden sein.

%) Diese Aquivalenz folgt aus der allgemeinen Transformationsformel:

1 "1 &=l |
a8, eolela, + B, 00
wenn gesetzt wird: ¢, = (— 1)"4.

3) Dies folgt aus der Formel von Fubnote 2) fir ¢, = — L.
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ersetzen konnte. Beachtet man schlieflich noch, daf zwel
Kettenbriiche von der Form:

_ 1 T [ LI
_av—}'éﬂvu § e My ﬂv i 1

durchweg paarweise konjugierte Niherungsbriiche liefern
und somit stets gleichzeitig konvergieren bzw. divergieren,
dat es also gegebenenfalls geniigt, die Konvergenz des
ersteren der beiden zu erweisen, so diirfen wir wiederum ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit noch annehmen, daf auch
die nach Voraussetzung gleichbezeichneten (—1)":4, durch-
weg >0 sind (so daB also: |f,|=(—1)"f,). Hiernach er-
gibt sich aus (4):

n—1

[ Dp = 2_,_‘1' (1,.+1|B,, 2>0
(]
n-—1
®) (= Do =2 (— 1 fug [ B> 0
0

l (also: [, =”‘;11' | Bogr | IB,.;?)
und sodann aus Gl. (6) (wenn man beriicksichtigt, dali: — f,, 4.1 0,
= (— )" g1 (— Do, > 0):
NESUTEER
" > B
Aus der zweiten dieser Ungleichungen folgt, daf fiir
jedes »>1:
(102) Bo|>|Baal> - 2| By =1,
aus der ersten zuniichst fiir n = 2m:
By 1| 2 | bamsgr | Bow | 2| bamg1| (also: > 0),
und daher mit nochmaliger Beniitzung der zweiten, fiir
jedes v > m:
(10b) [ DBawgi| > Bay—1|>---> Bamg1r > bamsr]-
Bedeutet also y die kleinere der beiden positiven Zahlen 1
und | bap 41/, so findet man:
(11 | B,|>y fiir: » > 2m.

) B
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Da hiernach die |D,| fiir »>2m durchweg von Null
verschieden sind, so kann man fiir jedes # > m setzen:

A2 "o 112 " _[1,-1 3 ./1.2 y—9
[ B:’. ” -B.. m +m;’}—l (J),Z » o -1))2 r—_ ")

(12) 1 | A A
Loy Aoy 71‘ 24 Dy
l_ w1 e ( 1 )

B2n+1 ])’m+l m-1 B"‘r—i—] —B.’.a— 7y
und daraus folgt, dab die beiden Gremzwerte lim =" und
1 "W~ B?n
lim 22"*1 a)s endliche Zahlen existieren, wenn die beiden

9t—>o:~B’,l+l
Reihen:

§ (e Ao g, ; (frsr

m-4-1 -B21 B’1—2 m+1 B’1+l Bl‘l—l
konvergieren. Diese Konvergenz ist aber offenbar (und
zwar als eine absolute) gesichert, wenn die Reihe:

—\V-Ar-l—l -Ar-l:

Boer Bl
und das heifit schliefilich, wegen:
ﬁl"_+.1___A—‘_(_1)_x b+‘
B,y1  B._y By B,y
die folgende:
(19 )L

-Bl'+l—B)"—1
konvergent ist.
Nun folgt aus (8) mit Berticksichtigung von (11) fiir
jedes n > 2m:

n—1 n—1
[ f)n>L1 u,+1,B >y Lv Ty 41
(14) n—1 n—1
(00 > [fpr | B> S0 foga

2m 2m

Da wegen der vorausgesetzten Divergenz der Reihe Y a, 41
unendlich viele @,,; von Null verschieden sind, so 1st von
einer gewissen Stelle ab p, > 0 und:

(15) lim 0, = -} ».

" —+ w
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Dagegen konnte sehr wohl |g, = 0 und sogar lim 4, =0
n— 0
sein — letzteres niimlich dann, wenn filr » > 2m durchweg:

Br+1 =0, was ja durch die Voraussetzung nicht ausgeschlossen
ist. Abgesehen von diesem besonderen Falle ist von einer ge-
wissen Stelle ab o, wesentlich positiv und mit wachsen-
dem #» niemals abnehmend, also lim |0, endlich und von

Null verschieden oder unendlich. Um die Konvergenz der
Reihe (13) festzustellen, hat man:

[ by | Uy 41 frgr!
s < '
(16) —Bv-f—l-Br—-l 'Bl'+1L)l'—l I-B +IB —1

und sodann (mit Beniitzung von (8) und (5)):

(17) (1,_|.1 ] (l,_}_]’]f +1—0, (WO!

B,_H [ LH_]B |1) B_ 3 U+10, llm 0,==+ @)
d. h. der Wert des ersten Gliedes auf der rechten Seite von
Ungl. (16) ist hochstens so groB wie derjenige des allgemeinen
Gliedes einer konvergenten Reihe.

Sind nun von Null verschiedene f,41; nur in end-
licher Anzahl vorhanden, so iibt das zweite Glied der rechten
Seite von Ungl. (16) auf die Konvergenz der fraglichen Reihe
tiberhaupt keinen Einfluf aus. Im entgegengesetzten Falle hat
man, analog mit (17):

ﬂx'—{-li Iﬁ +]| 50)'-' 1 — O,

. = — g ezl e A

(18) ».I},.+1_B,v _b)+|_B ]} P -1 G,.+1 ¢ Oy ’

wo lim o,| endlich und von Null verschieden oder posi-
tiv unendlich, also der Ausdruck rechts wieder das allge-
meine Glied einer konvergenten Reihe vorstells.

Hiermit ist also die Konvergenz der Reihe (13) und

somit die Existenz der beiden Grenzwerte lim

5—= B’n

Aa . .
lim 2" "' erwiesen. DaB dieselben aber zusammenfallen,

Y= o —B’u -1
ergibt sich sofort mit Hilfe der Beziehung:
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A. Pringsheim, f]lber die Konvergenz ete.

;T . 1
1))»' o -Z;)V —: o (_ l) -Br ])))'—1-’
da ja aus Gl (15), wegen: | B, DB,y >0, (s. (5)), folgt:
(19) lim B, B,_, = ».
Somit ist der fragliche Kettenbruch konvergent.
Soll er aber unbedingt konvergiren, so muk fiir jeden

«@w

= a, . - . .

Kettenbruch von der Form [b,] bei beliebig groiem A4 immer
v2i41

mindestens ein von Null verschiedenes b;, 4, und, da fir

©
die Ketttenbriiche von der Form: (%J” die Teilnenner mit
v 122

geradem Index die analoge Rolle spielen, auch ein von Null
verschiedenes b;, vorhanden sein, d. h. es miissen von Null
verschiedene 0, sowohl mit geradem, als mit ungeradem
Index in unbegrenzter Menge existieren. Diese Bedingung zu-
sammen mit den iibrigen Voraussetzungen ist dann aber auch
hinreichend fiir die unbedingte Konvergenz des Ketten-
bruches, da ja jeder durch Weglassung von Anfangsgliedern
entstehende Kettenbruch nunmehr genau denselben Charakter
besitzt wie der urspriingliche.



