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Uber eine hesondere Klasse unendlicher Kettenbriiche
mit komplexen Elementen.!)
Von Otto Szisz.

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 1. Mai 1915.

Gegeben sei der Kettenbruch:

a,1®  a, a, |« N
{1J1:’1'+’1—“r R M

-

wo die a, beliebige reelle oder komplexe Zahlen mit Eiu-
schluf der Null sind. Sei ferner

w
S=2p dy = ay, + a, 4 -
2

konvergent. Bekanntlich konvergiert der Kettenbruch unter
der Bedingung:?) s<T.

Im folgenden gebe ich einen einfachen Beweis dieses Satzes,
wobei sich eine kleine Frweiterung seines Giiltigkeitsbereiches

1) Diese Mitteilung ist ein Teil einer griBeren Arbeit, welche als
Habilitationsschrift im Mai 1914 der damaligen Akademie fiir Sozial-
und Handelswissenschaften Frankfurt a. M. vorgelegen hat, jedoch bisher
nicht gedruckt wurde.

2) Fiir reelle negative a, bewies den Satz schon M. A, Stern in
seiner Note: Uber die Konvergenz der Kettenbriiche. [Nachrichten ete.
Gottingen, 1863, S. 186 —143.] Fir beliebige «, und s <1 zuerst Herr
Helge von Koch: Sur un théoréme de Stieltjes et sur les fonctions
définies par des fractions continues [Bull. Soc. Math. de France, t.23,
1895, p. 33 —40], von neuem und auch fir den Fall s =1 Herr A.Prings-
leim: ,Uber einige Konvergenzkriterien fiir Kettenbriiche mit komplexen
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ergibt; es mufbite niimlich bisher vorausgesetzt werden, daf fiir
unendlich viele 7 @; + 0 ist.}) Ich konnte diese Einschriinkung
— soweit als moglich — beseitigen. Ferner leite ich speziell
fiir den Fall lauter reeller nicht-positiver «,(a, < 0) eine Ver-
allgemeinerung dieses Satzes ab.

§1.
Die Niherungsbriiche des Kettenbruches (1) seien:
Jjj,' (r=0,1,2,..;

bereits Herr von Koch hat bewiesen,?) dali dann A, und D,
gegen bestimmte endliche Grenzen konvergieren:
Iim A4, = A, lim D, = Db.
r=uw —
Die Konvergenz des Kettenbruches ist daher damit gleich-
bedeutend, datz B nicht verschwindet.?)

Nun ist offenbar:
B,..H — ])), = Ct,,+1 B,,_l (1' > 1).

setzt man hier statt » sukzessive » 1, » 42, .. ., v 4 x
ein und summiert, so folgt:

Gliedern. [Diese Sitzungsber., Bd. 35, 1905, S.359--380.] Einen allge-
meineren Satz bewies ich in meiner Arbeit: Uber gewisse unendliche
Kettenbruchdeterminanten und Kettenbriiche mit komplexen Elementen
[diese Sitzungsber., Jahrg. 1912, 8. 323 —361], S. 341.

1) Vgl. 0. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig,
1913, S. 259. Dieses Werk wird im folgenden unter ,Perron, Lehr-
buch® zitiert.

?) A.a.0.; vgl. auch Perron, Lehrbuch, S.315—346. — Herr E. Maillet
(Sur les fractions continues algebriques [Journal de 1'Ecole Polytech-
nique, II¢ Série, Xlle¢ Cahier, 1908, p. 41—62]; vgl. auch Perron, Lehr-
bueh, S. 346) hat ferner bewiesen, dafi 4 und I nicht gleichzeitig ver-
schwinden kénnen. Ich zeigte dies (a. a. O., S. 331—332) mit Hilfe der
Kettenbruchdeterminanten-Darstellung. Dafi Herr Maillet dies schon
frither (auf anderem Wege) bewiesen hatte, war mir damals leider ent-
gangen.

%) Ist B—0, 40, so divergiert der Kettenhruch aufierwesentlich,
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])))'+z . Bl’ = Uy 41 Bl'—-l + Uy2 —[))1 + ce + Uyt ];l'+z—21

und wenn man hier zur Grenze fiir » = o iibergeht, erhiilt
man schlieBlich die Gleichung:

B—B, =YV tpi Brpss (> 1), )
1

Nun gibt es offenbar in der abgeschlossenen Menge:
Byt 1B, | B, .. 3 B

eine grofBite Zahl; ist I selbst dieses Maximum, so ist —
wegen B, =1 — B >1 und daher konvergiert der Ketten-
bruch in diesem Falle. Hat aber I einen kleineren Wert,
so gibt es ein kleinstes n (n> 1), fiir das die Ungleich-
heiten bestehen:

B,|> DBy, (e=1,2,3,..9. (3)
Nuu folgt aus Gl (2) fiir v =mn:
B— B.|<|Bu| 5t |tny )
1
und damit hier Gleichheit gelte, ist wegen der Ungleichheit (3)
notwendig, dafi die Gleichungen bestehen:
Apig = O: Upgt = Oy Uyt = 0, ... .,))
Ferner folgt aus Ungleichung (4):
]))u - B < Bu 2’ ((n-}-/",i
1
und schlief3lich:
B|>|B, <1 S G ) > 0.
1

Hieraus ist unmittelbar ersichtlich, daB der Kettenbruch
fiir s <1 konvergiert; ist aber s =1, so kann B nur dann ver-
schwinden, wenn die Gleichungen (5) gelten und wenn zugleich

Uyt "‘l_ Uy 40 =1
ist. Ks miissen also, wenn 2>2 ist, auch die Gleichungen

e fiy S
erfiillt sein: ay =0, ..., ay=0.
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Fiir 2 =1 hat man jetzt offenbar:

B,=1+a, By=1+a,+a, B, =B

- (r=4,5,...);
dy=ay, Ay =na,(1 + ay), 4, = AaJ . ) )

der Kettenbruch divergiert also nur dann, wenn a, und «a,
reell und nicht positiv sind und @, 4 a; = —1 ist. Und zwar
ist der Kettenbruch fiir a,(1 4 a;) = 0 wesentlich divergent,
sonst aufierwesentlich divergent.

Ebenso hat man fiir » > 2:
B,_, = 1, Ceey B,, == 1, ])’,,_{_1 =)\ + L(,,,_*_l, f)),,+2 =1
+ Tyt + Uy4-2, Bn—{-r - ];n -2 l

A2=a1, BRRIRE An=“11 An_*_]"——arl(l“}‘an-l-l)a |
Awge=0,(1 + @np1 + @upo), Aupy = dnye

- (r>3);

der Kettenbruch divergiert also nur dann, wenn a,p1 und o,
reell und negativ sind und @,y 4 @y32 = — 1 ist, und zwar
ist er dann wesentlich divergent.

Zusammenfassend haben wir den folgenden Satz abgeleitet:
D te)

Satz 1. Der Kettenbruch mitbeliebigen Elementen

1
ein 7n(n>1) ayyr und a,42 reelle nicht-positive Zahlen
sind und @41 + @upe=—1 ist, wihrend alle iibrigen
a, verschwinden, wird der Kettenbruch wesentlich
divergent, bzw. im Falle n =1, a,(1+ a,)30 auber-
wesentlich divergent.

x @
a, . ; . o
[ 'J konvergiert, wenn 2 @, <1 ist; nur wenn fiir
1 2

$ 2.

Speziell fir Kettenbriiche mit lauter reellen nicht-positiven
Elementen liBt sich der Satz noch etwas erweitern.

Sel also:

a,=—r, >0 (=23 ..);

o
sei ferner », <1 (»>2) und 27, konvergent.
9
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Ich setze zur Abkiirzung:

ay=1, a,=1, gp=1—r,, A, =1—r,)(1—7r)...(1—1n),

lim 7, = =;

rY=w

v
0, =1y, Oy, =170, 4 Ty, 6, == 200, limo,=a;
1

sel 6 <1, offenbar ist 6,_; <, <1,
Nun beweise ich die Ungleichungen:
l—0,1< B, <=,
C(r=2,3,...); 6
n<B. | (r=2, ) (6)

dieselben sind offenbar fiir » = 2, 3 giiltig. Ich nehme an,
dats sie fiir » = » —1, = (x> 3) bereits bewiesen sind, und
zeige, daBl sie dann auch fiir v = -+ 1 gelten. In der Tat,
aus der Rekursionsformel:

Bopn=DB,—r. 1B,
folgt zuniichst die Ungleichung:
L. <D,
ferner nach Voraussetzung:
Bo1 < B.(1—rigs) <t (1 — 1) = T,
und schlieBlich:
B>l —o0, g —rqpm.=1—o0.
somit sind die Ungleichungen (6) allgemein giiltig. Hieraus
ol 1 —6< B<a,
ist also 6 <1, so konvergiert der Kettenbruch.
Sei ¢ =1, dann betrachte ich zwei Fille gesondert:

1. Es gibt unter den », (v > 2) wenigstens eines mit dem
Werte 1; sel nun » der kleinste Index, fiir den »r, = 1 ist.
Fiir » = 2 hat man:
7‘2=1. G —=H0 5 ==AL1

Sitzungsh, d. math.-phys, K1, Jahrg, 1915, 19
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hieraus folgt: », = 0; jetzt ist: D, =0, B, =0, ..., daher
divergiert der Kettenbruch.
Fiir » > 8 hat man:

n

r =1’ 0n=>_‘/;'7').+lnl—l=0n+l = .. . = 0]
1

daher ist (wegen ;1 > m):

n

6> Z;' Fig1 70, = TTy—1 + Yn—17Tp—2 + e + Vo 7Ty (7)
1

und Gleichheit gilt dann und nur dann, wenn die Gleichungen
bestehen :
P17, = Vi1 71 (7. = 1, 2, oo aq 7’&) (S)
Fir 2=1 ist diese Gleichung eine Identitiit; fiir 4 =2,
., n ist fiir das Bestehen der Gleichung (8) notwendig und
hinreichend, daf mindestens eine der beiden Zahlen: 1, 714,
verschwindet. Daher kann Gleichung (8) durch die folgende
ersetzt werden:
=0 (A=2 ..., n). (9)
Jetzt beweise ich noch die Identitiit:

v—1

Tty + 27-7';_+] Tty == n,,+)',.n,,_1 + 000 + 7'2711 =D,=1 (J’> 2). (1())
1

bezeichnet man niimlich diese Summe voriibergehend mit D,
so 1st offenbar

D, =(0—r)ay +rmy + - - - F g, =D,

und da D, =1 ist, so gilt Gleichung (10) allgemein.
Somit lautet Ungleichung (7):

o> 1,
und Gleichheit gilt hier allemal dann, wenn die Bedingung (9)
erfiillt ist; insbesondere mufi — da »r, =1 ist — #,_;, =0

und 7,41 =0 sein.
Jetzt ist:

.1'),,,._1 == _Bn_g, ]))" — O, ])’,,+1 == 0, 0 6 og

also divergiert der I{ettenbruch.
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2. Sei durchwegs », <1 (r > 2), dann ist sicherlich:
a, >0, &> 0.

Ist nun I3 = 7, so konvergiert der Kettenbruch.
Sei 3 < 715 dann gibt es ein kleinstes % (x > 2, da B, = z,)
derart, da (vgl. Ungl. (6)):

DB, <a, fir v=2+4+1,2+2 ... (1
D,=n, (12)

und

ist. Nun folgt aus Gl (2), wenn man darin » = = 4 1 setzt:

B=DB.41— 2 Vutip1 Bugsa,
1
daher ist (vgl. Ungl. 6):
J)) >1— G, '“-X’l Vi1 T = e ag,

241
und mit Anwendung der Ungleichung (11) und Gleichung (12)

folgt, dafi hier das Gleichheitszeichen dann und nur dann
uilt, wenn:

Lojpp=1—0, und =0 fiv =243, x4+ 4, ...

ist. Damit nun D4, =1—o0, sel, muBl auch B.=1— 0.,
sein (vgl. S. 285), und die Hinzuzichung der Gleichung (12)
liefert die Bedingung:

Gy + 7, = 1.
Nun ist, mit Beachtung der Ungleichung 71, ., > a,:
Ouml T == Py Ty = -0 A 1,719 - A > Ty 7T,
+'% Py Tl 1 + 7o,

also mit Riicksicht auf (10):
Gt + 7. 21,

und Gleichheit gilt hier dann und nur dann, wenn x == 2 oder

W =0, ..., 1, =0 (x=>3) (13)

ist (vgl. die Formeln (7)—(9)). Unter diesen Bedingungen
ist offenbar auch

1

6—1+m=1 fir =2, ..., »,
19*
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da jetzt keine neuen Bedingungen zu den Gleichungen (13)
hinzutreten miissen. Und nun ist tatsiichlich:
By=1—o0=m, Bj=1—0,=m,, ...
-Bz =1-— O — ¥y Ty g == 1— Opel == Ty,
-By—i—l =1— Opel — Vg1 7Ty} = 1= (2P
Fiir » == 2 fillt Bedingung (13) fort.
Damit nun B =0 sei, muf nach dem vorhergehenden
1— o0, —Pugom, =0
sein. Dies heifit aber:
Ty — Vel -1 —— Vg2 T, = 0

oder, nach Division mit 7, (es ist 7,1 > 0):

1 —r — Pt — Pgg + 7o tugo = 0.
Diese Resultate fasse ich in folgenden Satz zusammen:

Satz 2. Der Kettenbruch mit reellen nicht-posi-

LS -

. —7, . 2

tiven Elementen [——1——'J konvergiert, wenn 27, kon-
1 2

vergiert, und

Ty +L, =) (=) Q—n)<L g
<l (»¥>2)

ist; nur in den folgenden drei Fillen:
lLLry=1, r,=0
2. =0firi=2,...,n rm=1 (>3)
3.1 qr=0fir =3, ...,n; =0 fir A>n-3,
Tp = Pug1 T Tng2 — Tn¥upe =1
divergiert der Kettenbruch.
Fir » =2 fiillt im Falle 3) die Bedingung »; 7, = 0 fort.

Da 7,1 <1—vw, (A2 3) ist, so ist offenbar Ungl. (14)
sicher erfiillt, wenn

r A Q=) i <1, 1, <1 (r>2) ist.
3

(n>2)



