Sitzungsberichte

der

mathematisch-physikalischen Klasse

der

Bayerischen Akademie der Wissenschaften
zu Miinchen
1920. Heft II

Mai- bis Julisitzung

Miinchen 1920
Verlag der Bayerischen Akademie der Wissenschaften

in Kommission des G, Franz'schen Verlags (J. Roth)



275

Uber eine Konvergenzhedingung fiir unendliche Reihen,
die durch iterierte Mittelbildung reduzibel sind.

Von Alfred Pringsheim.

Vorgetragen in der Sitzung am 8. Mai 1920.

Bei der Abfassung des Nachtrages!) zu meiner Mitteilung:
,Uber die Aquivalenz der sogenannten Holderschen und
Cesaroschen Grenzwerte etc.“*) war es mir entgangen, daB
Herr E. Landau in einer umfangreichen Abhandlung: ,Uber
die Bedeutung einiger neuer Grenzwertsitze der Herren Hardy
und Axer“®), die am Schlusse jenes Nachtrages von mir er-
withnten Hardyschen Sitze unter gleichzeitiger Erweiterung
threr Voraussetzung aufs neue bewiesen hat. An die Stelle
der Hardyschen Voraussetzung:

D lim |na, < +

N—+ 0

tritt dabei, unter der (prinzipiell unwesentlichen) Beschriinkung
auf reelle a, die folgende?):

(I1a) 1im Na, > — 0,

d. h. die Zahlen % @,, werden nicht, wie bei Hardy als schlecht-
hin beschrinkt, sondern lediglich als nach unten be-

1) Diese Berichte, Jahrg. 1918, S. 89.

) Ebendas., Jahrg. 1916, S. 209.

8) Warschauer Berichte, 1910, 8. 97—177.

4) A. a. 0, S.99. Die in Frage kommenden Sitze sind die in der
Landauschen Arbeit mit Satz III (S. 107) und Satz IV (S. 109) bezeich-
neten, deren zweiter den ersten als speziellen Fall enthilt. Herr Landau
gibt fiir diesen Satz IV zwei Beweise. Bei dem zweiten wird Satz III
als schon bewiesen vorausgesetzt, wiihrend der erste dieses Hilfsmittel
nicht in Anspruch nimmt,
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schrinkt vorausgesetzt. Da es sich in dem vorliegenden Zu-
sammenhange um die Konvergenz der Reihe 2'a, handelt und
diese stets gleichzeitig mit der Reihe X' (— a,) konvergiert oder
divergiert, so wiirde es freistehen, die Zahlen a, von vornherein
durch die (—a,) und demgemif die Bedingung (IIa) durch
die folgende:

lim (—na,) > — «,

anders geschrieben:
(Ilb) limna, < + o,

zu ersetzen, so dak es zweckmiilig erscheinen diirfte, die frag-
liche Bedingung etwas allgemeiner so zu fassen: es wird nur
verlangt, daf die Zahlen na, (zum mindesten) einseitig be-
schrinkt sind.

Der Hardysche Beweis fiir den in Frage kommenden
Hauptsatz, daf nimlich unter der Voraussetzung (I) die Redu-
zibilitit der Reihe 2'a, stets deren Konvergenz nach sich
zieht, beruht auf der Beniitzung der Cesaroschen Grenzwerte
und zwar, wie es scheint und am Schlusse des oben erwiihnten
Nachtrags von mir ausdriicklich ausgesprochen wurde, so
wesentlich, daB es schwerlich gelingen diirfte, sie in diesem -
Zusammenhange durch die gewisse formale Vorziige besitzenden?)
Holderschen Mittelbildungen zu ersetzen. Dagegen operiert
Herr Landau bei seinen zwei Beweisen fiir den (durch Be-
schriinkung auf die Forderung (II a) erweiterten) Satz ausschlief-
lich mit den Holderschen Grenzwerten. Doch scheinen mir
die hierdurch ermdglichten Vorteile nicht geniigend ausgeniitzt
worden zu sein, um den betreffenden Beweisen den erreich-
baren Grad von Kinfachheit zu verleihen. Bei der Merkwiir-
digkeit und unbestreitbaren Niitzlichkeit des fraglichen Satzes
hielt ich es daher nicht fiir iiberfliissig, im folgenden eine
Beweisanordnung mitzuteilen, die, mit Beibehaltung gewisser
nach Angabe des Herrn Landau von den Herren de la Vallée
Poussin und H. Bohr herrtihrender Grundgedanken, zum guten

1) Vgl. a. a. O. (Jahrg. 1918), S. 90.
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Teil vermige der grofieren Zweckmiiiigkeit der von mir be-
niitzten, iibrigens der bisher iiblichen Sprache der Analysis
sich ohne weiteres anpassenden Bezeichnungen an Durchsich-
tigkeit und Kiirze kaum etwas zu wiinschen iibrig lassen diirfte.
Ieh kniipfe schlieBlich daran einige Bemerkungen zur Beant-
wortung der Frage, ob der Satz mit der erweiterten Voraus-
setzung (IIa) bzw. (IIb) in einem noch niher zu priizisierenden
Sinne eine grofiere Tragweite besitzt, als mit der urspriing-
lichen Hardyschen Voraussetzung (I), und zeige, da diese
Entscheidung in bejahendem Sinne ausfillt.

Die iterierten Mittelwerte fiir die Reihe f}v a, werden
Y]

definiert!) durch die Rekursionsformel (x = 0,1, 2,...):

-1
(1) Moy (s) = g {5)3?,,(.90) + M. (s) + - + M. (s,,)}
mit der Anfangsgleichung:
1y M, (5,) = 8, = ag + a, + - - + a,.

Aus (1) folgt umgekehrt, daBl (fir x =0, 1, 2, .. ):
M. (5) = (.4 D) Waga(s) — » WM g1 (50 21)

2

@) = Wy () + 7 { D1 (5) — Doy (5o 0) )
Andererseits gewinnt man aus der unmittelbar ersichtlichen

Beznehung: s, = S»Dtl (3:-) + 5:”2‘ (1'a,,)

durch »-malige Mittelwertbildung die folgende?):

3) M, (8) = Vot (52) + s (),

deren Vergleichung mit (2) ergibt, daf3:
(4) S.DE;:.}-] (1’@,.) =y {S.DEZ_H (8,,) _ mg+1(8,._1)} (H = 0, 1, 2, ot ) 3).
1) Vgl, Jahrg. 1916, S. 212, GL (I).

2) Vgl. Jahrg. 1918, 8. 90, Gl. (2). Auf der rechten Seite dieser
Gleichung steht infolge eines Druckfehlers M, 4, (s,) statt M, ) (s,).

%) Diese Beziehung gilt offenbar auch noch fiir » = — 1, da sie in
diesem Falle mit Beriicksichtigung von Gl. (1,) die Form annimmt:
ra, =rv(s, —s,_)

Sitzungsh. d. math.-phys. K1, Jahrg, 1920, 19
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Diese Relation bildet die Hauptgrundlage fiir den Beweis
des folgenden (,Hardy-Landauschen®) Satzes:

Fiir die Konvergenz einer bereits als reduzibel
erkannten Reihe X'a, mit reellen Gliedern ist hin-
reichend, daf:

(IL'b) limna, < 4 o).

Beweis. Da die Reihe als reduzibel vorausgesetzt wird,
so mufi fiir irgend ein bestimmtes & > 0 eine Beziehung von
der Form bestehen:

() lim My 41 (50) = s.

n—+ ®

Wir zeigen, daf3 dann infolge der Voraussetzung (ILb) auch:

(5a) lim Wy (s.) = s,

. N=+ 0
und da es freistiinde, auf Grund dieses Ergebnisses die frag-
liche SchluBweise beliebig fortzusetzen, so wiirde auf diesem
Wege schlietilich sich ergeben, dafi:
lim M, (s,) = s, also: lim s, = s,

d. h. daB die Reihe i" a, gegen die Summe s konvergiert.
m

Es handelt sich also lediglich um den Nachweis, daf aus
(5) allemal (5a) folgt.

Man hat nun infolge der Voraussetzung (II'b) hei passend
gewiihltem 4 > 0 (fir » =0,1,2,...):

ra, << A,
also auch:
Mva,) << 4,
und durch Fortsetzung dieser Schlufiweise:
M. (ra,) << A (fiir x =0,1,2,..)),

anders geschrieben, mit Beriicksichtigung von Gl. (4) und der
zugehdrigen Fubinote 3):

1) Nach dem in der Einleitung Gesagten konnte man selbstver-
stindlich statt der Voraussetzung (IIb) auch die Voraussetzung (IIa) zum
Ausgangspunkte nehmen.
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6) »{WM.(5) — M.} <4 (fir 2=0,1,2,...).
Setzt man speziell » =k, so folgt inshesondere, daf:
A
(7) S,IR/‘ (Sr) - EIRI: (S)'— 1) < » .
Nun seien n, n' irgend zwei natiirliche Zahlen und zwar:
n <mn,
ferner bedeute » zuniichst jede ganze Zahl des Intervalls:
(8) n—n' <v<n,

so findet man fiir jedes solche » auf Grund von Ungl. (7)
a fortiori

A
) Wi (s,) — P (50 -1) < o

n—=mn

Krsetzt man hier », bei vorliufigem Ausschluf von » = #n,
der Reihe nach durch » + 1, v+ 2, ...n, so ergibt sich
durch Addition der so entstehenden 7 — » Ungleichungen :

n—1r
(] O) SD?/‘ (Sn) — ‘IRk (S,v) <L n— - A

n' . (nach dem ersten Teil

S von Ungl. (8)),

und diese Ungleichung gilt dann eo ipso auch noch fiir » = n.
Summiert man jetzt Ungleichung (10) nochmals iiber die #'- Werte:
r=n—n'"+1, n—n"42, ..., n so folgt weiter:

12

” n
" m w) — 3 P » I .
11 Ck (8 ) ., _'_z,f: 1 JEk (S ) < n— A
und daher:
1 " n'
m - W M, S (S
(11) NUIA (S”) < oy i —Z"_,’_ ].. Cr (S,v) + e A.

Es bedeute jetzt zweitens » eine Zahl des Iutervalls:
(12) n<r<n4+n,
so hat man nach Ungleichung (7) fiir jedes solche » wiederum
a fortiori

(13) W (5,) — MW (5,-1) < ji

2
19*%
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Ersetzt man hier » der Reihe nach durch » —1, » — 2,
.., 41 und addiert die so entstehenden Ungleichungen
zu Ungleichung (13), so folgt:

n

My (5,) — D (50) < =

< n' . (nach dem zweiten Teil
n von Ungl. (12)),
und daher:
(14) D (52) > Wi (5,) — ° - A

Summiert man diese Ungleichung iiber die n' Werte:
r=mn-+1, n+2, ..., n+n, und dividiert das Resultat
durch %', so kommt:

Zl

n-fn’
(15) D (5.) > o % Mas,) — - A
n nt1

n

Nun ist allgemein fir p<g:
q q 4
2 M (s,) = 2ir W (s2) — 2» Vi (5)
p+1 0 0
=(g+ 1) Vg1(s) — (2 + 1) W1 (50),

anders geschrieben:

[ = (g+ 1) { My 1(59) ~ Vit (5p)} +(7 — ) Ve (5)
= (p+1) { Mg () — D 11 ()} + (@ — 1) M1 (5)-
Wendet man die erste dieser Formeln auf die rechte Seite

von Ungl. (11), die zweite auf diejenige von Ungl. (15) an,
so ergibt sich:

17 1 .
( ) <%‘ {mk-{-l (Sn)‘mk—l—l (Sn—n’» +§):Rk+1 (sn—n’)+ ;‘f: Si A
M () -

(16) 35 i (s,)
p+1

(]

.7.

1 i
[ > "0 M Gutr) = Dt (50} + D (S — ?z .

Nun werde gesetzt:
w' = [en], wo: ¢>0,
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so dall also:

. .n' N £ 7 _ 1
lim(ntn)=o, lim =¢ lim = lim — + -

4
n—=+ » n=w —n 1_8 n—x© 72

Da sodann mit Beriicksichtigung von Gleichung (5):

lim SJJ%I:-{-] (su-{-n’) Snd-n = lim mk+l (sn) Sy = 8,

so folgt aus (17) fir n—.00:

< el
(18) lim My (55) J 5 L=
nor l >s—e- 4

und, da es freisteht, ¢ unbegrenzt zu verkleinern?), schliefilich
in Ubereinstimmung mit Gleichung (5a):

lim W (s0) = s,

n—w

womit der oben ausgesprochene Satz bewiesen ist.

Die Frage, ob der Satz in der eben bewiesenen Fassung
eine grofiere Tragweite besitzt, als in der urspriinglich von
Herrn Hardy angegebenen, ist nicht ohne weiteres zu be-
jahen (wie es bel oberflichlicher Betrachtung vielleicht den
Anschein haben diirfte). Der Satz lehrt, dab die als reduzibel
vorausgesetzte Reihe 2'a, konvergiert, wenn nur so viel fest-
steht, dafi die Zahlen va, einseitig beschrinkt sind. Dadurch
wird die Anwendbarkeit des Satzes im Vergleich zu der
Hardyschen Fassung sicherlich erleichtert, moglicher-
weise auch erweitert (es konnte ja, auch wenn vollstindige

1) Das lduft also darauf hinaus, daBz die friither eingefithrten Zahlen
7' schliefilich der Bedingung »' < »n unterworfen werden. Doch wiire,
wie ein Blick auf die Ungleichungen (17) lehrt, das gewiinschte End-
resultat nicht erzielt worden, wenn man diese Bedingung ohne weiteres
in (17) eingefiihrt hiitte. Der sinnreiche Kunstgriff, den erforderlichen
Grenzprozefs, wie geschehen, in zwel nach einander auszufiihrende zu
zerlegen, diirfte von Herrn de la Vallée Poussin herrithren.
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Beschriinktheit der Zahlen »«, vorhanden sein sollte, auf un-
iiberwindliche Schwierigkeiten stoften, mehr als die einseitige
wirklich festzustellen). Ob aber der Geltungsbereich des
Satzes an Umfang gewonnen hat, hingt doch von der Be-
antwortung der folgenden Frage ab: Gibt es iiberhaupt kon-
vergente Reihen 2'a,, bel denen die Zahlen ra, nur ein-
seitig beschrinkt sind? Fiir den Fall (zum mindesten von
einer bestimmten Stelle ab) durchweg gleichbezeichneter «,
macht es keine Schwierigkeit, die obige Frage zu bejahen.

Hiitte man etwa durchweg a,> 0, und lim»a, <w (2. B.

Vet 0

lim va, == 0, was ja insbesondere der Fall sein muf, wenn

b o)
2'a, konvergiert und die a, eine monotone Folge bilden), so
lassen sich die a, in eine Folge (a,) umordnent), fiir welche

die Beziehung lim va, = -+ o besteht, wiihrend andererseits

1— @
die Beschrinktheit der Zahlen »a, nach unten, sowie die
Konvergenz der Reihe Xa, erhalten bleibt. Doch bietet
dieser Fall, wie auch der sogleich zu besprechende und ganz
analog zu behandelnde der absoluten (also unbedingten)
Konvergenz in dem vorliegenden Zusammenhange kein be-
sonderes Interesse.

@«
Angenommen die Reihe 2» @, enthalte unendlich viele
1

Glieder beiderlei Vorzeichens, so miogen die positiven mit
Ay Ugy ooy ooy

die negativen mit

— P =Py ooy — P
bezetchnet werden. Wegen der I{onvergenz von X, sind dann
die Reihen 2'a,, 2'f, entweder beide konvergent oder beide
divergent. Im ersten Falle ist 2'«, unbedingt konvergent

und, wenn lim va, < oo, lim rf, < o vorausgesetzt wird, so
Vet D =0
1) 8. Math. Ann. 35 (1890), S. 344 — oder auch meine ,Vorlesungen
iiber Zahlenlehre®, Abt. II (1916), S. 353,
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steht es frei, ohne die Konvergenz der Reihe zu storen, die a,
so weit hinauszuschieben, daB fiir die jetzt ebwa mit 2'a, zu be-

zeichnende Reihe lim v @, = -+ o0 wird, wihrend limva, > — o

s ¥ ®
bleibt, bzw. durch hinlingliches Hinausschieben der f, das
entgegengesetzte Resultat zu erzielen.

Sind dagegen die Reihen 2'a,, 2'f, beide divergent,
so tritt bei der Rethe 2'a, der (fiir nutzbringende Anwendung
des fraglichen Satzes wohl ausschlieBlich in Betracht kommende)
Fall bedingter Konvergenz ein, bel dem also die Zulissigkeit
einer Gliederumordnung an verhilltnismiig enge Grenzen ge-
bunden und daher das zuvor eingeschlagene Verfahren niché
ohne weiteres anwendbar ist. Und da ja die bedingte Kon-
vergenz nur dadurch zu Stande kommt, daf bei gleichzeitiger

n n
Unbeschriinktheit von 2»a, und Yi» ., zwischen den «,
1 1

einerseits und den (— f3,) andererseits ein gewisses Gleich-
gewicht besteht, so ist die Vermutung nicht von vornherein
abzuweisen, daB vielleicht im Falle der Konvergenz von 2a,
die Zahlen »a, entweder nach beiden Seiten beschrinkt
“oder nach beiden Seiten unbeschriinkt sein miibten?). Dag
dies aber tatséichlich nicht zutrifft, 1iBit sich folgendermafen
zeigen. Es mdgen die «,, i, so angenommen werden, dab:

> py, limra, = 4w, limrf <+ .

”—rx Y=

Man kann dann die «,, (— f,) nach dem bekannten
Riemannschen Verfahren zu einer bedingt konvergenten
Reihe X'a, mit vorgeschriebener Summe, z. B. mit der
Summe 0, zusammenfassen?). Dabei werden infolge der er-

) linfaches Beispiel fiir beide Eventualitiiten:
1

Vr

w

@0
S ’1' cosvx, Yy
1

1
wo x¥2katkh=0 +1, +2, ...).
?2) Die beiden Anfangsglieder der Reihe Xa, lauten in diesem
Falle: ay — fy.

- cos v,
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sten der obigen Bedingungen die negativen Glieder (— f,)
wesentlich hiufiger auftreten, als die positiven a,. DBe-
zeichnet man nun die positiven Glieder mit @, , die nega-
tiven mit a, , so ist fiir » > 1 durchweg:
DPr > L)

da ja jede beliebige Anzahl von (mindestens zwel) Anfangs-
gliedern auch negative Glieder enthilt und zwar nach dem zu-
vor gesagten zum mindesten von einem gewissen » ab mehr als
die Hiilfte, so dafi alsdann andererseits fiir die «,,, sich ergibt:

1
¥ Ny also: n, <2,

~

Daraus folgt aber, dal:

limp,a, >limrva, =+ o, limn, a, <lim2rp, <-4+ o,

¥=—t o V= ¥ — © Ve x

anders geschrieben:

lmva, = 4 o, limre,>-— o,

V=@ o

d. h. die Zahlen va, sind nach oben unbeschriinkt, nach
unten beschrinkt. Es gibt also auch bedingt konvergente
Reihen X'a,, bei welchen die Zahlen va, nur einseitig be-
schriinkt sind und die infolgedessen nicht auf den urspriing-
lichen Hardyschen Satz, wohl aber auf dessen Landausche
Verallgemeinerung reagieren wiirden.



