Sitzungsberichte

der

mathematisch-physikalischen Klasse

der

Bayerischen Akademie der Wissenschaften

za Minchen

1920. Heft I

Januar- bis Mé&rzsitzung

Mtinchen 1920
Verlag der Bayerischen Akademie der Wissenschaften

in Kommission des G. Franz'schen Verlags (J. Roth)




21

Bedingte Fldchenverhiegungen, inshesondere
Gleitverbhiegungen.

Von Heinrich Liebmann.

Vorgelegt in der Sitzung am 10. Januar 1920.

§ 1. Ubersicht und Vorbemerkungen.

1. Die vorliegende Untersuchung ist verschiedenen Fragen
aus dem umfangreichen Kapitel der Lehre von den Flichen-
verbiegungen gewidmet.

Im zweiten Paragraphen wird die kinematische (Nr. 1)
and die statische Bedeutung (Nr. 2) der von Bianchi zuerst
fir die Untersuchung der infinitesimalen Verbiegungen ver-
wendeten ,assozilerten Fliche®, auf die Volterra und Blaschke
hingewiesen haben, kurz besprochen?).

§ 3 ist der Lehre von den analytischen Flichenverbiegungen
gewidmet. Nr. 1 bringt die bekannten Grundlagen in Erinne-
rung und {lihrt zunichst auf die alte Jellettsche Gleichung (9).
In Nr. 2 wird auch die Verbiegung zweiter Ordnung auf die
Integration einer einzigen partiellen Differentialgleichung zweiter
Ordnung und Quadraturen — anders als von Lagally?) —
zuriickgefiihrt (10) und zur Bestimmung der Verbiegungen
dritter Ordnung (11) fortgeschritten.

1) Vgl. hierzu: A. Voss, Abbildung und Abwickelung zweier Flichen
aufeinander (Math. Enc. II[, D 6a), Nr. 32 (8. 426-—-482). — W. Blaschke,
Kreis und Kugel (Jahresberichte d. D. M. V. 24 (1915), 195—207).

2) M. Lagally, Uber unendlich kleine isometrische Verbiegungen
ciner Fliche mit haherer als erster Anuiiherung. Math, Ann. 76 (1915),
105128,
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In § 4 wird die Differentialgleichung (12) des Bourschen
Problems?), das ist die Aufgabe der Bestimmung der Flichen
aus ihrer ersten quadratischen Differentialform, dem Quadrate
des Bogenelementes, zuniichst in zwei besondere I'ormen ge-
bracht (13, Nr. 1) und (14, Nr. 2), die zu den gesuchten Ver-
allgemeinerungen der Formeln 9—11 fithren, bzw. sich als
besonders geeignet bei Rotationsfliichen erweisen.

Damit wird die Grundlage fiir die veluwrvicrende Destim-
muny der Verbiequngen aller Ordnungen gefunden (vgl, Formel 16,
17 und 18).

Im Anschluf an (I8) werden dann in § 5 Spezialunter-
suchungen fiir die Kugel durchgefiihrt. Hier sind die Ver-
biegungen erster Ordnung (22) durch eine lineare gewshnliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung bestimmt (21), deren
Losung auch vom Standpunkt der Fuchsschen Theorie der
linearen Differentialgleichungen aus besonderes Interesse bietet
(Nr. 1). Es gibt inshesondere unter den infinitesimalen Ver-
biegungen der Kugel eine Auswahl derart, dal bei jeder dieser
Verbiegungen die Punkte eines bestimmten, als Berandung einer
Kalotte vorzustellenden Parallelkreises ebene Bahnen heschireiben
und der Rand als ebene Kurve erhalten bleibt (Nr. 2). Wir
nennen sie Glcitverbicyungen. Is lassen sich dann leicht Paare
isometrischer ebenrandiger Flichenkalotten angeben (Nr. 3).
SchlieBlich wird. noch gezeigh, daB auf Grund von (13) nun-
mehr die Bestimmung der Verbiegungen zweiter Ordnung bei
der Kugel nur noch Quadraturen rationaler I'unktionci erfordert.

In §6 wird eine Reilie weiterer Fragen behandelt. Zu-
niichst wird die Differentialgleichung der Weingartenschen
» Verschiebungsfunktion“ ¢ fiir die infinitesimale Verbiegung
einer geschlossenen konvexen Rotationstliiche (25) aufgestellt
und diskutiert (Nr. 1). Ls ergibt sich, dali infinitesimale Be-
wegungen moglich sind, deren Regularitiitsgebiet nur einen
der beiden Achsenendpunkte ausschliefen (Nr. 2). Sodann lassen
sich die verschiedenen bisher behandelten ,bedingten Ver-

1) Voss, a. a. O, Nro 18 (S, 305 --398),
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hiegungen® affin iibertragen (Nr. 3). Zum SchluB wird noch
ein allgemeiner Satz iiber Gleitverbiegungen konvexer Flichen-
schalen aufgestellt (Nr. 4), der sein Gegenstiick in der Lehre
von den Polyederverbiegungen hat.

2. Ks mag gestattet sein, gleich an dieser Stelle zur Deu-
tung einer von Darboux ohne jede nihere Xrklirung hin-
gestellten Behauptung einen Beitrag zu geben?).

Wie ist wohl die Behauptung?) zu verstehen, daf die Be-
stimmung der Verbiegungen hoherer Ordnung, d. h. der

8 e, A k=12 .. ')’

die in den Formeln (2) und (4), § 3, Nr. 1 auftreten, ,nach
bekannten Siitzen von Cauchy“ durch Quadraturen geleistet
werden kann, sobald die infinitesimalen Verbiegungen &, #, {
hekannt sind?

Die fiir 1% aufgestellte Differentialgleichung (8) ist linear,
aber nicht homogen. Sie wird homogen fiir & = 0, d. h. fiir
die o-Komponente der infinitesimalen Verbiegung, vgl. (9).
Nun zeigt die Anwendung der in der Flichentheorie mit so
oliinzenden Krfolgen verwendeten Laplaceschen Kaskaden-
methode®), daf die unverkiirzte, nicht homogene Differential-
gleichung (8) mit denselben Hilfsmitteln zu integrieren ist,
wie die verkiirzte (9). Das inhomogene Glied ist hier als be-
kannte Funktion vorauszusetzen, es enthilt alle &, 4, { bis
zur Ordnung £ — L.

Also kann man in der Tat sagen, dal, wenn nicht nach
Cauchy, so doch nach Laplace die Bestimmung der Ver-
biegungen hilierer Ordnung nur mehr Quadraturen erfordert,
wenn die infinitesimalen Verbiegungen bekannt sind.

1) Die hier gegebene Krklitrung ist das Krgebnis mehrfacher Be-
sprechungen mit meinem verchrten Kollegen Lagally.

?) Darboux, Théorie générale des surfaces 1V (1896), p. 5. Auch
Voss fihrt diese wichtige Stelle an (a. a. O, S. 427, Anm. 312).

AR Forsyth, Lehrbuch der Differentinlgleichnngen, 2. Auf-
Liee der denlsehien ”IJL‘rw'Lmng (1912), 8. 452 fl,
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Ubrigens wird spiter (§ 5, Nr. 4) die Verbiegung zweiter
Ordnung fiir die Kugel durch Quadraturen geleistet ohne Ver-
wendung der Kaskadenmethode.

3. Die urspriingliche Absicht bet den vorliegenden Unter-
suchungen war, in Verfolgung des Zieles, das der Verfasser
sich in einer Reihe von Arbeiten gestellt hat, weitere konkrete
Fragen der Flichenverbiegung zu losen, und die in Nr. 1 ge-
gebene Ubersicht weist auf die neuen Ergebnisse hin.

Ganz von selbst ergab sich dabei die in § 3 behandelte
Frage. Die gegebene Losung, nimlich die Angabe eines be-
stimmten Weges, um z. B. {® aus £, (... %=1 gllein zu
finden, ist praktisch sehr gut verwendbar. Eines fehlt dieser
Losung: Die elegante Symmetrie der Weingartenschen und
der Lagallyschen Funktion, welche die Verbiegungen erster
und zweiter Ordnung bestimmen.

Zu diesem Ziel gelangt man vielleicht, wenn es moglich
ist, eine Bemerkung von Blaschke') nutzbar zu machen, wo
nach der von ihm (zuvor von Bianchi) behandelte ,Drehrifs,
der dort fiir ein Paar endlich verschiedener isometrischer Fliichen
untersucht wird, durch geeigneten Grenziibergang sich in den
Drehrifs der infinitesimalen Verbiegung, also die assoziierte
Fliche verwandelt. Hier scheint der Weg zu heginnen, der
dazu fiihrt, die Eleganz der fiir die Verbiegungen der ersten
beiden Ordnungen gefundenen Funktionen mit dem Vorzug,
den eine allgemein giiltige Rekursionsformel besitzt, in vollem
Umfang zu vereinigen.

Zur wirklichen Berechnung aber hat sich jedenfalls das
hier gegebene Verfahren bereits bewiihrt,

§ 2. Drehriss und Krifteplan.

1. Bei jeder infinitesimalen Verbiegung, die dem einzelnen
Flichenpunkt P (z, y, <) die Verschiebung ¢&, ¢y, ¢ erteilt,
erleidet das einzelne I'lichenelement mit dieser Verschiebung

1) W. Blaschke, Uber isometrische Flichenpuare (Jahresherichi
d. Do MLV, 22 (1913), 1564--183)
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zugleich eine infinitesimale Drehung?!), deren Komponenten ¢ X,
¢ Y, ¢Z durch die Gleichungen

di= Yd:—Zdy,
(H) dy = Zdx — Xdz,
dl = Xdy — Ydxz

gegeben sind.  Dieses System (1) ist vollkommen iiquivalent
mit der bekannten Gleichung

(19 ded:4dydy +d:ds =0

der infinitesimalen Verbiegung.

Die Fliche mit den rechtwinkligen Koordinaten X, Y, Z
ist genau die ,assoziierte Fliche® oder der ,Drehrif“.

Wir wollen hier zeigen, wie man in einfachster Weise
die Reziprozititseigenschaft beweisen kann, d. h. den Satz,
dafi die Beziehung der Assoziiertheit wechselseitig ist.

7

Die Gleichungen (1), in denen man z, y, & und X, ¥, 7
durch allgemeine GauBische Koordinaten ausgedriickt zu denken
hat, bhesagen doch, daly auch die rechten Seiten dieser Glei-
chungen vollstiindige Differentiale sein miissen, und dann sind

ydd —:dY =dy/l —zY) 4 Yd:r —Zdy = d§,
2dXN—wdZ =d(:X—zxZ) 4 Zdow — Xd: = dy,
2dY —ydX =dxY —yX)+ Xdy —Ydo =d¢

ebenfalls vollstiindige Differentiale. 1is ist also nach (1) oder
(1) die Fliiche (¢, y, -) ihrerseits assoziiert zur Fliiche (X, Y, Z)
bei der infinitesimalen Verbiegung &, 7, .

2. Wir wollen jetzt, zum Teil mit klemer Abschweifung
von dem Wege, den Blaschke a. a. O. gewiihlt hat, noch
zeigen, dal der Drelriff (X, Y, Z) uzugleich als Kidifteplan
innerer Spannungen (d XN, d Y, d /) der Flichenhaut (z, v, )
gedeutet werden kann.

1} Vel. hierzu aufier der bereits angefitbrten Literatur die Arbeit
2Die Verbiegung von geschlossenen und offenen Flichen positiver Kriun-
mune. {Diese Beriehie 1919, S, 267---291))
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Denkt man sich eine biegsame unausdehnbare Ilichen-
haut (x, 7, ) inneren Spannungen (Tangentialspannungen)
unterworfen und danun lings einer geschlossenen Kurve auf-
geschnitten, so setzen sich diese Spannungen zu Elementar-
kriiften zusammen -— wir wollen sie zuniichst mit d.X, 0 Y,
0 Z bezeichnen — die in den einzelnen Elementen ds angreifen.
Zu jeder Schnittrichtung du:dv gehdrt eine solche tangen-
tiale Spannung.

Nun miissen diese Kriifte, die Lings einer beliebigen Schnitt-
kurve auftreten, die Gleichgewichtsbedingungen der an einem
starren Korper angreifenden Kriifte erfiillen, es miissen also
die drei Integrale

fox, fov, fox
und die drei Integrale
Swoz—:0Y), f(eoX—202), f(@dY —yoXN)
liings beliebiger geschlossener Kurven genommen, immer gleich

Null sein.

Demnach sind nicht nur
SN =dXN, dY=dY, s A=dJ
vollstindige Differentiale, sondern auch
dl.=ydZ ~:dY, dM=sdN—udZ, dN=udY —yd\.

Dann sind aber nach Nr. 1 die Flichen (&, y, 2) und
(X, Y, Z) cinander wechselseitig assoziiert.

Hiernach kann also jeder Dichriff einer Fliichenhaut zu-
gleich als Kidfiepluin innerer Spannungen gedeutet werden, und
der reziproken Beziehung zwischen zwel assoziierten Flichen
entspricht die reziproke Beziehung zwischen einer Fliichenhaut
und dem Nriifteplan ihrer inneren Spannungen.

Diese Reziprozitiit entspricht der Zunordnung zwischen
Fachwerk und Krifteplan, hat aber bei Flichenhiiuten doch
einen ctwas andern Sinn als bei Systemen von Stiiben; denn
beim Fachwerk fiillt die Spannung in die Richfung der Stiibe,
whhrend hier die Spumnne o N, o/ Y, d 4 zwar innerhalh der
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Tangentialebene liegt, dagegen nicht in die Richtung des
lilementes ds (du, dv), dem sie zugeordnet ist.

Zur vollen Kinsicht in die Beziehung zwischen (x, y, 2)
und (X, Y, Z) darf vielleicht nochmals besonders hervorgehoben
werden, dal den Unterschieden ¢ X, d Y, d Z der Komponenten
der Drehungen, welche die den Punkten 2 (x, #, 2) und
P4 dx, y+ dy, 2 -1 d&) wugehirigen Flichenelemente er-
leiden (den KNomponenten der relativen Drehunyg) die Kom-
ponenten X, dY, dZ der Spunnuny als gleichwertig zu-
geordnet sind, die auf das Element ds == 1"/’ wirkt. Dagegen
unterscheiden sich die Komponenten 5 dy, 7 der relativen
Verschiebung von den Komponenten d L, d.U, d N der Span-
nungsmomente um die Differentiale der dret Ortsfunktionen
ys—zY, o N—uwd, 2 Y —yX

2

§ 3. Analytische Flichenverbiegungen?).

1. Damit die analytisch von dem Parameter ¢ abhiingenden
Darstellungen
Xy =2 e f S SO
@ =gk e
R 2 m) B
=g el S LS

die Koordinaten einer Schar von Ylichen angeben, die zur
Fliiche (r, y, #) isometrisch sind, mufi die [dentitit

Gl dai + dyi +d:i—dor —dy —d*=0

fiir einen gewissen Werthereich von ¢ bestehen.

Diese Forderung fiihrt aunf eine Rethe von Gleichungen,
diec man i zwei Schritten erhiilt.  Man hat zuniichst in (3)
die Koeffizienten von &, <% usw. gleich Null zu setzen. So-
dann hat man sich die rechtwinkligen Koordinaten (x, y, )
der Ausgangsfliche mm Gaulischen Koordinaten (i, v) dar-
gestellt zu denken

wo== o (, 0), o=y (i, 0), o= (),

Y Die Entwickelungen dieses Paracraphen setzen keine Vorkennt-
TISHC VOYius,
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als deren Funktionen auch die & 4, I zu bestimmen sind.
Man erhilt aus jeder der durch die erste Uberlegung gefun-
denen Gleichungen also wieder drei weitere, indem man die
Koeffizienten von du? d¢* und du dv gleich Null setzt.

In diesem Paragraphen wiihlen wir fir «# und v durchweg
z und y und erhalten dann unter Verwendung der Monge-
schen Bezeichnungen p, ¢, », s, ¢ fir die Differentialquotienten
vom . und im iibrigen von Fulimarken (1, 2) zur Bezeichnung
der Differentiation nach « und y ganz allgemein

L‘(k) +1 (k) + 'I;Ui) . O
> — Vs
(4) U‘] + q '-U- + 1:(’\') — 0
+
k(z.) ") () )
+ o 8 4 g 40" =0
Die P®, @®, [® sind aus den Differentialquotienten von
s und allen & 5, & his zur (& — 1)¥ Stufe zusammengesetzt.
inshesondere ist
PO = 0O = RO = (),

d. h. zur Bestimmung von &, 5, { der niedrigsten Stufe ecr-
hilt man

El 1—1).1 = 0,

e + 45, =,

E:—{— "y +p‘:2 + {f:1 = 0.

Wir wollen nun zuniichst ableiten, dal (4) zur Bestim-
mung von ¥ auf eine partielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung fiihrt, nach deren Integration zur Bestimmung vou
§% gnd 4% nur noch Quadraturen zu leisten sind.  Zu diesem
Zweck spalten wir die letzte Gleichung (4) durch Zerlegung
auf in

A(l. _+_ ([ A(L) + UUI | U:) = ()
x St =
() u. ) rik) tk)

i1 +P>2 + 1 — —_— ()1

|

wobei

[ _l_ R — (b)(l:)
sein wul.,  Durch Difterentiation erhillt man aus der ersten
Gleichung (4) und aus der ersten Gleichung (5):
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&2 plly i 4 2 =0,
also RN /‘“ = 0.
(6) Pt — gl PP — TP~y =0,
Iibenso erhilt man
7) gl —pe - BP — VP L P = 0.
Differenziert man (6) nach y, (7) nach z und addiert, so folgt
8) 250 —rgld —til 4+ P — Q% 4 BY =o.

Aus dieser Diﬁ'erentialgleichung ist C“" zu hestimmen, sodann
aus (6) und (7) ™ und endlich aus (4) und (5) & und ™.

Zur Bestimmung von & i und £ hat man also z. B. aufier
(9) Pl — 2880y 15, =0 i
die Gleichungen

R R -

'y =Pl QS Wy T Plyy T oy,
CRg=—— 7 paguns & 9] e pi ' = r
Sy = T Peyy S = ey — '/1—_—1’*2"*' Y Yy = T4y

Piir die zweiten Differentialquotienten von & erhilt man

e

n T Tl PO S = TSy T PG

=t — iy =y = — 1 — ply

Iy

und entsprechend fiir 5:

My =70 =00 =85 — @0y U= — 13— 1o,
die zweiten Differentialquotienten von & und » kénnen also
durch die von { und # vollstindig ausgedriickt werden.

2. Wir gehen weiter zu den Verbiegungen zweiter Stufe
(50, 9™ £O) und dritter Stufe (&%, 4, (). Die Ansitze
(2) und (3) fiihren, wenn man den Koeffizienten von £ gleich
Null setzt, auf

23dxd&Y - YdE = 0.
Dies gibt
ED o p o PO =0,
(4" R+ i+ 1 =0,
§9 4y + pl 4 LY 4 QN = 0;
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dabel ist gesetzt
FIE=PO, JX8E =R &&= Q.

Um hieraus die Differentialgleichung fiir ¢ zu bilden
(=] tel b)
braucht man nach (8) noch

I — R + R,
wofiir sich ergibt

.l‘ (5“

Tre

)
22— ,1’1)-

Die ersten beiden Glieder der Summe werden mit Riick-
sicht auf die Formeln am Schluff von Nr. 1 und auf (9):

2 T ‘E;‘l = ('{ - 32) :‘f 'J[‘ 2)2(:11 :12 S :'{)z).
i tae —— 7];2-_1 = ("f — 5'2) & 4 (l? (L o — &0,

so daB (8) jetzt die Gestalt annimmt

riR =280+ 4+ (1 + 9" 0 Gl — D

Ot —s) (3 = 0.

Iy

(10)

Man braucht also, um £ zu bestimmen, nur 2 zu kennen
(nicht & und 5!). Wir werden (10) spiter in anderer Form
zur Berechnung der Verbiegung zweiter Ordnung fiir die Kugel
heranziehen (§ 5) und besprechen hier nur kurz ein anderes
Beispiel.

Beim Zyperbolischen Paraboloid

r=xy, r=t=0,s=1)

wird aus (9) erhalten
:1_' = 0,
also
=7 +gy)
und auch (10) ist in diesem Falle sofort zu integrieren.
Um die Verbiegungen dritter Ordnung zu hestimmen, hat
man zuniichst in (3) den Koeffizienten von &3, also
28dzdi® 4-23dEdED

gleich Null zu setzen.
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Dies fithrt aut die Gleichungen
5&) ,}_ pe ’-(2) -l_ JE f:(‘) — ()

gl) _+_ qé (2) 1 2E (1) == (),

P 4P S 5 = 0

und hieraus erhiilt man miihelos

PO — 250 F HD XD 4 S8 — 285 E, 8 = 0.

.

(+)

~
-~

frr

Daran schlieBt sich jetzt eine lingere, aber durchaus
elementare Rechnung, die schlieBlich auf folgende Differential-
gleichung fithrt:

e — ‘)9.1,'+1‘:ﬁ 200t — (&0 4 &)
(11) — (Po o) (R — 2L £
- (] f‘]'g "*‘Q)(’enszz *‘24‘%11)‘*‘ Lan ‘gl) 0.

Diese Differentialgleichung ist #hnlich gebaut wie (10):
Sie enthiilt weder %, 4 noch £, 3V, sondern eben nur £ und £,
Man kann sich die Miihe erspaven, sie nachzupriifen, da sie,
wie wir sehen swerden, auf ganz anderem Wege gewonnen
werden kann.

§ 4. Die rekurrierende Differentialgleichung der analytischen
Verbiegungen.

Um die allgemeine rekurrierende Differentialgleichung
zu finden, welche &% mit den & & ... =D oder ™ mit
e eyt ader 8 mit £, SO .. - 2% Y verbindet, hat
man den elementaren Rahmen der Berechnungen von § 3 zu
verlassen; man mufi vielmehr von der Differentialgleichung
des Bourschen Problems ausgehen und sie durch Reihen-
entwickelung nach Potenzen von ¢ zergliedern.

Wir gehen also davon aus, daB die rechtwinkligen Koor-

dinaten der Fliche mit dem Bogenelement ;

ds?* = Fdu® - 2Fdude + (7 d2?
als Funktionen der allgemeinen Gaufischen Flichenkoordi-
naten (u, v) die Gleichung erfiillen?)

(12) lpf=010—4,1) K.

H Vel YVoss, a.a. O, 3, 896, Gleichung (2).
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In (12) ist K das Kriimmungsma, ferner

(po BE—2Fff 4+ Gf
Af = rG—1

der erste Differentialparameter, und auf der linken Seite steht
der folgende zweite Differentialparameter

Aol ="pa_

hierin sind die Abkiirzungen gebraucht
: ik . i s ;
fL,’;: l'lc_{zl }](1__{10 }f‘} (l, ]J: 1,2 .

Die hier auftretenden Christoffelschen Symbole kinnen
aus den Lehrbiichern der Flichentheorie!) entnommen werden.

Jetzt ist der einzuschlagende Weg klar vorgezeichnet: Ist
z. B. 2 (u, v) die dritte Koordinate einer Fliche mit dem ge-
gebenen Bogenelement, so erfillt # die Gleichung (12). Man
setzt dann

f= )+ 2,
und erhilt fiiv 7 eine Differentialgleichung aus (12). Schlief-
lich setzt man
7 — 6{-{-- 52:(1)_1‘_835('1) R

in diese Gleichung ein und fordert sodann, dal die Koeifi-
zienten von &, % &3 .. . gleich Null werden. Auf diesem
Wege erhilt man die Kette der rekurrierenden Differential-
gleichungen fiir £, ¢ usw.

Wir wollen die Gleichung fitv [ zunichst aufstellen, aus-
gehend von der Form der Flichengleichung

=z (x, )
Dann wird
E=14p, F=pq, G=1+44¢,
fu="Tlu—rM, fo="Ffe— M, [y = fop— 12,

1) Z. B. Bianchi, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, 2. Auf-
lage der {Tbersetzung von Lukat (1910), S. 202, 115 nnd G6.
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o Phtal
Lt p* + g%
ferner ist
rt— §2

(1 + 92+ ¢*)®

A f =T 2pahifo+ A )
' L+ 2+ ¢
so dafs (12) die Gestalt annimmt

K =

und

/u/z"“‘/: » (1)/1 f)‘Qf;)( f22

= ' Vs ! + ¢*
rt—s?) 3 "
1%ﬁ+fm+ﬂ—n=g

Die Bedeutung dieser Gleichung ist also folgende:
Gegeben sei die Fliche

25 fg 4 ti)
(13)
+

7=z (x,¥).
Wenn dann die Fliiche
=+ 2@y, n=a+X@n, 1,—=y+ Ty
isometriseh ist zu ihr, so erfiillen x, y, 2, uls Funktionen von
z und y die Differentialgleichung (13).

2. Wir wollen auch den Gang der Rechnung angeben,
die auf die Differentialgleichung fiihrt, welche die Biegungs-
fliichen einer gegebenen Rotationsfliche bestimmdt.

Ist die Rotationsfliche gegeben durch

xr=rcosv, y=rsinv,

L "
(14) ' S
ro== | ocosudu, z=-—|osimudu, o= (@),
L%
0 0
so wird
ds? = 0¥ du® + dv?,
Fod i oL
,llf Y -+ 2

und die Christoffelschen Symbole werden
Sitzungsb. d. math.-phys, Ki. Jahrg. 1920, 3
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11 ot 11 f12] 12 cosu
l=o o= )= {5 =

22| cosu 22|
1= ! o’ 2 [

Das Kritmmungsmali ist

sin
S s,
’o

(4

K=

und so erhiilt man schlieflich die Differentialgleichung

. £ i
(15) fofu—fh 4 1I0T5% 4 9 ol 00030 fifmo

0 r 0
f

2
Q

+

(rosinu —ro' cosu) 4 )f: (rosimu—o*cos*u) —rosinu =10.

Die FuBmarken deuten selbstverstiindlich die Differen-
tiation nach 2 und » an.

Der Sinn dieser Differentialgleichung ist also:
Damit die Fliche

Z, = rcosv + X (ll, v), Y, =7 smo -+ Y (i, v),
t
4 == —J o sinwdu 4+ Z(u, v)
0

auf die Rotationsfliche (14) abwickelbar ist, miissen z, (u,v),
Y, (i1, v), 2 (w, v) der Gleichung (15) geniigen.

Von diesen Stammgleichungen (13) und (15) aus wollen
wir jetzt zur Bestimmung der analytischen Verbiegungen fort-
schreiten.

3. Das Programm ist in Nr. 1 vollstiindig entwickelt
worden; wir schreiten zur Ausfithrung. Um

2@y =z (2, y) — (@9
zu erhalten, hat man in (13) z, einzusetzen und erhiilt fiir
Z (2, y) die Gleichung
(16) (rZgy —25Zy+t2,)(1 —pZ, —qZ,)
(U P ) By 2y — Z2) + (= ) (2 2 =0,
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Setzt man hier
S=z{,
so erhilt man, indem man den Faktor von & gleich Null
setzt, wieder
L - T

(9) ¥log— 280+ L, = 0.

Fithrt man sodann ein

Z = el + W,

so wird der Faktor von &*:

rl — 2800 + 1L — (Pl q8y) (i — 288, +22,)
A+ ) G G — o) + =) (G + G
und man erhilt durch Nullsetzen mit Riicksicht auf (9) wieder
die Gleichung (10).

Die allgemeine Rekursionsgleichung hinzuschreiben, er-
iibrigt sich wohl; sie wiirde eine viel uniibersichtlichere Form
haben, als die Stammgleichung (16); aus der sie jederzeit her-
gestellt werden kann.

Lehrreicher ist es, die Differentialgleichungen fiir X' und
)" herzustellen,  Setzt man in (13)

f=a+X,
so erhiilt man fiir X die Gleichung:
(X Xpp— X)) U+ ) — (pU + XD+ ¢ X)) (r Xpp—25 X,
+1X,) + 0t =) X, + X+ X)) =0,
und hieraus z. B. fiir &:
28, (rt —s) —p(ré,—2s&,+t&,)=0.
4. Wir geben nun noch den Gang fiir die Berechnung

der infinitesimalen bzw. analytischen Verbiegungen von Rotations-
flichen an, mit Beschrinkung anf die z-Koordinate.
Setzt man in (15) ein
%
f=2-+ Z(u,v)=— jvg sinu du -{- Z (u, v),
.

)
so kommt

3*
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fi= -0 simu-+ /7, [,=17,,
fu=-—o'sinu—ocosu-+ 2, [12=>27yn [= "y

und als Stammgleichung zur Bestimmung der I, (9, 2% .
demnach:

/
Zyg ¥ sin cos - Zo, (0 cosu - o' sinw) - 1 Kl 4+ sin?u

i

o' . I e L reosu A S0
~ % sinu cosu)zlnln» AN AV I

0 I L)
(7 ) Loy L0 cOSU | Y )
L 2y 0 COS U :
4 paAlIBS -+ ,’_;1 (rosinu — ro' cosu)
y 0
72

2 .
4+ i (7o sinu — o cos*u).

Insbesondere erhiilt man fiir den Fall der Kugel (0 = 1)
die Gleichung

Zyg sintu cosu 4 Ay, cosu - Z sinu (14 sin®u)
(18) = 7, Zyy— Zis - Z, Zyy sinucosu + 27, 7, cotu
+ Zisin®u 4+ A3 - cot?a).

Damit ist fiir die Bestimmung analytischer Verbiegungen
aus der allgemeinen Differentialgleichung (12) nach den ver-
schiedensten Seiten hin der Weg gebahnt.

Beiliinfig bemerkt, es hat wohl grofier Mut zur Aufstel-
lung dieser Gleichung gehirt; ist doch von vorneherein kaum
zu erwarten, daB die Aufgabe, drei Funktionen von zwel Ver-
inderlichen aus drei partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung zu bestimmen, schlieBlich auf eine einzige partielle
Differentialgleichung zweiter Ordnung fiihrt. Man hiitte viel-
mehr auf ein System von Differentialgleichungen hoherer Ord-
nung zu rechnen, fiir die gemeinsame Lisungen zu suchen sind.

§ 5. Die analytischen Verbiegungen der Kugel.
1. Um die infinitesimalen Verbiegungen der Kugel
(19 T=SIMUCcosv, ¢ ==sinusine, = Cosu

zu erhalten, kann man die auf elementarem Weg gefundene
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Differentialgleichung (9) transformieren, indem man sie auf
die Form bhringt

(O -1 (STE- O
3 (u, v) 3 (u, v)

und hier einsetzt

&y = — cosvtangu, 2,= — sinvtangu,

. . COSV . sinv . osinw . COSV

Lw == h — = g = - S . .
Yeosu  Esinw’ 7Y ! cos u Zginu

Finfacher ist es, sich diese Recheniibung zu ersparen und
aus der mit Hilfe von (12) gefundenen Gleichung (18) un-
mittelbar zu entnehmen:

g - - 2

. 9° ¢ . . 5 5900 S
18° sin®u cosu ., 4+ sinu(l sin®u COS 2% = 0.
(487 o T (L + )au + vt

Fiihrt man hier an Stelle von « ein

¢t

52

so kommt
@0 e mE S i gse m g wmTl <
arr T at 2?2 '
Wenn wir jetst eine reguliive Verbiegung des Gebietes
betrachten, das den Nordpol (f == 0) enthiilt, so ist ¢ in Ge-
stalt einer trigonometrischen Rethe vorzuschreiben, die nach
den Sinus und Cosinus der ganzzahligen Vielfachen von v
fortsehreitet, wobel die Koeffizienten Funktionen von ¢ sind.
Beide Koeffizienten, der von sin kv und cos kv, erfitllen die-
selbe Differentialgleichung
21y &2 -3 - Bt =0
Die Fundamentall(ﬁsungen dieser Gleichung sind
1+/¢+(l I e i e A S O R A
12 : 1+ ’

sic gehen ineinander {iber, wenn man ( mit { ) vertauscht.
Das war von vornchercin zu erwarten, denn dieser Vertauschung
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entspricht die Vertauschung von Nordpol und Siidpol der
Kugel?).

Ubrigens kommt fiir die Umgebung des Nordpols, wenn
k> 2, nur die erste Losung als reguliir in Betracht, die zweite
hat fiir £ = 0 einen Pol.

Fir £ = 1 erhilt man
21
f=c 14
und diese Losung bedeutet, wie nicht weiter ausgefithrt zu
werden braucht, eine infinitesimale Bewegung.

So erhiilt man schlie&lich

= ¢sinwu,

(22) (@ o) = ﬁ (ar coskv + b sinkv) t¢ Ll
- 1+
als Losung, deren Regularititsbereich nur den Sitdpol (¢ = =).
ausschliet.
Die zugehérigen & und » sind durch Quadraturen zu
bestimmen, und zwar entsprechen dem Gliede

@9) e g LRkt a—ne

& —_— s kv
k l—i—f& COS KU

die Glieder
fk+ 1

& = 15 ((F—T1ycos (b + 1yv+ (b4 1)cos(h—1)v)
te+1 .
M= T ((k—=1)ysin(k + Dye — (k- 1I)sin(k—1)v).

2. Der fiir { gefundene Ausdruck gibt auch Aufschlub
tiber infinitesimale Verbiegungen von bedingtem Charakter,

1) Die Integration von (21) ist die einzige Aufgube, die auBer
Quadraturen zu leisten ist, wenn man die analytischen Verbiegungen
der Kugel bestimmen will. Die Losung wuorde auf induktivem Wege
gefunden; man kann sie aber auch systematisch aus der ¥Fuchsschen
Theorie ableiten. Ich verdanke diese Feststellung meinem verehrten
Kollegen Schlesinger, der (21) als ein schr instruktives Beispiel fir
eine Rethe von Sitzen dieser Theorie bezeichnet hat.
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die wir Gleitverbiegungen nennen wollent); darunter verstehen
wir Verbiegungen einer Kalotte, wobei der den Rand bildende
Parallelkreis als ebene Kurve erhalten bleiben soll.

Bei der Untersuchung kann man ohne Einschriinkung
der Allgemeinheit des Ergebnisses verlangen, daB ( lings des
Parallelkreises, also fiir jeden Wert von v, gleich Null werden
soll. Das ist insofern keine Spezialisierung, als diese Neben-
bedingung immer nachtriiglich durch Hinzufiigen einer in-
finitesimalen Bewegung erfiillt werden kann, wenn nur der
Parallelkreis eine ebene Kurve bleibt. Kin Blick auf (22)
zeigt, daf alle Verbiegungen, die das Geforderte leisten, von
der Form (23) sein miissen.

Als Randkurven von Kalotten, die mit Erhaltung ebener
Berandung verbieghar sind, treten also nur die durch

oder
cosu = — 1:Fk

gegebenen auf, das sind also ,stidliche Parallelkreise®, deren

. , 1 .
Ebenen von der Aquatorebene die Abstiinde usw. besitzen.

2' 38
Den zunehmenden Werten von & entsprechen Parallel-

kreise, die den Aquator </.: =w,t=1u= ;) als Hiufungs-

kurve haben, aber die halbe, durch den Aquator begrenzte Kugel-
fliiche Lafit Leine infinitesimale Gleitverbieguny zu, denn fir ¢ = 1
ist & nach (22) nur dann identisch Null, wenn alle «; und b
gleich Null gewiihlt werden, und dann liegt eine infinitesimale
Bewegung vor.

Ob auch endliche stetige Gleitverbiegungen mdaglich sind,
wober dann nur die angegebenen Kugelkalotten als Objekte
solcher Verbiegungen in Betracht kommen, bleibt vorliufig
unentschieden.

1) Vel. diese Berichte (1919), 8. 281,
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3. Man kann noch eine Folgerung ziehen, wenn man sich
an den bekannten Zusammenhang erinnert, der eine Beziehung
zwischen einer infinitesimalen Verbiegung und einem (endlich
verschiedenen) isometrischen Flichenpaar herstellt.

Es stellen niimlich wegen
Sd@x el =2da?f 23dé = Z(dx— e&))?
die Gleichungen
=24 ely, Y=y eg, 2 =&l
und
(132———‘23'—8:];, Yp =Y — &, 2’222'——8:,;

zwel isometrische Flichen dar, die wir uns beide durch die Linie

U == 7T — arc cos :

k’
die auf beiden Flichen in der Lbene

== (COS Uy

gelegen ist, begrenzt denken. Damit ist die Existenz isome-
trischer ebenrandiger, itbrigens algebraischer Paare von Flichen-
kalotten nachgewiesen.

4. Die Bestimmung der Verbiegungen zweiter Ordnung
fiir die Kugel ist nunmehr auf elementare Rechnuugen und
Ausfthrung von Quadraturen rationaler Funktionen zuriick-
gefiithrt. In der Tat erhiilt man aus der Stammgleichung (18)
unter Verwendung von (22) fiir [ jetzt eine Differential-
gleichung von der Form

224D ) it 220 (1)
A=t 5 4t 88— ~}~(1—t4)»a-vz
G Ay

-}- L (Ap () cosko + DBy (1) sinkv),

wobel die Koeffizienten rechterhand Summen rationaler Funk-
tionen sind. Die rechte Seite ist zuniichst aus Produkten und
Quadranten trigonometrischer Reihen zusammengesetzt, die nach
den Sinus und Cosinus der Vielfachen von v fortschreiten, und
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es mufl also diese Reihe erst richtig geordnet werden. Dabel
hat man folgende Regel einzuhalten:

In jedem Produkt von der Form
(%’ + f} (ay cos kv 4 by sin /w)) (02“ + i} (e cos kv - dysin /cv))
Z 1 1

dritcke man cos v und sin kv aus durch ¢ und ¢ v, ordne
jeden der beiden Faktoren nach auf- und absteigenden Potenzen
von ¢'® und multipliziere die so geordneten Reihen aus. Das
formal gebildete Produkt ist wieder nach auf- und absteigen-
den Potenzen von e’ und endlich wieder nach trigonometri-
schen Funktionen cos Zv und sin kv zu ordnen.

(24) zerfillt dann, wenn man den Ausatz macht
(W= 1g,0t)+ f_), (g (t) cos kv - Ju () sin ki v)
1
wieder in gewohnliche Differentialgleichungen von der Form
A=) gi(0) + L1+ 88— ) git) — 12 (L — ) g (1) = Ax (1)

und entsprechende Gleichungen fir /i (£).

Die Integration dieser Gleichungen erfordert, da die Lo-
sungen der verkiirzten Gleichung vorliegen, nur Quadraturen.

9 setzt sich dann zusammen aus den mit neuen Koeffi-
zienten «y, b, auszustattenden Lisungen der verkiirzten Glei-
chungen und den durch Variation der Konstanten nach dem
soeben angegebenen Verfahren berechneten ,partikuliren Lo-
sungen* der unverkiirzten Gletchung (24).

Dieses partikulire Integral hat beispielsweise, wenn man
von (23) ausgeht, die Gestalt

(D = 1) far(l) cos 2 m,

Hs lohnt sich wohl, die hier skizzierte, durchaus elemen-
tare Rechnung einmal auszufithren und unter Zugrundelegung
von 5,, {8 und weiter I{¥ zu berechnen; man muf dann
Fliichen erhalten, die in betriichtlicher Umgebung des Nord-
pols gute ,Modellgenanighkert, d. h. naliezu konstantes Nritm-
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mungsmall Eins besitzen, um dann freilich beim Uberschreiten

des Parallelkreises ¢ = |/'3 starke Abweichungen zu erleiden
und sich (fiir # = «) ins Unendliche zu erstrecken.

Noch andere Untersuchungen kionnen daran gekniip{t wer-
den, z. B. wiire es von Interesse, festzustellen, ob man auf
diesem Wege vielleicht Flichen mit ebenen Kriimmungslinien
erhalten kann, die dann starke Anniiherung an die Enneper-
schen Flichen aufweisen wiirden.

§ 6. Verbiegungen konvexer Rotationsfiichen und anderer
konvexer Fldchen.

1. Wir haben bisher von der Verwendung der Wein-
gartenschen Funktion ¢ abgesehen. Jetzt werden wir zar
Bestimmung der infinitesimalen Verbiegungen konvexer ge-
schlossener Rotationsflichen von ihr Gebrauch machen aus
einem bald (am Schluf von Nr. 2) niiher zu erliuternden Grund.

Bedient man sich derselben ¥lichenkoordinaten u, v wie
in (§ 4) niimlich der sphirischen Koordinaten (Poldistanz und
Liinge) des bei der Abbildung durch parallele Normalen ent-
stehenden sphiirischen Bildes

N =sinucosr, Y =sinusine, 4= cosu,
dann wird?)
D= —y, D=0, ['= —rsinu,
und die Ditferentialgleichung fiir ¢ wird
25) sinu(rqy, 4 ocosug) + 0 gy -+ oy sinu(r - osinu) = 0.

Diese Gleichung ist wieder durch den periodischen Ansatz
o
) . @ .
g (u,0) = L)+ 2 (fi o) - coshv 4 g () sk v)
1

auf” gewohnliche lineare Gleichungen zuriickzufithren, indem
man Koeftizientenvergleichune anwendet, und man erhilt so-
woll fir fi wic fiir 4. die Bedingung:

Y Vel Biawnebhi, o, a, O, S, 294 1,
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sinw (r fx (w) + o cosufr (u)) + fr (u) (7 sinu

+ osin*u — pk*) = 0.

Singuldre Stellen sind nur die Achsenendpunkte (u = 0
und % = 7). Fiihrt man ein

t=tgg,

so nimmt die Gleichung die Form an

& fi N
() e =t ah=0,

also gibt es zwei Fundamentallosungen
Lk Fk (t), % G/; (l‘),

wobei 1% (t) und G4 (f) fir alle endlichen Werte von ¢ kon-
vergieren. Beniitzt man jedesmal die erste Losung, so erhiilt
man eine auf der ganzen Fliche mit Ausnahme des Siidpoles
(t = ) regulire Weingartensche Funktion.

2. Man entnimmt hieraus, daf die konvexe. Rotations-
fliche analytische infinitesimale Verbiegungen zulifit, die tiber-
all mit Ausnahme eines der beiden Pole regulir sind. Man
wird also auf den Satz gefithrt: Jede konvere geschlossene Rota-
lionsfliiche lipt requlire infinitesimale Verbiequngen zu, sobald
man in sie cin beliebig kleines, einen der beiden Pole ausschal-
tendes Locl geschnitten hal.

Dieser Satz bedarf aber, damit sein Beweis bindend wird,
noch einiger ergiinzenden Betrachtungen. Man muf nimlich
den Nachweis erbringen, dafi der Regularitiitsbereich der in-
finitesimalen Verbiegungen mit dem Regularitiitsreich der Funk-
tion ¢ zusammenfiillt, Wir betrachten zu diesems Zweck den
Zusammenhang von ¢ mit den Komponenten & », I der in-
finitesimalen Verbiegung. ¢ ist nach Volterra die nach der
Normale genommene Komponente der infinitesimalen Drelung,
die ein Element der Fliiche erleidet. Bezeichnet man die Kom-
ponenten der Drehung wieder mit X, ), Z (wie in § 1), so
wird also
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Z
[ R — ===
T Vit tg
wobel gesetzt ist
y 4 =1)X+ QIF—Z)

und es ist nach (1)

Sre

1= TPy S =D = T g g iy =y
Differenziert man die erste Gleichung nach y und die
zweite nach «, so erhiilt man

Pag = 85y 7= /5
und ebenso
§ 1 =15

(Nebenbei bemerkt, folgt aus diesen beiden Gleichungen
einerseits wieder (9), anderseits die partielle Differentialglei-
chung fiir 7 und damit fiir ¢, freilich in spezieller Gestalt,
weil x und y, nicht die allgemeinen Flichenkoordinaten « und »
als unabhiingige Verinderliche gewithlt sind.)

Man erhiillt dann aus ¢ oder y die & 4, J durch Qua-
draturen. Nimmt man eine bestimmte Losung ¢, so sind diese
Komponenten sicher soweit regulir, als die Formeln anwend-
bar sind, d. h. die z-Achse nicht zur Tangentialebene parallel
ist, also vom Nordpol bis zumn grofiten Parallelkreis. Dort hat
man dann zu einem neuen rechtwinkligen Achsensystem tiber-
zugehen, zu dessen z-Achse man die (auf der Drehachse senk-
rechte) Normale withlt. Man kann im Sinne von Hilbert?)

<

wschalenformige Verschmelzung® der Regularitiitsgebiete vor-
nehmen, d. h. die Fliche in vier emander zum Teil dber-
deckende Gebiete zerlegt denken, so dafi kein Punkt, ausge-
nomnien den auch fiir ¢ singuliiven Stidpol, aufierhalb aller
Regularitiitsgebiete liegt. Hieraus folgt dann, dati £ 4, o sich
tatsiichlich iiberall mit Ausnahme des Stdpols reguliiv verhalten.

Damit ist der zu Anfang dieser Nummer ausgesprochene

Satz bewlesen.

YoDoHilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der Integral
vleichungen VI (Gatt, Nuchr, 1910, 850—119).



Bedingte Flichenverblegnungen ete. 15

Im Anschluf hieran sind noch zwei Bemerkungen zu machen.

Zunidichst eine geometrische Folgerung: Die Methode von
§ 5, Nr. 3 fiihrt hier auf endlich verschiedene Paare offener,
aber mit beliebig kleiner Offuung versehener isometrischer, kon-
vexer Flichenschalen, freilich ohne daf ein Verbiegungsvor-
gang angegeben wird.

Ferner: Die Weingartensche Funktion, deren voller
Regulavitiitsbereich in Nr. 1 erwiesen werden konnte, gibt, wie
unsere Betrachtungen zeigen, ein viel besseres Hilfsmittel an
die Hand, als durch die aus (17) folgende Gleichung:

. 3% ; 0
;SInY COS U r{ 1+ sin?u — =
Ju? T 0

o
| . [ s>
4 (g eosu 4 p S””“)a,,-z =0

i

. 3.
S COS 2% | —
du

gegeben ist.
Fir die allgemeine Untersuchung dieser Gleichung wiire

)

niumlich der grifite Darallelkreis (u =7, cos'n-——O) eln
2

Hindernis, eine Schranlke, iiber die erst die Weingartensche

Funktion hinweghilft.

3. In diesen Zusammenhang gehort noch die Bemerkung,
dafz nicht nur die _angebohrte® Kugel, sondern auch die mit
einer beliebig kleinen Offnung verschene Ellipsoidfiiche infini-
tesimale Verbiegungen zu lassen. Dasselbe gilt fitr die zu
konvexen Rotationstliichen affinen Flichen, wenn man zuvor
das einer Polkappe euntsprechende Stiick ausgeschuitten hat.

Alle diese Siitze folgen sofort aus dem bekannten Umstand,
daf3 die Grundgleichung der infinitesimalen Verbiegung, nimlich

(19 dedf+dydy+dadd =0
bei den kontragredienten linearen Substitutionen

T e T A Sl PO

S=ay & A ayy + ay
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unveriindert bleibt, womit dann jede reguliire infinitesimale
Verbiegung einer Fliche zugleich entsprechende Verbiegungen
fir affine Flichen an die Hand gibt.

In diesem Sinne fithrt dann z. B. § 5, Nr. 8 durch An-
wendung von Affinitit auf die Konstruktion von Ellipsoid-
kalotten, die Gleitverbiegungen zu lassen.’

So erhiilt denn der Bestand an verbiegbaren Flichenstiicken
einen betriichtlichen Zuwachs — doch wird es noch mancher
Untersuchungen bediirfen, bis die analytische Begriindung dem
nachkommt, was fiir die Anschauung als Gewitheit bezeichnet
werden kann?).

4. Wir wollen noch ein letztes Beispiel bedingter infini-
tesimaler Verbiegung behandeln, niimlich allgemein die Gleit-
verbiegung konvexer Flichenkalotten in Angriff nehmen.

Dabei wollen wir die Fragestellung noch etwas verall-
gemeinern: Wirsuchen nach einfachen ligenschaften der Kurven,
lings deren eine Komponente der infinitesimalen Verschiebung,
z. B. 2, gleich Null ist. (Ist eine solche Nulllurve eben, dann
liegt eine Gleitverbiegung vor.)

Uber die Nullkurven gibt nun die Differentialgleichung (9)
in sehr allgemeiner Weise Aufschlu. Entwickelt man I nach
Potenzen von (z — ), (¥ — ¥,). wobel x,, ¥, (z,) ein Punkt
der Fliche ist, in dem 7, s, ¢ die Werte r,, sy, £, haben mogen,
so kommt aus (9) fir die Glieder niedrigster Ordnung die
Differentialgleichung

¢ ~(m) o o =lm) . v“(){))l] — 0

0=11 — &S .i2 Fo o22

Dabei ist unter Voraussetzung der Konvexitiit
roly — S > 0,

daher S indefinit und I (z,, y,) also kein extremer Wert.
Im Regularitiitsgebiet, wo die Entwickelung konvergiert, hat
also 7 kein Maximum und kein Minimum.

I . . . .t .
') Es ist zu erwarten, dal jede Eifliche, aus der ein beliebig kleines
Stiick herausgesehnitten ist, verbogen werden kann.
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Dieses Gebiet kann so gewiithlt werden:

Ein beliebiger Punkt 0 der Fliiche wird zum Koordinaten-
anfang gewithlt und die Tangentialebene daselbst als 2 y-Ebene;
es reicht danu bis zu den Punkten der Fliiche, in denen die
Tangentialebene zur z-Achse, d. h. der Normale in 0 parallel ist.

Es ergibt sich also, dali die Komponente der infinitesi-
malen Verschiebhung in einer bestimmten Richtung ihre Ex-
treme nicht erreichen kann diesseits der Kigenschattengrenze,
die bei Beleuchtung parallel zu dieser Richtung auftritt. £ kann
nicht lings einer innerhalb dieser Grenze gelegenen geschlos-
senen Kurve gleich Null sein, ohne dali die Verbiegung in
eine Bewegung ausartet. Dagegen kann . gleich Null werden
liings einer geschlossenen Kurve, die im Eigenschattengebiet
liegt. Doch kennt man Einzelheiten hieriiber nicht, abgesehen
von den Gleitverbiegungen fiir Kugel und Ellipsoid, die wir
im Laufe unserer Untersuchungen kennen gelernt haben (§ 5,
Nr. 2 und § 6, Nr. 3).

Durch Anwendung des schon in § 5, Nr. 3 gebrauchten
Verfahrens lassen sich noch weitere Schliisse ziehen?!). Zwei
isometrische Flichenkalotten, deren Rinder in derselben Ebene
liegen, fiilhren zur Konstruktion einer infinitesimalen Gleit-
verbiegung der ,Mittelfliche“, d. h. des Ortes des Mittelpunkts
der Verbindungsstrecken entsprechender Punktepaare. Aus dem
soeben fiir infinitesimale Gleitverbiegungen bewiesenen Satze
folgt also:

Liine IMlichenkolotte durchivey positiver Kriimmung, deren
bei der Abbildung dwrch parallele Novmalen evhaltenes sphiri-
sches Dild innerhall eines Haupthreises der Kugel liegt, it
keine endliche stetige (ileitverbiequng zu.

Dieser Satz hat sein Gegenstiick in der Lehre von den
Polyederdeformationen. Ein Polyederdeckel, das heift eine von
ebenem, offenem Rand begrenzte konvexe Polyederhaube (S),
die in Verbindung mit dem Spiegelbild (S’) an der Ebene der

1) Vgl. diese Berichte (1919), S. 282284,
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Randkurve ein geschlossenes konvexes Polyder (S 4 S) bildet,
kann auch keine ,Gleitverblegung® zulassen, bei der das offene
Randpolygon eben bleibt; denn hieraus wiirde, in Widerspruch
zum Cauchyschen Polyvedersatz, die Deformation von (S - S°)

folgen.



