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Uber eine Erweiterung des Stieltjesschen Momenten-
problems.

Von Hans Hamburger (Berlin).
(Vorlintige Mitteilung.)?)

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 15. November 1919,

§ L

1. Es sel eine formale Potenzreihe der Form

(1) ;3(%)2"0,_ ’l _{_c_",....

2 <y “a

vorgelegt, iiber deren Konvergenz nichts vorausgesetzt wird.

Man bilde aus ihren Koeffizienten die Hankelschen Deter-
minanten

Ca ’:] Coi—1 “1 s (‘g Cm
& Cay Cm Cys O34 Cint1
! )
( T R R S T SRR e R RSP o ])In e+ v 4 e e e w e e .
............. | 5 6 0600 Hooo oo
Cim -1y Cry o o o0 Cagyn, Cony nlll*[-] s e ey C2mm

und mache die Voraussetzung, dal siimtliche ¢, reell, €, und
B, von Null verschieden sind. Dann liBt sich die Potenz-
rethe (1) formal durch ein einfaches Divisionsverfahren in einen
Kettenbruch von der Gestalt

') Die hier vorliegenden Resultate mit den ausgefiihrten Beweisen
sind von der philosophischen Fakultit zu Berlin als Habilitationssehrift
angenommen worden,

6%



382 1. Hamburget

(2) SE@=_ 1

entwickeln, wo siimtliche «, reelle von Null verschiedene Zahlen
bedeuten. . Zu jeder Potenzreihe (1) existiert ein und nur ein
solcher Kettenbruch (2) und umgekehrt?).

P,(2)
()

vm \~

Bezeichnet man mit den  m-ten Nitherungshruch

von S(2), so ergibt sich unmittelbar aus der Gestalt des Ketten-
braches: die P, (2) und @, () sind Polynome in » und zwar
sind P, (2) und Py, (2) vom Grade n 1, ¢y (2) und
Q2n1(2) vom Grade n. Ferner ist fiir + = 0

(t,)ﬂn ]=O' ])'.’n“lzl- (l);‘n——_:l-

e
. Y o “m (2) . .
Fndlich likit sich der Niherungsbruch " ) in eme fir

@ (2)
hinreichend grofie Werte von & konvergente Potenzreihe der
(estalt

Bo) N () M) Are)
I ' ) c ( !

H <
G () T
entwickeln, und zwar wird, wie man auf Grund der Fundamental-
formeln fiir Kettenbriiche
m—1—1 (’-) ljm (2) . (_ l)m R 2)
01)l+l (-\-' (1)m (5) (()m +1 (E) (()m (;Z')

leicht erkennt,

™ =¢ fiir v=0,1, ... m—1L.
Durch die letzte Kigenschaft ist der Kettenbruch (2), wenn
die Potenzreihe (1) vorgegeben ist. eindeutig hestimmt.

1) Vgl. etwa Oskar Perron, ,Die Lehre von den Kettenbriichen®,
Leipzig 1913, S. 301—307 und S. 375; in folgendem kurz mit Perron.
Lehrbueh, ritiert,

3) Vol 2. B, Perron, Lehrbuch, S, 382.
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2. Macht man nunmehr die Voraussetzung
Cw>0 fir alle m,

so werden simtliche Ioeffizienten s, 4, positiv. und umge-
kehrt folgt aus
o, 41 > 0 fiir alle »,
> 0 ftr alle m.
In diesem Falle sind die Nullstellen der Polynome P, (:)

und ¢, (2) simtlich einfach und reell und es gelten die Partial-
bruchzerlegungen

T . / ¥
P’_’ n (':’) - ﬁ ‘\ l(‘” l)‘.’n ’(2) . J[(g") ,iw ]l[inl

) {Jiz ~(2) Tt —|— /lf,")’ Van—1(2) oz 1 ’ .3;:075,;'”
wobei die Zihler M und N simtlich > 0 und die @
AP -0 sind.
Stieltjes setzt nun bei seinen Untersuchungen noch aufierdem
D, > 0 fiir alle m
voraus, was mit der Voraussetzung
12, > 0 fiir alle »
oder auch mit der Voraussetzung

in) ~1n)

o >0, 7, >0 fiir alle » und »
gleichbedeutend 1st?).
3. Nunmehr heweist Stieltjes durch passende Erweiterung
bekannter Sternscher Konvergenzkriterien fitr Kettenbriiche?):
I Divergiert die Reihe in ., so Fonvergiert der Ketten-
1

bruch S(:) in jedem abgeschlossenen Bereich der z-Kbene, der
W b ¥

N T 0L Stieltjes, Hecherches sur fes fractions continues®. Ann. de
la fae, Wdes se. de Toulouse, B VIIT und IX (1894 und 1895), im fol-
genden korz mit Stieltjes VI bzw. IX zit. Vel inshes. S, 10—12.

4 ML AL Stern, _Uher die Kennzeichen der Konvergenz eines Ketten-
bruchs“. Journ. fir r. w. angew. Math., Bd. 37 (1848), S. 255--272.
Stieltjes, VHI, S, 86389 und 8. 61—065. Perron, Lebrbueh, S. 254 —235.
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kein Stiick der Achse der reellen negativen Zahlen enthilt,
gleichmiiiiz gegen eine analytische Funktion f(2), obgleich
Ziihler und Nenner der Niherungsbriiche fiir sich betrachtet
divergieren.
IT. Konvergiert die Reihe i“ @,, so konvergieren die vier
1
Folgen von Polynomen [, (:), 2.(:), Pon—1(3), Q2. 1 (2)

in jedem ganz im Endlichen gelegenen Bereich der :-Ebene
gleichmifiig gegen ganze transzendente Funktionen:

lim Py, (2) = p(2), I Poy—y () = r(2)

lilll (L)En (') = fl(")v liln ((),‘_’n—-l (') =3 (:)
AuBerdem ist
(4) r(2)q(z) —s@plo) = 1.

s konvergieren also sowohl die geraden als auch die
ungeraden Niherungshriiche, aber gegen die wegen (4) von-
einander verschiedenen Funktionen

Con (D SN )
D=4y B9 =y

Der Kettenbruch divergiert also.

4. Durch Grenziibergang gelangt Stieltjes von der Partial-
bruchzerlegung (3) der Niherungsbriiche 2u einer fundamen-
talen Integraldarstellung der Grenzfunktionen f(2), baw. | (2),
f, (2) und zwar erhiilt er: im Falle I
B . Pu(e) . v dqg )
®) ,,.1:[, O (2) fle) = [‘ L
mm Falle 11
. 1)‘_’ n (:) 3 % S - ([’/ 1 (1) : ]'1‘ " '(v".) o . g l/(/ _,ll")
'EIZHL (l')'..’n ('3) o /l(") N < + w’ nlf“i (l)'.!n l(:) B /Zt') o -] o

O

0

1) Eine ausfiileliche Darstellung des Sticltjesschien Tutegralbegritly
siche Stieltjes, VIII, 8. 658--71; Perrou, Lehrh., S. 362--374. Der zil.
Satz findet sich bei Stieltjes, VI, S, 76--90; Pervon, Lehrl, 50402 - 410.
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Hierbei bedeuten ¢ (u), ¢, (u) und ¢, (u) im Intervall
0 <wu <<« definierte reelle, nirgends abnehmende Funktionen
und die Integrale sind Stieltjessche.

Es gelten ferner die sogenannten Momentengleichungen;
im Falle I:
o

(7) 6 = [ w dop (1)),
im Falle II: v

Cop = j‘u" dop (i) = ‘ u” dep, (1),
0 0

Aus diesen Gleichungen ergibt sich, daff die Funktionen
fe), fi(2), f,(:) der Formeln (5) und (6) durch die Potenz-
reihe (1) asymptotisch dargestellt werden?).

5. Das Problem zu einer vorgelegten Folge von Koeffi-
zienten ¢, eine Im Intervall 0 <u < o definierte reelle, nir-
vends abnehmende Funktion ¢ (1) zu finden, die den Glei-
chungen (7) geniigt, nennt Stieltjes das Momentenproblem.
Man findet leicht eine notwendige Bedingung fiir die Losbar-
keit des Momentenproblems, imdem man berticksichtigt, dak
die mit den Koeftizienten (7) gebildeten quadratischen Formen

w1

Dlene, p o, = ’ (g ww, + - - Ta, Pde(w)
0

0

©
w1

S, Fud1 4,2, = ‘ u(r, -4 nr, 4t W, 1)2 (Z(/ (1)
] [
il

fiir jedes » positiv definit, also ihre Determinanten ', und
I}, siimtlich > 0 sind.

Durch die bisher angegebenen Siitze ist aber auch be-
wiesen, daf, wenn die aus den vorgegebenen Noeffizienten ¢,
cebildeten * Determinanten (7, und 13, siimtlich positiv sind,
das Momentenproblem immer mindestens eine Lisung besitat, die
durch Grenziibergang aus dem Kettenbruch (2) gewonnen wird,

1) Stieltjes, VI, N, 92--93: Perron, Lehrbueh, 5. 410411,
3 Stieltjes, V11, 8. 85; Pervon, Lehrbuch, 5. 413



386 H. Hamburger

Stieltjes beweist ferner, daB im Falle I auBer der durch
den Grenziibergang (5) gewonnenen Funktion ¢ (u) keine weitere
Losung des Momentenproblems existiert!). Im Falle II gibt
es auier den Funktionen ¢, (), ¢, (#) der Formeln (6) noch
unendlich viele andere Lisungen des Problems. Im Falle |
nennt Stieltjes das Momentenproblem bestimmt, im Falle [
unbestimmt.

§ 1L

6. An diese klassischen Resultate schliefien sich die Kr-
gebnisse der vorliegenden Mitteilung an.

Wir lassen die Voraussetzung B3, > 0 fallen, verzichten
damit also auf w0, > 0. 0™ >0, 2> 0; behalten aber die
Voraussetzung C,,> 0 fiir alle m bet und damit auch die
Beziehungen s, 41> 0 und die Partialbruchzerlegungen (33)
mit reellen i, 1% und positiven ™ N

Fiir diesen Fall gilt ein Satz des Herrn Grommer?®):

L (2) .

Aus der Folge der Naherungsbriiche O

l),,, (2,) ¢'m (:’
""" von der Beschaftenheit auscewiihit werden,
(L)ml' (Z) -

dats diese Teilfolge in jedem abgeschlossenen Bereich der z-Ebene,
der kein Stiick der Achse der reellen Zahlen enthilt, mit

ann  eine

Teilfolge

wachsendem p gleichmiifig gegen eine analytische Funktion f(2)
konvergiert, die sich wieder durch ein Stieltjessches Integral
darstellen lifit. Doch wird sich dieses Integral in Anbetracht,
dat jetzt die Niiherungsbriiche auch fiir negative Werte von

1) Stieltjes, VI, S 97--104; Perron, Lehrbuch, S. 390—391 und
S
2) Jakob Grommer, Ganze transzendenie Funktionen mit lauter
reellen Nullstellen, Diss., Gottingen 1914, abgedr. im Journ. f. r. n.
ungew. Mathematilk, Bd. 144 (1914), 3. 140--166; vgl. insbes. S, 137 .
Herr Grommer betrachtet hier allerdings einen andern Kettenbruel,
dessen Nitherungsbriiche mit «er Folge der Niherungsbriiche gerader
J -~
Ovdununy Pon ) ithereinstitmen,
B s, (2)

C2n
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2 Pole haben kénnen, von — @ his + o« erstrecken. Ks er-
uibt sich also
4w

(5 . ljml, (1,3') — ) = J‘ dep ()
") 1[}__”; (t)"‘p(z) = 4-).*—“!‘ 2 + w’
wo @(u) eine im Intervall — = <u <+ w definierte reelle,
nirgends abnehmende Funktion bedeutet.

Auger dem Grommerschen Auswahltheorem war bisher
iber den Fall /,, >0, B, = 0 nichts bekannt. Es lifit sich
nun zuniichst zeigen, dafi die Integrale

e
(9) j w do(u)

fir alle ganzzahligen nicht negativen Werte von » existieren
und gleich ¢, werden. Demzufolge wird die Funktion f(:)
der Formel (%) durch die Potenzreihe (1) asymptotisch dar-
gestellt: das heift aber, das Momentenproblem, wobei die
Momente jetzt die Gestalt (9) annehmen, besitzt immer min-
destens eine Lisung, wenn die Determinanten C,, simtlich positiv
und die Determinanten B3, simtlich von O verschieden sind.

Dafs die Bedingung €, > 0 fiir die Lisbarkeit des Momenten-
problems in seiner neuen Gestalt auch notwendig ist, bemerkt
man unmittelbar, wenn man die positiv definite Form

n—1 -; :D
(ORISRt N — [ (@g - uxy 4 - 0w ) dy (1)

@
betrachtet.

7. Es bleibt jetzt noch ibrig, die Frage nach der Be-
stimmtheit des Momentenproblems im Zusammenhang mit dem
Problem der Konvergenz des Kettenbruchs S(2) zu unter-
suchen,  Wiihrend im Stieltjesschen Falle sich die Konvergenz-
eigenschaften des Kettenbruchs S(2) direkt angeben lassen,
und man aus der Konvergenz (Divergenz) von S(&) auf die
Jestimmthert  (Unbestimmiheit) des  Momentenproblems (7)
schlieit, werden i Falle B3, 27 0 die Konvergenzeigenschaften
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von S (2) erst aufgeklirt, nachdem tiber die Bestimmtheit oder
Unbestimmtheit des Momentenproblems (9) entschieden ist.

Im folgenden soll ein Kettenbruech kurz als konvergent
bezeichnet werden, wenn er in jedem abgeschlossenen Bereich
der z-Ebene, der kein Stiick der Achse der reellen Zahlen
enthilt, gleichmiibig konvergiert, in allen andern Fillen soll
er divergent heifen.

Es gelten nun folgende Siitze: Man setze

Op =y +a, 4 -+ a2,
I’ Dann ist das Momentenproblem (9) bestimmt, wenn
mindestens eine der beiden Reihen
CC‘ "Li )
(11) 2_‘“”271{—11 )—J" aZu-}—l”)-l
v 1
divergiert.
IT'. Konvergieren beide Reihen (11), so ist das Momenten-
problem: unbestimmt.
Im Falle 1‘ ist der Kettenbrueh konvergent, das heif3t es ist

—+®
g ],:u (~) *d 7z (.?”
lim %Y = f(2) =
e =) I T

withrend die /%, (¢) und @u (2) fiir sich genommen nicht
konvergieren.

Im Falle I’ existieren gleichmiiiig in jedem ganz im end-
lichen gelegenen Bereich der :-KEbene die Grenzwerte
(12) lim Po i (2) = r(z), lim @, (2) = 5(2),

n= -
wo »{:) und s(z) ganze transzeudente Funktionen mit nur
reellen einfachen Nullstellen sind.

Die Grenzwerte von Zihler und Nenner der Niherungs-
briiche gerader Ordnung existieren im allgemeinen Falle nicht.
Trotzdem gelingt es, die Polynome /%, () und (s, () so auf-
ruspalten, daf ihre Konvergenzeigenschaften klar hervortreten.
Setzt man niimlich

Py (2) == Gu ('3_) + On -l)‘.!n—f-l (.3:)1 Wonls) == »1111 (<) 'i" onlen -ivl(‘;)s
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so konvergieren im Falle 1I' die Polynome G, (z) und H, (2)
in jedem ganz im endlichen gelegenen Bereich der z-Ebene
mit wachsendem n gleichmiiBig gegen ganze transzendente
Funktionen mit nur reellen ecinfachen Nullstellen; es ergibt
sich also
(13) Hm (7, (2) = ¢(2), lim H,(2) = I (2).
n=x u=w

Autierdem besteht zwischen den vier ganzen transzendenten
Funktionen »(2), s(z), g(¢) und A(z) in Analogie zu (4) die
Beziehung

P h(z)y —s(z)y(e) = L.

Die Polynome I’;, () und @», (2) konvergieren also einzeln
im PFalle II' daun und nur dann, wenn ein endlicher Grenz-
wert lim 6, = o existiert.

n—=2x
Ist lim o, = =, das heist besitzt die Menge der Zahlen 7,
n=1uw
keinen im endlichen gelegenen Hitufungspunkt, so wird

. [ o (‘,E'\) . l,-_l S| (,2') r (CJ
| -—— = L0 == 0
n l;] lJ (L)-' n (5) nI l=ln'r (l)'l n—1 (.’5’) S (2‘)
dann und nur danu ist also der Kettenbruch S(z) konvergent
fiir den Fall, dat das zugehirige Momentenproblem (9) unbe-

stimmt ist.

Wenn alle £, >0 und damit auch alle a,, > 0 sind, die
Reihen (11) beide konvergieren und lim s, = oo ist, so ist nach

den Stieltjesschen Siitzen 1 das Momentenproblem (7) bestimmt,
das Momentenproblem (9) nach unsern Siitzen II' unbestimmt.

8. Kine fast noch grifere Rolle als der Kettenbruch der

Gestalt (2) spielt in der mathematischen Literatur der Ketten-
bruch?)

/l.
(14) K{z) = - I3
'€+[x’*" .l, "}—.
2ty

Y Vel 2. B Pervon, Lehrbuch, S0 322526 und 8. 376,
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N, (2;

wo die /, reell (auch Null), die %, reell, aber nicht Null sind.
Der Kettenbruch (14) wird aus der Potenzreihe (1) durch ein
dem Euklidschen Algorithmus nachgebildetes Divisionsverfahren
gewonnen. Irhat vor dem Kettenbruch (2) voraus, daB er nicht
an die Bedingung £, % 0 gebunden ist, sondern immer dann und
nur dann existiert, wenn siimtliche Derminanten €, & 0 sind.

Dann und nur dann, wenn fiir alle m die Determinante
Co >0 ist, ergibt sich &, <0 fiir alle » > 2, £, > 0. Mit dem
Kettenbruch (2), falls dieser existiert, ist er durch die Beziehung

. L'r,-, (,3' . 1)3,, (Z)

N (@) = o =
' ) Vn (;:) Q: n (':)
s U, (2) o
verbunden, wenn mit A, (2) = Vo (2) der Niiberungsbruch

n-ter Orduung von K (z) bezeichnet wird.

Die Partialbruchzerlegung der Niherungsbriiche K, (2)
dient zuniichst dazu, eine Lisung des Momentenproblems aueh
fiir den Fall zu konstruieren, dafy einige der Determinanten I3,

verschwinden. Uals
Auber den Niherungsbriichen £, () = " ) betrachten
. . . Val2)
wir auch die Quotienten
Un(a) + 1t U, 1(2) i, , fone ki ‘
£) = T St T I - e - 1
) In(g)—}—tlu——l(:.) ‘2""{—11 ! *— "?Tln l+ »3"*“],,—'*‘1“

wo ¢ einen reellen Parameter bedeutet und nennen K, (z;¢)
einen verallgemeinerten Nitherungshruch n-ter Ordnung von A(:).

Wir sagen ferner: der Kettenbruch A'(2) konrergiort voll-
standig gegen die Funktion f(2), wenn zu jeder vorgegebenen,
beliebig kleinen positiven Zahl ¢ und zu jedem abgeschlos-
senen Bereich ¥, der kein Stiick der Achse der reellen Zahlen
enthiilt, sich eine Zahl N = N(«. B) von der Beschaffenheit,
hestimmen ik, daB, wenn » > N ist, fiir alle Punkte 2 von
B und alle reellen Werte von ¢

K,z 1) [(2) <+ wird

'} Diese hequeme Schreibweise des Kettenbruches st von Herrn

By

Pringsleim eimgefithrt worden. Vgl wuch Perron, Lebrbueh, 8035,
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Nunmehr zeigt sich, daly das Momentenproblem dann und
nur dann bestimnt ist, wean der Kettenbrueh: K (2) vollstindig
lonvergent ist.

Setzt man unter Benutzung einer bekannten Fundamental-
formel der Kettenbruchtheorie

oy == Vued (0) T (0) == T (0) Ly (0) == (— UV e By,

so lassen sich die Polynome Fi,_(2), Q2.-1(¢), G.(2) und
H,(#) mit Hilfe der Polynome ,(:) und V,(2) durch die

Formeln definieren:

i (o) — 22t QDT W'“‘ 7 (0) Unar (2)
n—1
"u—— 0 Vn ~ —'I Iu—« ~
2 a0
15
LA e oy Uaet(0) Uafe) — Un(0) Unr ()
ey -'n -1
]]n (:) _ - l i (O)-; "A((;)f’“ [ “-(O) I/" 5 (’5') .
p -1

Diese Formeln gelten auch, wenn der Kettenbruch S(z)
der Form (2) nicht existiert, wofern nur siimtliche Deter-
minanten €, 5 0 bzw., wie in unserm Falle, sogar > 0 sind,
und liefern fiir den Fall, dafi der Kettenbruch S(¢) existiert,
dieselben Polynome Fu,1(2), on1(2). G, (2), H,(2) wie die
alten Definitionen.

Andererseits ist offenhar

I".Zn»-l (Z) - < Vn (O) ) ) - ( [J’n(()) )
= K, 12— == : = I, |z; — 5=
rn_1(2) Vi (v) ( ) U (0)
d. h. die Quotienten

[)" n—1 (':’) (7n ('-’

= bzw

(.)Qn--] (:) e [jn( )
ergeben sich als diejenigen verallgemeinerten Nitherungsbritche
n-ter Ordnung von A'(z), die fiir 2 = 0 einen Pol haben bzw.
dort verschwinden. Die Nenner in den Formeln (15) sind so
bestimmt, dafi P, (V) = 1 und 11, (0) = 1 wird.



399 - . Hambnrgzer

X . n, o a .
Die Reithen Xim a1 how. Yon oy 4y 0y lassen sich durch
0 i
die allgemeineren Reihen

o, Y o, Ua
(16) Do : I(O) hzw. Y.» '(0)
m o “In

U

ersetzen, die fiir den Fall, dali der Kettenbrueh S(z) existiert,
mit den Reihen (11) iibereinstimmen.

Die alten iiber die Folge von Polynomen /%, (¢),
Wan—1(2), G, (2) und 11, (:) bzw. itber die Reihen (11) be-
wiesenen Siitze gelten nunmehr auch fiir den Fall, da beliebig
viele der Determinanten I3, verschwinden, wofern man nur die
Polynome hzw. die Reihen durch die allgemeineren Beziehungen
(15) bzw. (16) definiert.

Aus unsern allgemeinen Sitzen lassen sich auch leicht
notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz
im gewihnlichen Sinne von A'(:) ableiten.

AuBerdem wird fiir beide Kettenbriiche der Gestalt (2)
und (14) der Satz hewiesen:

Ist der Nettenbruch S(z) (der Kettenbrueh A (z)) filr einen
beliebigen reellen oder komplexen Wert von : konvergent,
so konvergiert der Kettenbrueh S(z) (der Kettenbruch K (2))
gleichmiBig in jedem abgeschlossenen Bereich der z-Ebene,
der kein Stiick der Achse der reellen Zahlen enthiilt.

9. Es soll jetzt dem Kriterium fiir die Bestimmtheit des
Momentenproblems eine Form gegeben werden, die unmittel-
bar von den Eigenschaften der mit den ¢, gebildeten quadra-

-1

tischen Formen (10) F, (z) = X~ ¢, ;.o x. ausgeht und nicht
0

erst auf die zugehorigen Kettenbriiche A'(z) und S(z) zuriick-
greift. Wegen €, >0 fiir alle m st die quadratische Form
I, (z) positiv definit, besitzt also fiir #, = 1 ein Minimum
M= >0, Mit wachsendem » kdnnen nun aber die Zahlen M
nie zunehmen, es existiert also der Grenzwert

lim W™ = M >0,

n= <
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Die formale quadratische Form von unendlich vielen Ver-

>3
inderlichen .= 6,4 . 2, a., ither deren Konvergenz nichts vor-
()]

ausgesetzt ist, wird eigentlich definit (uneigentlich definit) ge-
nannt, je nachdem die ihr zugehorige Zahl M > 0 (M = 0) ist.
Der Hauptsatz ldBt sich nun auch in folgender Weise
aussprechen:
Das Momentenproblem ist dann und nur dann bestimmt,
wenn mindestens eine der beiden quadratischen Formen
» 0

Dk €y BTy Dt Loy T, T,

1 [

uneigentlich definit ist.

Oder damit gleichbedeutend:

Das Momentenproblem ist bestimmt oder unbestimmt, je
nachdem der Grenzwert der stets abnehmenden positiven Deter-

i

. . C . .
minantenquotienten ~Y’f Null ist oder nicht.

/0

Hierbei ist zur Abkiirzung

| 1
.C‘, (35, e ey Cagn!

Cy, €, C e Cagen

1]
[Cngty Cat2e o o oy Copp|
gesetzt.



